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Ubersicht iiber die Themen im Skriptum von Hunklinger und
Enss und in diesem Skriptum

Hier wird angegeben, welche Themen aus dem Skriptum von Hunklinger und Enss in diesem Skriptum
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1 Born-Oppenheimer-Huang-Naherung

Siehe Hunklinger-Enss: 3.4 Kovalente Bindung beim Wasserstoffatom S. 79
Siehe Hunklinger-Enss: 5 Gitterdynamik: Einleitung S. 125

In der Festkorperphysik betrachtet man in der Regel Schwingungsanregungen (Phononen) und
elektronische Anregungen als Elementar-Anregungen, zu denen dann weitere in der Regel kollektive
Anregungen kommen kdnnen.

Begriindet wird diese Aufteilung durch die Born-Oppenheimer-Ndhrung, die auch adiabatische
Niherung genannt wird. Man fasst zunéichst Atomkerne und die inneren Elektronen zu Ionen zusam-
men. (Letztere sicht man als anndhernd starr an. Soweit notwendig werden die Polarisierbarkeit und
die magnetischen Momente der Ionen beriicksichtigt.)

Fiir die starren Ionen und die dusseren Elektronen hat man den Hamilton-Operator

H = He+ Hion + Hel—ion =T +V (11)

n? 9% 1 e?
Hy = =Y o—ostsd 1.2
°! ;2m6r?+22|ri—r]~| (1.2)

n o
Hipn = Z 5 oR T 3 gv (R; - R;) (1.3)
i#]

Heiion = szelfion(ri_Rj)- (1.4)

Dabei werden die Ortskoordinaten und die Massen der Ionen mit R und M;, die der &ufleren Elektronen
mit r und m bezeichnet. Da die Massen der Ionen erheblich gréfler sind als die der Elektronen,
vernachléssigt man zunéchst die kinetische Energie der Ionen. Dann werden die Ortskoordinaten der
Tonen gute Quantenzahlen und man 16st fiir vorgegebene R; das Elektronenproblem

h? 92
{_%a_r? + V(R,, I'])} ’(/)a(..Ri.., ..I‘j..) = EQ(RZ)’(/)Q(RZ, ..I‘j..). (]_5)
Die vollstindige Schrédinger-Gleichung lautet dann fiir die Wellenfunktion
U=>% oo(.Ri)a(-Ri;.rj..)

ta
IR’

_ o Do Oa
HY ==3 537 | a2 ¥ *29m, om, T %

a,t

+ Z Ea¢a¢a =F Z ¢a'¢a (1-6)

~~

Wiirden die Terme, die durch die geschwungene Klammer gekennzeichnet sind, fehlen, so bliebe die
Schrodinger-Gleichung fiir die Wellenfunktion ¢,

Z 2?\4 %ﬁ? Eo(-Ri.)da(-Ri..) = Epo(.Ri..). (L)

Dabei ist E, das neue effektive Ionenpotential. In dieser Naherung separiert die Gleichung in eine fiir
die Elektronen (1, ) und eine fiir die Gitterschwingungen (¢, ).
Der mit der Klammer bezeichnete Anteil in (1.6) stellt die Elektron-Phonon-Wechselwirkung dar.
Die zu Grunde liegende Vorstellung ist, dass sich die Elektronen rasch bewegen und damit den
Tonen adiabatisch folgen. Da m/M, = 1/1836 < 1, erfolgt die Bewegung der Elektronen und der
Tonen auf zwei verschiedenen Zeitskalen.
Jedoch seien zwei Probleme dieser Ndherung erwéhnt:
1) Die v, sind sehr schwer zu bestimmen, insbesondere wenn die R; kein reguléres Gitter bilden. Dazu
kommt, dass es fiir spezielle Werte der R; Entartungen gibt.
2) Die Elektron-Phonon-Wechselwirkung tragt meist nur wenig zur Grundzustandsenergie bei. Aber sie
ist trotzdem fiir viele Festkorper-Effekte wichtig. (Peierls-Instabilitat, Supraleitung, el. Leitfdhigkeit).



Das gilt vor allem dann, wenn die wesentlichen Elektronen-Anregungsenergien in der Groéflenordnung
der Phononen-Energien sind.

Als Ausgangspunkt hat sich die ndherungsweise Entkopplung von Phonon- und Elektron-Freiheits-
graden sehr bewahrt.



2 Periodische Gitter: Deckoperationen

Siehe Hunklinger-Enss: 1.3 Struktur der Kristalle S. 8-24

2.a Translationen

Ein periodisches Gitter geht unter Translationen um drei Vektoren a(!), a(® | a®)_ die nicht komplanar
sind, in sich iiber. Dadurch entsteht ein Bravaisgitter oder primitives Gitter, das heiflt ein Punktgitter,
dessen Gitterpunkte sich schreiben lassen

R™ = nja® 4 nya® 4 nga® (2.1)

mit ganzen Zahlen ny, no, ng. Falls die a9 so gewiihlt sind, dass simtliche Translationen, die das Gitter
mit sich zur Deckung bringen, durch R(™ darstellbar sind, spricht man von primitiven Gittervektoren.
Diese al?) spannen eine Elementarzelle auf.

Unter einer Wigner-Seitz-Zelle versteht man alle Punkte, die einem Gitterpunkt am nichsten sind.
Auf diese Weise entsteht eine Einteilung des Raumes in lauter gleiche Gitterzellen. Beispiele siehe
Hunklinger, S. 24, Abb. 1.26 und 1.27, Madelung I, S. 60, Fig. 2.11 und 2.12. Thr Volumen ist das der
Elementarzelle.

Daneben verwendet man auch die (konventionelle) Einheitszelle, ein ganzzahliges Vielfaches der
Elementarzelle. Das Volumen der Einheits- oder Elementarzelle ist

V, = (@ xa®).a®)|. (2.2)

Innerhalb einer Einheits- oder Elementarzelle befinden sich » Atome i = 1,...r, deren Orte man durch

Rn,i = (n1 + su)a(l) + (ng + 827i)a(2) + (TL3 + 8371')&(3) (23)
angibt.
Tabelle einiger kubischer Gitter mit einer Einheitszelle in Form eines Wiirfels der Seitenldnge a,
lal)| = [a® | =]a®| =q, a¥ -a® =a® .a®) =a®) .al) = 0.
Gitter r S1 So S3 S4 primitive Gittervektoren Volumen der
(ss S6 S7 Ss) Elementarzelle
sc 1 (000) al, a® a® a?
2D a® _a®) aD)4a()_a(2)
bee 2 (000) (%%3%) % i@ pal® _a)) , a’/2
fee 4 (000) (033) (303) (330) | =pe™ alipe alfmal gty
Na (000) (oily (lol) (ilo) .
Nact s {et @ e B b wie fee a’/4
CsCl 2| Cs,Cl  (000) (&11) wie sc a?
Diamant C,Zn  (000) (031) (i0l) (ilo) . 5
me™} os|gs @ G 4 Gn wie fee a /4( |
24

Dabei steht sc fiir simple cubic (einfach kubisch), bee fiir body-centered cubic (kubisch raumzentriert),
fce fiir face-centered cubic (kubisch flichenzentriert). Figuren dazu siehe Kittel, Fig. 28 bis 30.

2.b Allgemeine Deckoperationen

Ein Gitter geht im Allgemeinen nicht nur durch Translationen sondern auch durch Drehungen und
/oder Spiegelungen in sich tiber. Im allgemeinen gibt es einen Satz von orthogonalen Transformationen
« und Translationen a, so dass das Gitter unter den Transformationen

r' =ar +a={a,alr (2.5)

in sich iibergeht.
Die Determinante einer orthogonalen Matrix kann entweder +1 oder —1 sein. Wir beginnen mit
det(a) = +1. Dann gehort die Matrix « zur SO(3).



Ein Spezialfall ist die Einheits-Matrix (Identitét): Alle Eigenwerte von « sind +1. Dann stellt (o, a) =
(1,R(™) die Translationen dar.
Da alle Eigenwerte einer orthogonalen Matrix betragsméfig gleich 1 sind, ist ein Eigenwert von « gleich
+1 (Eigenvektor n(®, Richtung der Drehachse), die beiden anderen sind e*'¢ mit dem Drehwinkel ¢.
Falls an(®) = 0, dann ist dies eine Drehung, falls aber an(®) # 0, dann muss man das Gitter auch
noch in Richtung der Drehachse verschieben und man spricht von einer Schraubung.

Im zweiten Fall ist det(a) = —1. Wir betrachten zunéchst zwei Spezialfille:
Falls alle Eigenwerte gleich —1 sind, (a,a) = (—1,a), dann stellt die Operation eine Inversion am
Zentrum a/2 dar, r' =a —r.
Ist dagegen ein Eigenwert —1 mit Eigenvektor n(® und sind zwei Eigenwerte +1, dann hat man
es bei a || n(® mit einer Spiegelung an einer Ebene senkrecht zu n(® durch a/2 und andernfalls
mit einer Gleitspiegelung zu tun. Generell gilt: Falls die Verschiebung a Komponenten in den
Richtungen mit Eigenwerten +1 hat, dann benotigt man zusdtzlich zur Drehung oder Spiegelung
noch eine Verschiebung. Andernfalls kann man Drehachse oder Spiegelebene so wihlen, dass eine
Verschiebung nicht notwendig ist.
Allgemein hat man fiir det(a) = —1 einen Eigenwerte —1 mit Eigenvektor n(®) und ein Eigenwert-paar
e®_ Dies beschreibt dann eine Drehspiegelung mit Drehachse parallel zu n(® und Spiegelebene
senkrecht darauf.

Wir betrachten noch, welche Drehwinkel ¢ méglich sind (wir tun das hier nur fiir ein Bravais-Gitter,

doch lasst sich der Beweis leicht verallgemeinern): Mit der Notation R(n) = E Aying mit Ay = aL),

beschreiben wir die Operation aR(™ = R(™) in der Matrix-Form aAn = Am oder m = A 'aAn.
Diese Gleichung ergibt fiir ein beliebiges ganzzahliges Tripel (n1,ns2,n3) ganzzahlige (my,ma,ms).
Daher muss die Matrix A~'aA lauter ganzzahlige Eintriige haben. Dann ist aber die Spur

Sp(A™'aA) = Sp(a) = +1 + 2cos ¢ (2.6)

ganzzahlig. Daher bleiben nur die Moglichkeiten

cos¢= +1 +1/2 0 -1/2 -1

6- 4- 3 2-  zahlige Drehachse. (2.7)

2.c Gruppeneigenschaften, Raumgruppe und Punktgruppe

Die zweimalige Anwendung einer Deckoperation stellt wieder eine Deckoperation dar. Auch ist die
Riickgingigmachung (also das Inverse) einer Deckoperation wieder eine Deckoperation. Diese stellen
also eine Gruppe dar, die Raumgruppe. Man findet fiir die zweimalige Anwendung und das Inverse

{ala}{d|a'} = {ad|aa’ + a}, (2.8)
{aJa} ™' ={a" ! —a'a}. (2.9)

Die Menge der Operationen « bildet selbst eine Gruppe, die Punktgruppe. Je nachdem, ob man
a) das Bravaisgitter oder die Kristallstruktur, b) die Punktgruppe oder die Raumgruppe betrachtet,

unterscheidet man
Bravaisgitter Kristallstruktur

Punktgruppe | 7 Kristallsysteme 32 kristallographische Punktgruppen
Raumgruppe | 14 Bravaisgitter 230 Kristallklassen




3 Reziprokes Gitter und Streuung

3.a Etwas elastische Streuung

Siehe Hunklinger-Enss: 2.2 Einfache Theorie der Streuung S. 33-35

Trifft ein Teilchen (Elektron, Photon, Neutron) auf einen Kérper, so kann unterschiedliches geschehen:
Das Teilchen kann unverdndert hindurchlaufen, es kann streuen, ohne den Kérper zu verdndern (e-
lastische Streuung), es kann den Korper in einen anderen Zustand {iberfithren (inelastische Streuung)
einschliefllich der Moglichkeit, dass dabei andere Teilchen erzeugt oder herausgeschlagen werden, und
es kann absorbiert werden. Wir betrachten zunéchst nur den einfachsten Fall der elastischen Streuung
(tatsdchlich nimmt der Kérper dabei zumindest Impuls auf, wobei die dadurch bedingte Anderung der
Schwerpunktsenergie aber vernachlédssigbar ist).

Bei Streuung an einem einzelnen Teilchen (Ion oder Elektron) geht von diesem eine Streuwelle aus.
Im einfachsten Fall kann man diese durch die Streuldnge f darstellen, die zu einer isotropen Streuung
fiihrt. Wird die einlaufende ebene Welle durch eine Amplitude

A = Ageikor=wol) (3.1)

beschrieben, so erhélt man fiir die Streuwelle, die am Ort r' gestreut wird, die Streuamplitude

A, = A0| f I|ei(k0-r’+k0\r—r’\—wot) (32)
r—r

Unter der Annahme, dass die Streuwelle in einer Entfernung grofl gegeniiber der Ausdehnung des
Kérpers beobachtet wird, vernachlissigt man in Nenner r', ersetzt dort also |r —r'| & r, wihrend man
im Exponenten den von r’ abhingigen Wegunterschied beriicksichtigen muss, |[r —¢'| ~ 7 —r - ¢'/r.
Man fiihrt noch den Wellenvektor k in Richtung des Beobachtungspunktes r ein, k = kor/r und erhilt
dann fiir die Streuamplitude

iko’r‘ . ,
A, = AofeTel<<k0—k>'f —wot), (3.3)

Die Streuamplitude héngt also wesentlich vom Streuvektor K = k — kg ab.
Die Streuung erfolgt im Korper an vielen Streuern und auch diese sind nicht unbedingt punktformig.
Man muss daher die Dichte p(r) der Streuer beriicksichtigen. Unter Einfiihrung dieser Dichte erhélt

man die Amplitude in der Form
eikg’l"*tdot

Ag=Ag——A (3.4)

r
mit der Streuamplitude

A=f / A p(r)e KT (3.5)

Bei Anwesenheit verschiedener Streuer ist fp(r) durch », fipi(r) zu ersetzen.
Der Streuquerschnitt ergibt sich dann zu

do = | A r2dQ/| Ao [> = |A2dQ = f2 /d3rd3r'p(r)p(r')e*iK%r*r’)dQ. (3.6)
Nehmen wir zunichst an, p sei konstant. Dann finden wir fiir den differentiellen Wirkungsquerschnitt
d_g — f2p2 / ABre KT /dS,,,leiK-r' (3 7)
1749 '
Im Wesentlichen folgt fiir einen makroskopischen Koérper hieraus ein 6(K). Wir kénnen das folgender-

maflen sehen: Nehmen wir an, der Korper sei ein Quader. In x-Richtung sei er von 0 bis a ausgedehnt.
Die x-Integrationen liefern dann

a . a . , 4 si 2/ K,a
/ dpe=iKe=2 / dgfeie = A5 (57) (3.8)
0 0

K2

T



Diese Funktion ist bereits von der Beugung am Schlitz bekannt. Sie hat ein ausgeprigtes Maximum
bei K, = 0, eine erste Nullstelle bei K, = 7/a, was fiir eine makroskopische Ausdehnung a sehr klein
ist und fallt unter Oszillationen fiir gréferes K, wie 1/K? ab. Fiir makroskopische Ausdehnung a kann
man sie durch eine J-Funktion ersetzen. Den Vorfaktor findet man durch Integration

o0 4 . 2/Kza [e%¢] 22
/ ar, 25 ) / S o (3.9)
K2 32
—o0 z —00

Entsprechend werden die Integrationen in den beiden anderen Raumrichtungen durch gefiihrt, so dass
man fiir konstantes p schliefilich

do

dQ
mit dem Volumen Vp des Korpers erhilt. Dies ist eine Streuung in Vorwirtsrichtung (Schatten und
Beugung). Sie tragt aber auch dazu bei, dass die Welle nach vorne oder riickwérts phasenverschoben
wird, was zu einer Brechzahl verschieden von 1 fiihrt. Fiir einen Ko6rper anderer (aber hinreichend
kompakter) Form gilt (3.10) ebenfalls. Je grofier der Korper desto kleiner ist der Bereich, in der die
Fourier-Transformierte wesentlich von 0 verschieden ist. Ansonsten verwendet man, dass das Integral
iiber K eine d-Funktion in r — r’ ergibt,

/d3K/ d3r/ B! K- (r—r') :/ d3r/ d3r1/d3KeiK.(r7r')
v v v v

:/ d3r/ dr'(2m)? 83 (r — 1) = (27)* Vp. (3.11)
14 14

207 (27)3 V6% (K) (3.10)

Interessanter sind die Beitrdge, die dadurch entstehen, dass p(r) von seinem Mittelwert abweicht.
Ersetzen wir r durch r + r’, dann bleibt

do

20 = V(2 (2m) 5 (K) + / PBrg(r)e™r) (3.12)

mit der Korrelationsfunktion
g(x) = (p(r")p(x' + 1)) = (p)?, (3.13)
wobei (...) die Raummittelung iiber r’ anzeigt. In einer amorphen Substanz oder einer Fliissigkeit hangt
g nur vom Abstand (nicht von der Richtung) r ab. Der Streuquerschnitt ergibt die (dreidimensionale)
Fouriertransformierte von g(r).
Man beachte, dass wir hier nur die Einfach-Streuung betrachtet haben. Der Probekdrper muss also
so diinn sein, dass Mehrfach-Streuung vernachléssigbar ist.

3.b Gitter und reziprokes Gitter

Siehe Hunklinger-Enss: 2.3 Fourier-Entwicklung von Punktgittern S. 36-42
In einem idealen Kristall beriicksichtigt man die langreichweitige Ordnung, die sich darin ausdriickt,
dass p gitterperiodisch ist

plx + Ry) = p(r). (3.14)
Entwickelt man p in eine Fourier-Reihe
p(r) = pae'ST, (3.15)
G
dann ist _ _
p(r +Ry) =) pgelGRrelGr. (3.16)
G

Aus der Gitterperiodizitiit folgt also, dass e!G®= fiir alle R, gleich 1 sein muss. Das ist genau dann
erfiillt, wenn es fiir die Basisvektoren a gilt. Man muss daher

a; - G =2mm; (3.17)

10



mit ganzzahligen m; fordern. Fiir allgemeines R,, gilt dann e Rn» = ™ 2o mimi _ q,

Die Vektoren G, die (3.17) erfiillen, heiflen reziproke Gittervektoren. Wir bezeichnen sie mit
G, wobei m aus den drei Indices my, ma, mg besteht. (Im Skriptum Hunklinger/Enss mit h,k, !
bezeichnet) Die Losung der Gleichung

a; - Gm = 27rmi (318)
kann zunéchst in der Form ;
Gm = ijbj, a; -bj = 27T(5i,j (319)
j=1

geschrieben werden. Die letztere Gleichung hat die Losung

2 2 2
bl = VZ(&Q X 33), b2 = %(33 X al), b3 = VZ(al X 32). (320)
Dabei ist Vz = (a; X a3) -a3 das Volumen der Elementarzelle, das mit dem Volumen der Elementarzelle
des reziproken Gitters iiber (b; x by) - by = (27)?/Vz verkniipft ist.
Man sieht aus der Darstellung (3.19), dass die reziproken Gittervektoren selbst ein Gitter bilden
mit den Basisvektoren b, das reziproke Gitter.

3.c Streuung am Gitter

Siehe Hunklinger-Enss: 2.4 Streuung an Kristallen S. 43-46
Wir betrachten zunichst die Entwicklungskoeffizienten p,, in der Entwicklung

p(r) = pmel ST, (3.21)

wobei wir jetzt py, statt pg,, schreiben. Wir erhalten diese Koeffizienten durch Integration iiber die
Elementarzelle, in dem wir iiber das von den Basisvektoren a aufgespannte Parallelepiped integrieren,

1 G
m = — e = Tp(r). 3.22
o= [ et (322

Man fiihrt hier die Fourier-Entwicklung beziiglich der drei Richtungen der a durch analog zur eindi-
mensionalen Fourier-Entwicklung. Man beachte, dass

/ e_iGm.r — { VZ fir G=0 (3.23)
Vs 0 sonst.

(Man findet das leicht, indem manr = ", s;a(), 0 < s; < 1 parametrisiert.) Nachdem aber /¢ ®» =1,
muss die Integration nicht unbedingt iiber das Parallelepiped erfolgen. Vielmehr kénnen Volumen-
Bereiche auch um Gittervektoren verschoben berticksichtigt werden. Zum Beispiel kann man auch
iiber die Wigner-Seitz-Zelle integrieren, die im vorhergehenden Abschnitt eingefiihrt wurde.

Fiir mehrere Arten von Streuern erhélt man dann den differentiellen Streuquerschnitt

do
1 = AP =0’ %j |3 fipiml*6* (G~ K). (3.24)

Es entstehen also diskrete Streupeaks an den reziproken Gittervektoren, die iiber die Fourier-Trans-
formierten von p Auskunft geben. Insbesondere findet man die reziproken Gittervektoren, die die
Berechnung der a erlauben. Damit erhdlt man Aufschluss iiber die Gitterstruktur.
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4 Phononen in harmonischer Naherung

Siehe Hunklinger-Enss: 5.2 Bewegungsgleichung der Gitteratome S. 128-131
Siehe Hunklinger-Enss: 5.3 Gitterschwingungen S. 131-141

4.a Bewegungsgleichungen

In diesem Abschnitt betrachten wir die klassischen Bewegungsgleichungen fiir die Phononen. Wir tun
das, da sehr vieles davon fiir den quantenmechanischen Fall ibernommen werden kann. Das liegt daran,
dass die Bewegungsgleichungen fiir die klassischen Auslenkungen n und die quantenmechanischen
Operatoren der Auslenkungen die gleichen sind.

Die Ionen befinden sich an den Orten R, ; + n,,;. Dabel nummeriert n = (n1,n2,n3) die Einheits-
zellen und ¢ nummeriert das Ion innerhalb dieser Zelle, : = 1,...r. Die kinetische Energie lasst sich
dann

nio

schreiben. Dabei nummeriert o die kartesischen Komponenten. Die potentielle Energie schreiben wir
in harmonischer Ndherung

1 mi
V=3 Viid Mniatimis + O(1°)- (4.2)

Dabei sind die Matrix-Elemente V- die zweiten Ableitungen des Potentlals nach den Auslenkungen.
Die harmonische Naherung besteht darln dass wir die Terme der Ordnung 7 vernachlissigen. Daraus
ergeben sich die Bewegungsgleichungen

== Vi s (4.3)
mjf3

4.b Symmetrien

Wir betrachten nun die Symmetrien der V. Die Matrix V ist reell. Sie ist auch symmetrisch. Nur in
dieser symmetrischen Form ist die Bewegungsgleichung (4.3) richtig. Andernfalls miisste V,:'ZO{B durch
Lvmie 4 Vnia) ersetzt werden, was dann der Symmetrisierung entspricht,

Vil = Ve (4.4)
Bei Verschiebung des Festkorpers um einen konstanten Vektor 67, nmig — nmig + d1p dndert sich die
Kraft nicht,

V””B = 0. (4.5)

nio

Bei Rotation des Gitters um einen konstanten Winkel tritt keine riicktreibende Kraft auf. Die in-
finitesimale Rotation stellen wir durch die orthogonale Matrix 1 + §¢ dar. Aus der Orthogonalitét
folgt (1 + d¢)(1 + d¢*) = 1 in linearer Ordnung in d¢. Dabei zeigt der Index * das Transponierte an.
Es muss also

S¢p+ 64" =0 (4.6)

gelten. d¢ ist also eine antisymmetrische Matrix. Die drei unabhiingigen Komponenten d¢a, d¢23 und
d¢31 sind die drei infinitesimalen Drehwinkel um z-, 2- und y-Achse. Die durch die Rotation aus der
Ruhelage entstehende Auslenkung ist gegeben durch

R+ n= (1 + 6¢))R7 Nnia = Z 6¢aﬂRni6- (47)
B
Daraus folgt dann
Z VanLojz66¢B’Yij’Y =0, (48)
mjBy
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woraus dann fiir gegebenes [y
Z Void? Rinjy = Z Vaid R (4.9)

folgt. Unter Verwendung von (4.5) kénnen wir das auch

Vﬁiﬁ mjy = Rniy) ZVﬁi Rimjs — Ruis) (4.10)

schreiben. Schliellich gilt fiir ein periodisches Gitter noch
.y _—y .
VB =y hif — B (). (4.11)

nio n+l,ia

4.c Losung der Bewegungsgleichungen

Die allgemeine Losung (siehe Mechanik-Vorlesung) ist durch die Uberlagerung von zeitlich periodischen

partikuldren Losungen der Form
1

vV M;
gegeben. Die Amplitude der Auslenkungen sind die u/v/M. Der Faktor 1/v/M wurde eingefiihrt,

damit wir anschlieffend eine symmetrische Matrix zu diagonalisieren haben. Wir erhalten dann durch
Einsetzen und Ausfaktorisieren von e~ “? die Eigenwertgleichung

Mnia (t) = Uniae_iwt (412)

mj3
_ mjB miB _ Vi
Wnia = Y O ups, BN = % (4.13)

mj3
Da die Matrix ® symmetrisch ist, wissen wir, dass die 3rN Eigenwerte w? reell sind. Ist w? positiv, so
handelt es sich tatsichlich um Oszillatoren. Ist w? = 0, so ist e “? durch ¢ — to zu ersetzen; dies findet
man fiir die Translationen und (fiir kleine Winkel) fiir die Rotationen. Ist schlieflich w? < 0, dann ist
iw reell und man hat eine exponentiell anwachsende und eine exponentiell verschwindende Losung; der
Festkorper ist instabil. Die harmonische Niherung gilt nur fiir kleine Auslenkungen. Ist w? negativ,
dann wird der Festkorper in eine andere stabile Lage tibergehen oder er verliert seine Festigkeit.
Die Matrix ® hat die Grofle 3r N x 3rN. Thre Diagonalisierung wird aber fiir ein periodisches Gitter
sehr vereinfacht. Hier setzt man
Unia = cia(q)e‘qR" (4.14)

an. Die Amplitude der Auslenkung hingt also nur von dem Gitterplatz ¢ innerhalb einer Gitterzelle
ab und ist dann noch mit der Phase e!®®» multipliziert; es handelt sich um eine ebene Welle mit dem
Wellenvektor q. Man beachte, dass q nur bis auf reziproke Gittervektoren definiert ist.

Man findet mit diesem Ansatz die Eigenwertgleichungen

wicin(q Z /d(Rm —Rn @Zg (m —n)cjg(q) (4.15)
mjp

oder mit der dynamischen Matrix

D) = o e = S e (110
in der Form '
wicin(q) = Z DI (q)e;5(q). (4.17)
JB

Die Matrizen D haben die Groie 3r x 3r und fiihren auf 37 Phononenéste w = wy(q) mit Amplituden
cia = c2,(q). Die speziellen Losungen haben dann die Form

1
i

e} (q)el(aRn = (@), (4.18)
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Wir betrachten noch einige Symmetrien:
a) Es gilt _ _
wr(@) = wr(a+G), da Dl(q) = DJ(a+G) (4.19)

fiir alle reziproken Gittervektoren G.
b) Weiter gilt _ ‘

wr(—q) = wx(q) und ¢;(—q) = ¢} (q), da DI¥(—q) = DI%*(q) (4.20)
c¢) Weiter ist D hermitesch,

DI (q) =) @l (m)e B =3 " 0 (—m)e 1R = 3" @i (m)e” 'R = Dig*(q) = Di§(—q)

(4.21)

4.d Periodische Randbedingungen

Genau genommen ist diese Behandlung nur zuléssig fiir einen Koérper mit periodischen Randbedingun-
gen. Fir grofie Korper wird das Volumen-Verhalten (bulk) hierdurch korrekt beschrieben. Dagegen
sind Oberflichenwellen hier vernachléssigt. Bei periodischen Randbedingungen etwa von der Form

77(n1 ,na,ng)ia — 77(n1 +N1,n2+N2,nz+Nz)ia> (422)

besteht das Periodizitdtsvolumen Vp aus N = Ny N, N3 Elementar- oder Einheitszellen. Dementspre-
chend gibt es dann N verschiedene g-Werte. Sie miissen den Bedingungen

Niq-a') = 27y (4.23)
mit ganzen v; geniigen. Die Losung findet man am einfachsten, indem man q nach reziproken Gitter-

vektoren entwickelt '
q= Z ajb(J) (4.24)
J

Dann folgt mit (3.19)
N;q-a'¥ = 27N = 2705, o = Yi (4.25)
N;
Benachbarte g-Vektoren sind daher um die Vektoren b® /Ny, b(®)/N,, b(®) /N3 entfernt. Thre Dichte
um g-Raum betragt daher

N1 Ny N3 _NV, W (4.26)
(6™ x b)) BB ~ @rF  (2n)° ‘
weshalb man fiir makroskopische Systeme die Summe iiber q ersetzt durch das Integral
1 1
— . d3q... 4.27
7 L2 Gy JE (127)
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5 Kontinuumstheorie

Siehe Hunklinger-Enss: 5.1 Schallausbreitung S. 125-128

5.a Mikroskopische Kontinuumstheorie

Wir beschrinken uns auf ein Bravais-Gitter. Sonst ist noch die Verschiebung der Untergitter ge-
geneinander zu beriicksichtigen, was zu umfangreicheren Rechnungen fiihrt. Wir beginnen mit der
Bewegungsgleichung

Mijng = — ZVmBWmB (5.1)

Wir nehmen nun an, die Auslenkung 7 sei eine langsam verénderliche Funktion des Ortes und entwick-
eln 7,, in eine Taylor-Reihe um R,,.

877 9n
e = o () + 3 (i 5. 3 Z Bon = B)sgy gy o 0

Es folgt dann die Bewegungsgleichung

0 1 0?
Mijo = — vaﬁnﬁ - Z (B — Rn)’vvnrgﬁa—x D) Z (Bm = Rn)y (R — Bn)s VT:’;ZB Bxygﬁx,j -
m, m,3,y m,[3,7,6
(5.3)
Wir betrachten nun die verschiedenen Terme in der Entwicklung: Der erste Term verschwindet, da
>, Vi = 0 wegen der Translationsinvarianz (4.5).
Wir gehen davon aus, dass im Inneren die Summe

= V(R — Ruy) (5.4)

vom Gitterpunkt n unabhéngig ist, und dass die Beitrdge am Rand nur von der Gréflenordnung aV’
sind, so dass etwaige Abweichungen am Rand in der folgenden Mittelung vernachléssighar sind. Dann
konnen wir T' ersetzen durch

1 1
N 2 Vi (B = Re) = 5 3 R Vi - —ZRMZV’”B- (55)

Da die jeweils innere Summe verschwindet, verschwindet I' und damit der Entwicklungskoeffizient vor
der Ableitung %.
Ahnlich behandeln wir auch die Entwicklungskoeffizienten der zweiten Ableitungen. Wir definieren

2C0s.45 = (Rm — Rp)y (R — Ry)sV,mP (5.6)

v,

Auch hier gehen wir davon aus, dass die Gréssen innerhalb des Gitters unabhéngig von n sind. Dann
haben wir

A 1
2006775 = _V_P (Rm - Rn)v(Rm - Rn)aVﬁﬁ

1 m, 1 m,
= - zm: Ry Rons zn: VB 4+ Cos gy + Comy 5 — 7 zn: Ry Rys ; vme o (5.7)

mit

Cas,py = Z RvamiVnTZB- (5.8)
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Die Koeffizienten C heiflen Elastizitits-Moduln. Die in (5.7) angegebenen expliziten Summen ver-
schwinden, da die innere Summe wegen (4.5) verschwindet. Es bleibt also

2Cap,75 = Cas gy + Can 86 (5.9)
und die Bewegungsgleichung
) A ns
Plla = E CaB,fy(S - (5.10)
B0 61‘761‘5

Symmetrien: Vertauschen wir in der Definition von C' die Indices nad mit m/S3vy, so &ndert sich C'
nicht. C' ist daher invariant gegeniiber Vertauschung des vorderen mit dem hinteren Index-Paar,

Caé,ﬁ'y = CB%aJ- (511)

Aus der Rotationsinvarianz (4.9) folgt, dass man die vorderen beiden Indices @ und § miteinander
vertauschen kann, wie auch die hinteren beiden £ und -,

Cos,8y = Csa.8y = Csa,s- (5.12)
Aus diesen Gleichungen leitet man auch leicht her, dass die gleichen Symmetrien auch fiir die C gelten,
Cas,gy = Csa,8y = Csag = Caras- (5.13)

Wir bemerken, dass sich mit Hilfe der Symmetrie-Relationen die C durch die ¢ ausdriicken lassen
Caspy = éaﬂmi + éav,ﬂé - éaé,ﬁ'y- (5.14)

Da C invariant ist gegen Vertauschung der beiden hinteren Indices kénnen wir die Bewegungsgleichung
auch in der Form

. 0 1 /0ns On
= — C A 5.15
Plle Z Ox;s Z a0y <6$7 * Ozg (5.15)
4 By
schreiben. Man bezeichnet die Grosse
L (Ong  Ony
==+ 5.16
=3 <ax7 Ty (5.16)
als den Verzerrungstensor. Er ist offensichtlich symmetrisch
€3y = €43- (5.17)
Die Grofie
0as = ) Caspr€py (5.18)
By

bezeichnet man als Spannungstensor. Er ist ebenfalls symmetrisch auf Grund der Symmetrie von C,
(5.12)

Oas = Osa- (5.19)
Daher kann die Bewegungsgleichung auch
. 0045
Pila =Y To (5.20)
s

geschrieben werden. Auf Grund der Symmetrien ist es iiblich, die Indices der 6 unabhingigen Kompo-
nenten des Verzerrungstensors € und des Spannungstensors o in folgender Weise zusammen zu fassen:

11 22 33 23 13 12

1 2 3 4 5 6 (5.21)

Cij, %, j = 1..6 ist dann symmetrisch und hat im Allgemeinen 21 unabhéngige Komponenten. Durch
Kristallsymmetrie reduziert sich deren Anzahl aber hiufig.
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5.b Verzerrungs- und Spannungstensor
5.b.a  Verzerrungstensor

Wir haben oben den Verzerrun%s— und den Spannungstensor definiert. Der Verzerrungstensor ist
verkniipft mit den Ableitungen #. Im allgemeinen hat man neun derartige Komponenten. Man
ki

zerlegt sie {iblicherweise in den symmetrischen und den antisymmetrischen Anteil

s

Or. B twpy, €8y = €48, Wpy = —Wyp- (5.22)

Ty

Der symmetrische Anteil beschreibt (in linearer Ordnung) die Verzerrung. Hierzu bilden wir zunéchst
die Verédnderung des Orte des Gitters in Abhingigkeit von ihrer Ruhelage

UL (5.23)

d(R+ 1) =dzy + 91

Hieraus ergibt sich fiir das Quadrat eines infinitesimalen Abstands dl

(dl)? = d(R+n)-d(R+n) = (dxa)2+2%dxadx5+a—n-a—ndxadxg = (0aB + 2€48) dzodzs (5.24)
Oxg O0zo Ozp
e L (Ona Oz Om 0
_ 1 ONa s n _on
€0l =3 (8:65 * Oz, * 0xq 8w3> ' (5.25)

In linearer Ordnung stimmt € mit dem oben definierten {iberein. Man kann e diagonalisieren. Der
Korper ist in Richtung der Eigenvektoren um den Faktor 1+ €?) verlingert, wenn e?) die Eigenwerte
sind. (Dies gilt in linearer N&herung in %. Exakt gilt es, wenn man € durch

(d)? = ((1 + €))apdzadzs (5.26)

definiert. Das Volumen vergréert sich dann um den Faktor [, (1+ ¢)), was in linearer Niherung mit
1+, =1+ Spur (e) iibereinstimmt.
on

Der antisymmetrische Anteil von 51 beschreibt eine Drehung. Wir hatten ja schon infinitesimale

Rotationen eingefiihrt, die auf Auslenkungen

M

— 3, 2
92 3 (5.27)

Na = @agwg, d.h.
mit antisymmetrischem ® fiihrten.

5.b.f Spannungstensor

In Gleichung (5.20) haben wir die Kraftdichte als Divergenz des Spannungstensors o ausgedriickt

.. 0o,
Piia = ko =Y ax; (5.28)
§

Die Kraft, die auf ein Volumen V' wirkt, kann daher mittels des Gaussschen Satzes in ein Oberflichen-
integral umgewandelt werden
K, = / a#r 9700 _ / df50as. (5.29)
v Oxs ov
Das Drehmoment, das auf das Volumen wirkt, kann nun wahlweise durch die im Volumen wirkende
Kraftdichte oder die Oberflichenkraft ausgedriickt werden. Dabei schreiben wir das Drehmoment als
antisymmetrischen Tensor

My = /Vd37“(wakﬁ—wﬁka), (5.30)

M /8‘/ dfs(zaoss — ©304s). (5.31)
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Formen wir den zweiten Ausdruck in ein Volumen-Integral um, so erhalten wir

0
Mcljﬁ / df(;(l‘aag,j - l‘go‘a(;) = / d37‘a— (l‘aagg - 1‘5(7&5)
ov v Ty

Oz, Or
M(;YB +/V <6—l‘5066 - a—lan(s) = MXB + /V (U'Ba - O'aﬁ) . (5'32)

Da die Ausdriicke fiir das Volumen- und das Flachenintegral iibereinstimmen miissen, muss g — 0a3
verschwinden, das heifit ¢ muss ein symmetrischer Tensor sein. Die Oberflichenkraftdichte odf gibt
die Kraft an, die von auflen auf das Volumen wirkt. Umgekehrt iibt das Volumen auf seine Umgebung
die Kraftdichte —odf aus. Befindet sich der Koérper in einem isotropen Druck p, so ist o diagonal
a8 = —pdas und die Oberflichenkraft ergibt sich zu —pdf. Sie steht also senkrecht auf der Oberflache.
Im allgemeinen ist aber ¢ nicht proportional zur Einheits-Matrix. Dann treten auch Scherkrifte, das
heifit Kréfte parallel zur Oberfliche auf.

5.c Akustische Aste

Die Bewegungsgleichung ergibt sich aus (5.10) mit dem Ansatz einer ebenen Welle
n = uel(@r—wt), (5.33)

wobei u die Richtung der Auslenkung angibt. Damit erhélt man das Eigenwertproblem

pwiug = Z éag,wqu(suB (5.34)
Bvé
mit der Eigenwertgleichung
(i%t Zéaﬁﬁﬁqv% — pw?dap | = 0. (5.35)
~4

In diesen Gleichungen kann man auch C durch C ausdriicken und wegen der Symmetrie in v und ¢
letztendlich Cyp 5 durch Cus 5, ersetzen. Man erkennt aus (5.35), dass sich die Eigenfrequenzen in
der Form

wa(q) =qea @), G=a/q (5.36)

schreiben lassen. Die Frequenzen sind also proportional ¢, der Proportionalitdtsfaktor ¢ ist die Schall-
geschwindigkeit. Sie ist im Allgemeinen richtungsabhingig.

5.c.a Spezialfall: Kubischer Kristall

Fiir den kubischen Kristall setzen wir voraus, dass er durch orthogonale Transformationen, die die x-,
y-, und z-Achse ineinander iiberfiihren, in sich iibergeht. Dann ist

Ci1 =C% =Cs3, Cia =C13==Ca3, Cy4=Cs5 = Cgs. (5.37)

Hier waren die vier Indices «, 5,7, d von C jeweils paarweise gleich. Vorzeichenfaktoren bei den orthog-
onalen Transformationen traten daher jeweils paarweise auf. Sind von den vier Indices drei gleich und
der vierte verschieden, so fiihrt eine Drehung um eine dieser beiden Achsen um 180° diese Komponente
von C in ihr Negatives tiber (z.B. z,z,z,y — z,z,2,—y bei Drehung um x-Achse); daher ist diese
Komponente gleich 0. Sind von den vier Indices zwei gleich und die beiden anderen jeweils verschieden,
so fiihrt eine Drehung um 90° um die Achse, die zweifach vorkommt, C' in sein Negatives iiber (z.B.
T, T,Y,2 — T,%,z,—y); daher verschwindet diese Komponente auch.
Mit den Abkiirzungen

A=Cy1 —Cyy,B=C12+Cyy,E = pr — C’44q2 (538)
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und

2016,1'yq'yq6 = Cuqi +Cul(ss +a3) = A¢t + Cud?, (5.39)
v
Z Ci52v0v95 = (Ci2 +Cus)q1q2 = Bqige (5.40)
R7)

folgt dann die Eigenwertgleichung

A¢i —E  Bqg Baqig3
Bug A3 —E  Bgg | =0. (5.41)
Bqugs  Bggs A¢3—E

Diese Gleichung dritten Grades in E, das die Eigenfrequenz w enthélt, vereinfacht sich fiir die Symme-
trie-Richtungen

q=¢-(1,0,0) I pwi=Cng’ (5.42)
t pw§73 =COug® (5.43)
1 1
q= % . (1, 1, 0) l pw% = (5011 + 5012 + 044)q2 (544)
1 1
t pwy = (5011 - 5012)112 (5.45)
t pw§ = Cuq? (5.46)
q 9 1 2 4 9
q= % . (]., ]., ].) l pwi = (5011 + 5012 + 5044)q (547)
1 1 1
t ng,:a = (5011 - 5012 + 5044)q2 (5.48)

Man sieht hier explizit, dass die Schallgeschwindigkeiten richtungsabhéngig sind. Im Allgemeinen sind
alle drei Schallgeschwindigkeiten wie hier im Fall der (1,1,0)-Richtung voneinder verschieden. Man
vergleiche mit Abb. 5.13 auf Seite 149 im Skriptum Hunklinger/Enss.

Im isotropen Fall reduzieren sich die drei Elastizitits-Konstanten auf zwei. Der Tensor vierter Stufe
C muss dann gegentiber beliebigen Rotationen invariant sein. Er reduziert sich dann auf die Form

CaBys = 0a805C12 + (80085 + 0as03+)Cls, (5.49)
woraus
Cn = Cr12 +2Cu (5.50)
folgt. In diesem Fall erhélt man unabhingig von der Richtung die Frequenzen
I pwi=Cng? (5.51)
t pw%73 = Cuq”. (5.52)

5.d Erginzungen
5.d.a Lagrange-Formulierung

Im Rahmen einer phinomenologischen Kontinuumstheorie geht man davon aus, dass man kinetische
und potentielle Energie durch die Auslenkungen 7 als Funktion des Ortes und der Zeit ausdriicken
kann. Die kinetische Energie lisst sich dann schreiben als

T = g/d3r7'72(r,t). (5.53)

Die potentielle Energie driickt man durch den Verzerrungstensor aus

1
V= 5 /d37"0a37756a5675. (5.54)
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Die Bewegungsgleichungen erhilt man am einfachsten aus der Lagrange-Funktion
L=T-V, (5.55)

wobei sich die Lagrange-Funktion als Integral tiber die Lagrange-Dichte schreiben lasst.

L = /d%L(ﬁ,@) (5.56)
L =2 Z 2 - = Z Cobrs€asens- (5.57)
aﬂyd

Die Bewegungsgleichung erhilt man durch Variation der Wirkung

S= / dic (5.58)

beziiglich 7,

oL oL _0n
— 3 _ 3 T S [
5S = /dtd rzajaL - /dtd | i + Z o5 o (5.59)
0 OL 0 OL
— 3
= Randterme —/dtd r;&ya 3% o, Z e aana , (5.60)
woraus dann die generelle Form der Bewegungsgleichung
0 OL 0 OL
on. " Z By 50 = (5.61)

B:tg

folgt. Die Auswertung dieser Gleichung fiihrt wieder auf die Bewegungsgleichung (5.10).

5.d.f Kristall unter duflerer Spannung

Wir hatten friilher argumentiert, dass das Potential keine Beitrége linear in n hat, da sonst bereits
unausgelenkt Krifte auftreten wiirden. Steht allerdings ein Kristall unter einer dufleren Spannung,
dann gibt es lineare Beitrége des Potentials, die durch die dufleren Kréifte kompensiert werden

. 1
PKristall _ ZKnanna + 3 Zvﬂﬁnnanmﬁ' (562)

Hinzu kommen dann die dufleren Krifte, die durch das Potential

VA = =" Knafna (5.63)

beschrieben werden.
Steht der Kristall unter homogener Spannung, dann bilden wir das Integral iiber die auf den Kristall
wirkende Kraftdichte multipliziert mit den Ortskoordinaten

/d rk, alp = /d37" Baa(;c:: = /d awﬁaad /d3 —a’a(g /dSTUaB = —Vpoag- (5.64)

Hierbei haben wir verwendet, dass die Spannung im Kristall natiirlich nur im Kristallvolumen besteht.
Ersetzen wir das Integral iber die Kraftdichte durch die Summe iiber die Kréfte, so folgt

ZKnaRnB = _VPUQB- (565)
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Als néchstes betrachten wir die Rotationsinvarianz. Sie trifft auf das Kristallpotential, aber in der
Regel nicht auf das Potential der dufleren Kraft zu. Wir erhalten daher unter der Rotation (4.7)

SVl = N Ko ®as(Rng + 0ns) + Y Vi hna®py Riney + O(0°) (5.66)
Dieses dV muss identisch verschwinden. Daher folgt fiir den von n unabhingigen Beitrag
Z KnaRnB = Z KnBRna, (567)

also die Symmetrie des Spannungstensors. Der mit ®z-n,, multiplizierte Beitrag aus (5.66) muss mit
dem mit ®,37,, multiplizierten iibereinstimmen. Daraus folgt

SorKng + Y Vi Ry = 605Kny + > V" R, (5.68)

Multiplizieren wir mit R,s, summieren tiber n und setzen wir die Definitionen von C' und o ein, so
finden wir

—(56,7035 + Ca&ﬁ'y = —(56,3075 + Cms,,yg. (5.69)
Daraus folgt, dass die Grosse
SaJ,B'y = Caé,ﬂ’y + 6046(776 = Caé,‘yﬁ + 6070ﬂ5 (570)
die Symmetrien
Sas,8v = Sas s = Ssa,6y = Spy,a6 (5.71)

hat. Fiir die GréBen C folgt dann

N N

N 1
Caﬂv’ﬂj = Saﬁ,fyd - 60460’}’57 Saﬂ,’y& = 5(5045,[37 + Sa'y,ﬁd), (572)

wobei auch S wieder die Symmetrien

Saé,ﬂfy = ‘§Q5,76 = gJa,B'y = S’B'y,ad- (573)
folgen. Fiir einen isotropen Druck o,3 = —pdaps folgen die Symmetrien (5.13) auch fiir die
Casrys = Sops + POapbys. (5.74)

21



6 Quantisierung der Gitterschwingungen: Phononen

Siehe Hunklinger-Enss: 5.4 Experimentelle Bestimmung von Dispersionskurven S. 141-155

6.a Diagonalisierung und Normalkoordinaten

In diesem Abschnitt behandeln wir die Phononen quantenmechanisch unter Verwendung dessen, was
wir bereits bei der klassischen Behandlung in Abschnitt 4 hergeleitet haben. Wir schreiben dazu den
Hamilton-Operator in einer etwas kompakten Schreibweise mittels Matrizen

H= % <\/LM>T <\/LM> + % (\/Mn)T @ (VM) . (6.1)

Dabei sind p und n Spaltenvektoren, M ist diagonal. Die Diagonalisierung von ® geschieht mittels
einer unitdren Transformation
® =U'Q*U, U'U =1, (6.2)

wobei @? die Diagonalmatrix mit den Quadraten der Eigenfrequenzen ist. Wir kénnen dann

=1 (UL>1r <UL> + % (U\/Mn)fdﬂ (U\/Mn) (6.3)

2\ VM VM
mit

eri? = N UL (@wi (@US,(a) (6.4)

g

A

, 1 .

U/\* — unza(q) — —C?‘ ezq-Rn 6.5
nza( ) \/N \/N za(q) ( )

schreiben. Dabei werden die Indices A, q als vordere, mj/ als hintere Indices von U™ (q) angesehen.

mjs\d
Von hier aus konnen wir die Normalkoordinaten einfiihren

)
_ p _ 1 Z * —iq-R,, Pnia
PA(q) - <Um> (q) - \/N o conz (q)e R \/M (66)
@ = (UVaT) " (@) = = S el (e T A (6.7

Diese Transformation haben wir im Abschnitt 4 in zwei Schritten durchgefiihrt: Erst fiihrten wir eine
Fourier-Transformation durch; dies ist eine unitire Transformation, anschlielend diagonalisierten wir
die 3r x 3r-Matrizen ebenfalls durch eine unitire Transformation.

Da nach (4.21) D(—q) = D*(q), kann man ¢}, (—q) = ¢}*(q) wihlen. Dann erhilt man

Py(—q) = Pi(a), Qx(—a)=Q\(a). (6.8)
Die Kommutatoren erhilt man zu
[Q4(a),Qu(d)] =0, [P(q),P.(q)] =0. (6.9)
und
@} (a), = S U@ VAU, () — = nias Prs) (6.10)

nia,mjps % Mj
Der Kommutator auf der rechten Seite ergibt ihénméijéag. Damit reduziert sich der Kommutator auf

[ ] = Z Ur?z*a ma ) = ih(UUT)uq’,Aq = ih0x u0q,q'- (6.11)

nia

Der Hamilton-Operator selbst nimmt die Diagonalform

i= % > (Pl@)Pr(@) + <3 (@@ (@) Qx (@) (6.12)

Aq

in Form von entkoppelten Oszillatoren an. (Lediglich die Oszillatoren fiir q und —q sind noch miteinan-
der verknipft.
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6.b Erzeugungs- und Vernichtungs-Operatoren

Wir definieren die Phononen-Erzeugungs- und Vernichtungs-Operatoren durch

ax(@) == Jﬁwq)wm +iPy()), (6.13)
t 1

= ———(r(a)Q} (a) — iP{(a) (6.14)

ay(q) :== TNC]

Fir die Kommutatoren findet man

[ax(q),af,(d)] = NN (q,)(—iwx(q)[Qx(q),PJ(q’)]+iwu(q’)[PA(q),QL(q’)]

—_

—

= ; (hw)\(q)(‘)-)\u(sqqr + hwu(q')éwéqqr) = 6>\It6qq" (6.15)
20/ wx(@)wp(a’)

Ahnlich zeigt man auch

lax(@), a4 (@)] =0, [a}(a),af,(a)] =0. (6.16)
Fiir den Phonon-Teilchenzahl-Operator erhalten wir dann
(@@ = = (@l @@ + Pl P @) + 57 (QL@ (@ — Pla)er ).

(6.17)
Unter Verwendung von (6.8) und (6.11) kénnen wir den letzten Term umformen PI(q)Q)\(q) =
Ql(—q)P,\(—q) — ih. Beriicksichtigen wir noch, dass wy(—q) = wx(q), so kénnen wir den Hamilton-
Operator durch den Phonon-Teilchenzahl-Operator ausdriicken

H = (@l @) + o) (6.18)

Der Grundzustand des Hamilton-Operators ist gegeben durch ay(q)|0 >= 0. Der Zustand mit jeweils
n(q) Phononen in der (A, q)-Mode

{na(@)}) = 1;[ (ﬁ(@((ﬂ)"“‘”) 0) (6.19)
mit der Energie
B=Y hor(@m(@) + ) (6.20)
Aq

Fiir spatere Zwecke driicken wir die Auslenkungen 1 durch die Erzeugungs- und Vernichtungs-
Operatoren aus. Hierzu machen wir die orthogonale Transformation(6.7) riickgéngig,

VMy=UTQ, (6.21)
und setzen aus (6.13) und (6.14)

0@ = | g @@ +al ). (6.22)
s = —= 3" [ M (@R (a5 (a) + o} (—a) (6.23)
VN STV 2Mie(@) T ‘

ergibt. Ersetzen wir fiir den af-Term noch —q durch q, so kénnen wir

was explizit

- \/—IN > ( ﬁmcﬁ*(q)e*iqﬂmaﬁ(q) + h.c.) (6.24)
Aq ¢

schreiben.
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7 Phononenstatistik und spezifische Warme

Siehe Hunklinger-Enss: 5.5 Spezifische Warmekapazitit S. 155-167

7.a Bose-Statistik

Wie wir gesehen haben, konnen harmonische Phononen
na(q) =0,1,2,... (7.1)

fach angeregt sein; sie geniigen daher der Bose-Statistik. Die Wahrscheinlichkeit fiir eine n-fache
Besetzung betragt
ety _ hw
phn=———5=r"—r"", pr=e BT (7.2)

1
Zn/ —0 T'n’+ 2

Als mittlere Besetzung ergibt sich die Bose-Funktion

> e *sT 1
n (1=r)+1- 2. (2= b == = = :
n= z:: T) (r—r?) (r2=r3) r4+ro4r T 1—e_'£3_uT ek};la_uT—l
(7.3)
7.b Energie und spezifische Warme 1
Die mittlere Energie (Energie-Erwartungswert) ist dann
1 1
E=) hwu(q) | +5 |- (7.4)
PBT _ 2
Aq e B 1
Bei hohen Temperaturen kg7 > hwy(q) fiir alle Aste A und Wellenvektoren q folgt
1 1 1 1 1
ex_1+§—W+§—E+O(I‘). (7.5)

Damit folgt
E = Z ksT + O(

Aq

= 3rNkgT + O(—). (7.6)

ks T) kT

Der fiihrende Term ist das klassische Ergebnis (Dulong-Petit). Bei tiefen Temperaturen, das
heifit sobald kT > hwy(q) flir die optischen Phononen, sind deren Beitrdge (bis auf das hw/2)
vernachlissigbar.Fiir die akustischen Phononen kann man bei hinreichend tiefen Temperaturen

wi(@) = ex()q (7.7)

setzen. Dabei sind die ¢x(Q) die Schallgeschwindigkeiten der drei akustischen Aste in Richtung Q.
Dann folgt fiir die Energie

1 Vp
FE = E() + Z hCA(Q)(]ﬁ = 3 Z/dthC}\q Toxd . (78)
Aq e*BT — ] e*BT — 1

Substituieren wir nun im Integral

hea 5 5 ksT \°
= —= d°q = ¢°dqdQ) = dzdQ .
rd Ca=ada <hCA(Q)> z”dzd, (7.9)
dann folgt
Vp kBT Tmax 23 (g
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Dabei ergibt die A-Summe iiber die drei akustischen Aste und das Integral iiber den Raumwinkel Q
gerade 3 - 4wc—3. Das x-Integral ist bis ]ﬂ’Z—CTqmax zu erstrecken, was im Tieftemperatur-Bereich sehr
grof} wird, so dass wir bis x,x = 00 integrieren konnen. Dann erhilt man mit

® p3dr  wt
/0 o115 (7.11)
den Beitrag der Phononen zur Energie
w2 —
E—Fy= va(kBT)“c*ﬁ (7.12)

woraus dann auch das T3-Gesetz der spezifischen Wirme folgt. Speziell fiir einen isotropen Korper
hangt c nicht von der Richtung ab. Man erhalt dann

— 1 2
¢ 3is0 = 3@ + 33 (7.13)

7.c Zustandsdichte

Es sei z(w)dw die Anzahl von Phononenzustinden im Intervall w...w+dw. Dann kénnen wir die Energie
schreiben als

h
E—-Ey= dwz(w)hwiw. (7.14)
ersT — 1
Fiir die akustischen Phononen hat man im linearen Bereich w o ¢
wo
/ z(w)dw = Cw3, (7.15)
0

da die Ausdehnung des Bereichs der Phononen im ¢g-Raum in allen drei Richtungen proportional wy
ist. Durch Ableiten nach der oberen Grenze folgt

z(w) = 3CwW> (7.16)

Wir berechnen hieraus die Energie bei tiefen Temperaturen

1 T\' 3 T\" 7
E—Ey=3C [ dohw®———— =3Ch <k3—> /dm Y _—30n <k3—> T (7.17)
eFT — 1 h et —1 h 15

Durch Vergleich mit (7.12) finden wir

= —VP 0_3
2w2 "

_ 3Vp 273

z2(w) = 52 c3. (7.18)

7.d Debye-Frequenz und Phononen-Energie 11

Die Zustandsdichte (7.18) gilt nur fiir niedrige Frequenzen. Da keine beliebig hohen Frequenzen
auftreten, muss sie fiir hinreichend grofie Frequenzen verschwinden. Debye setzte daher niherungsweise

3Ve, 2.3
sSwic w<w
z(w) = { S oS wE (7.19)

an. Das heifit, er nahm an, dass das w?-Gesetz bis zu einer Grenzfrequenz wp gilt, es aber keine
Phononen mit héheren Frequenzen gibt. Man bezeichnet diese Abschneidefrequenz heute als Debye-
Frequenz. Die Debye-Frequenz selbst errechnet sich daraus, dass es insgesamt 3N akustische Phononen
gibt,

i dw=3N = WchTi*. (7.20)



Daraus erhélt man die Debye-Frequenz.
Wir konnen nun die Energie ausdriicken als

hep
_ 3Vp— _ 3Vp (kB )4—/m z3
E - —¢3 -3 . 21
RELL / dwhw =9m 13 c ; dz (7.21)

Mit der Debye-Temperatur kg®@p = hwp erhilt man aus (7.20)

— 612N Bo\?
Voc—3 = = 612N 7.22
ne w, " (kB9D> (7.22)
und damit
T4 @TD 1.3
E - Ey=9Nkg—= d 2
b= Wk [T (723

Ahnlich erhélt man durch Differenzieren von (7.21) nach der Temperatur die spezifische Wérme, die
von den Phononen herriihrt

©p
E T3 - 4
d / (Sﬂi (7.24)

eolt) = g7 =3Nmgr | o
eine Funktion, die bis auf den Faktor N nur vom Verhiltnis T//0@p abhingt. Allerdings wird die
Zustandsdichte von der Debye-Niherung im Allgemeinen abweichen, so dass diese Funtion nur eine
Naherung darstellt.

Zusétzlich hat man optische Phononen. Im einfachsten Fall nimmt man an, sie haben unabhéngig
von Wellenvektor und den 3(r-1) Asten die gleiche (Einstein-)Frequenz wg. Dann erhélt man den
Beitrag
(Or/T)*

cg(T) =3N(r — l)kBm

(7.25)
mit der Einstein-Temperatur O definiert durch kO = hwg.

Selbst wenn man die fiir harmonische Phononen korrekte Gleichung (7.14) verwendet, hat man fiir
hohere Temperaturen Abweichungen auf Grund der Anharmonizititen zu erwarten.
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8 Neutronen-Streuung und Debye-Waller-Faktor

Siehe Hunklinger-Enss: 5.4 Experimentelle Bestimmung von Dispersionskurven S. 141-155
Wir gehen aus von einem Anfangszustand eines einfallenden Neutrons mit Impuls Ak und einem
Festkorper, dessen Phononen n3(q)-fach angeregt sind,

Ty = coe " [{n} (a)}) (8.1)

Wir betrachten nun die Streuwelle bei Streuung an Atomen der Streuléinge f;. Man findet fiir die
Streuwelle

Uy ZFn no (K){na(a)}) (8.2)
mit ) )
K=k-k, k= k; 22 + E({ny\}) = f 2+ E({n}}) (8.3)
und

Fomo(K) = ({na(@)}|fie S Rmit )

mi

{nx(@)}). (8.4)

Der einfallende Neutronenstrom ist gegeben durch Jo = c¢§Avg, wobei A die Querschnittsfliiche des
Probekorpers und vy die Geschwindigkeit der Neutronen ist. Der gestreute Strom ergibt sich zu
dJi = 3y v Fp o (K)[*cgd€2. Daraus errechnet sich der Wirkungsquerschnitt (pro Elementarzelle)

dJi  Ndo do
@ = 2l = Vgt (8.5)

d
d—g——z Fr o (K)[2. (8.6)

Mitteln wir iiber die Besetzungen {n°} und ziehen wir die Abhéngigkeit von w heraus hw = E,, — E,0,
so folgt der doppelt differentielle Wirkungsquerschnitt

d.h. zu

d?o 1 k 9 1 0
o = {n%‘;} £ P (K) 20 = (B, = Eoo)p({n")
= = Z fzf] w =Y wi(@)dna(q) Y e K Rmi=Ras)
z]&n mn
x Y ({n® 4 on}lem ™M [{n}) ({n°} [ s [{n® + 6n})p({n°}), (8.7)
{n°}

wobei p({n°}) die Besetzungswahrscheinlichkeit im Festkorper angibt.
Wir entwickeln nun unter Verwendung von (6.24)

Knm=f2(—“*ﬁ Rae@+he) . Na = oK@ 69

Die Matrixelemente (n® + dn|...|n%) kénnen wir nun faktorisieren in ein Produkt von Matrixelemente
fiir jeweils einen Oszillator

({n°® + on}|e K Mm:

{n}) = T[] ("3 (@) + dna(a)|exp (—#(vﬁ(q)e"'q“m al(a) + h-C-)) n3(@))-
Aq

(8.9)
Da sich die Besetzungszahlen fiir die meisten Phononen-Moden nicht oder nur um eins veréndern,
geniigt es, die Matrix-Elemente zu betrachten, bei denen die Besetzungszahl ungedndert bleibt oder
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sich nur um +1 &ndern. Da bei fast allen die Anderung der Besetzungszahl 0 ist und N solche Matrix-
Elemente zu multiplizieren sind, miissen wir in der Entwicklung der Exponentialfunktion auch noch
die Terme der Ordnung 1/N mitnehmen. Falls alle on = 0 (elastische Streuung), dann folgt durch
Entwicklung der Exponentialfunktion

LR (@) exp(...)InS (@) [T @it = @) 21\, (alax +axa})[n} (@)
Aq Aq

- exp——Zm n(a) +3) = exp(- ). (8.10)

Einige Phononen konnen aber angeregt oder absorbiert werden. Fiir diese einzelnen ersetzt man den
entsprechenden Faktor im Produkt tiber alle A, q (der praktisch gleich 1 ist) durch

(8 (@) + texp() (@) = (nf ) + e ™) @)al el (a)

- %e-iq'ﬁmﬁ(q) n(a) +1, (8.11)
(3 (@) = texp) (@) = (n () == (@an alnd (a)

- ﬁeiq'ﬁmmq) (). (8.12)

Hierbei wurde ebenfalls die Exponentialfunktion entwickelt. Die 1 trigt nichts bei, der Beitrag linear
im Erzeuger bzw. Vernichter ist der Wesentliche, da die hoheren wegen der Faktoren 1/ VN fiir groBe
Systeme vernachléssigbar sind.

Mit jeder Phononenanregung (én = 1) ist ein Phasenfaktor e = verkniipft, mit jeder Phononen-
vernichtung ein Faktor e™'¥®= verkniipft. Bei der Mittelung iiber die verschiedenen Besetzungen n°
wird aus W;

—ig-R

1 _ 1
~ 2 i @P (@) + ). (8.13)
Aq
Unter Verwendung des Ausdrucks (8.8) fiir K - n,,,; folgt

BT (8.14)

Wi(K) = 5

Setzen wir die Ausdriicke in den differentiellen Wirkungsquerschnitt ein, so folgt

d%o

_ o~ 1K-(Roi—Ro;) _
d0de Z fifzem 0w wa Jona(q
0 f{on}ij
% Zeﬂ K+ na(2)@) (Rim —Ra)) o= Wi (K) = W; (K) Hsl\qw (6nx(q)) (8.15)
mn Aq
mit
S(0) = 1, (8.16)
1 . N
Sxaii(+l) = 7 (@7 (@@x(@) + 1), (8.17)
1 ., _
Sxaii(—1) = N%A (a)7; (@7 () (8.18)
Es bleibt die Summe iiber m und n auszuwerten. Im Gitter mit periodischen Randbedingungen ergibt
sie
—i(K+) ¢ (Rm—Rn) _
Ze (K+)_ ona(a)q)-( ) — N2 25K+Z s (@G (8.19)
mn G
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wobei G die reziproken Gittervektoren sind. Wir wollen nun das Kronecker-¢ in ein Dirac-d umwandeln.

Hierzu verwenden wir aus (4.27)
oo i/d%... (8.20)
7 By

S Gko=1= / 4 E5 (k) (8.21)
k

woraus dann mit

2 3
b0 — T 53(K) (8.22)
Vp
folgt. Damit haben wir
d%0eon k (27)3 3
0l = k_o Vv Z (50.)—20.),\ )dna(q)) 67 ( K+Z(5n,\ )a— Q)
G,{én} Aq
« Z fifjeﬂK' Roi*ROj)e* Wi (K)—W; (K) H Sxaiisj- (8.23)
ij Aq

Man bezeichnet diesen Wirkungsquerschnitt als kohdrenten Wirkungsquerschnitt. Es wurde angenom-
men, dass das Streuverhalten nur von den jeweiligen Platz in der Elementarzelle, das heifit von 4
abhingt. Wir finden dann zum einen den Debye-Waller-Faktor e=2W oder fiir verschiedene Atom-
sorten e~ Wi(®)=W;(K) Er hiingt nach (8.13) von K und von der Temperatur ab. Weiter beobachten
wir die Energie-Erhaltung, die im d(w — ...) steckt, das heifit es gilt

h E? + wa(q) dna(q) = Z—ko (8.24)

Weiter gibt es noch eine Quasi-Impuls-Erhaltung, die in der zweiten §-Funktion steckt,
k+ > ona(q)q=ko+G. (8.25)

Dies ist nicht die Impuls-Erhaltung. Abgesehen von den akustischen ”"Phononen” mit q = 0, die
gar keine Oszillatoren sind, tragen die Phononen keinen Impuls, da sie an den verschiedenen Orten
in unterschiedlicher Phase schwingen. Tatséchlich wird der Impuls vollstindig an diese akustischen
”Phononen” mit q = 0 tibertragen,das heift in die Translationsbewegung. Die Quasi-Impuls-Erhaltung
rithrt nicht von der Translationsinvarianz her (in dem Sinne, dass die Energie des Kérpers invariant
gegeniiber einer Verschiebung aller Atome um einen konstanten Vektor ist), sondern von der Gitterpe-
riodizitdt. Es handelt sich also um eine zusétzliche Symmetrie, die zu der zusétzlichen Erhaltung des
Quasi-Impulses bis auf reziproke Gittervektoren G fiihrt.

Falls alle on = 0 sind, haben wir die elastische Streuung mit der Energie-Erhaltung, é(w), die als
Bragg-Streuung auftritt, > 0°(K — G), und mit der Amplitude y", fie K Roig=Wi(K),

Falls ein dn = +1, dann erhilt man die Faktoren §(wFwx(q)) und 6*(K+q— G). Bis auf reziproke
Gittervektoren dndert sich der Impuls des Neutrons um den Quasi-Impuls des Phonons. Die Faktoren
na(q) + 1 fiir die Erzeugung eines Phonons und 7, (q) fiir die Vernichtung ergeben die Stokes- und
die Anti-Stokes-Linie. Diese Ein-Phonon-Prozesse erlauben die Messung der Phononendispersion. Das
Intensitétsverhiltnis von Stokes- zu Anti-Stokes-Linie ist durch (7 + 1)/7 = e/(*8T) gegeben.

Falls zwei dn = £1, hat man fiir festes K = k — ko = +q; £ q2 eine kontinuierliche Verteilung von
Fw(ar) + w(q).

Die Verteilung auf 0-, 1-, 2-Phononen-Prozesse héngt von der Temperatur ab. Der Debye-Waller-
Faktor bietet fiir die Verteilung eine Abschitzung. Berechnen wir fiir ein primitives Gitter das folgende
Integral iiber den Streuquerschnitt, wobei wir die Beitrige, bei denen insgesamt v Phononen erzeugt
und absorbiert werden, mit p” multiplizieren,

/d K 0 d%0con P lon — 27T f2 72WHZSA (Gn)pln!

k dQdw g o
_ @n? Pe-2Wek Dy @PE @D _ (2m)® [re—2WW. (8.26)
v Vz
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Durch Entwickeln nach p erhélt man die Beitrége fiir verschiedene Y [0n|. Gegeniiber dem elastischen
Streuqerschnitt ist der Beitrag fiir > |0n| = 1 um den Faktor 2W kleiner oder gréfier, der fiir ) [on| = 2
um den Faktor 2W?2. Summiert man alle Beitriige auf (p = 1), so hebt sich der Debye-Waller-Faktor
weg.

Inkohéirente Streuung

Bisher waren wir davon ausgegangen, dass das Gitter streng periodisch ist, das heif3t auch, dass an
allen Gitterorten, die sich um Gittervektoren R, unterscheiden, das gleiche Isotop eines Elements mit
der gleichen Streuldnge sitzt. Dies ist aber in der Regel nicht der Fall, was dazu fiihrt, dass auch die
Streuldngen unterschiedlich sind. Wir wollen nun annehmen, dass die Isotope zufillig und unkorreliert
verteilt sind. Dann hingt die Streuldnge nicht nur von i, sondern auch von der Gitterzelle m ab. Dann
hat man im Ausdruck fiir den Wirkungsquerschnitt (8.15) die Mittelung iiber

- 2

vorzunehmen. Der erste Term liefert den oben angegebenen Beitrag; man muss nur f; durch den
Mittelwert f; ersetzen. Der zweite Term liefert aber den inkohdrenten Beitrag

d2‘7inc k — =2 B '
0y~ 5 2 P =T =Y wa@dna(@)e O [ Srqui (8.28)
{(571}7, )\q )\q

Man hat nach wie vor die Energieerhaltung, aber die Delta-Funktion fir die Quasi-Impuls-Erhaltung
fehlt. Einen dhnlichen Beitrag erhélt man fiir Ionen mit Gesamtspin ungleich Null, da die Streulénge
vom Gesamtspin Ion plus Neutron abhéngt.
Abschiatzung des Debye-Waller-Faktors im kubisch primitiven Kristall:
Aus
na(q) + %

WK) = ke = (8.29)

folgt nach Mittelung |K - ¢\(q)|* = K2|cea(q)|?/3 =K?/3 und Verwendung der Debye-Néherung

K2 m4 L k2 /T \? 1 On/T oo 41
WK) = Z"ZQ _ 3h < ) / L (8.30)
N 0

2M \Op/) 2kgOp er — 1

Op>T [w~3% (GTD)? . W= %h;ﬁz kBgD (Nullpunktsschwingungen) (8.31)
Op T [ ~2%e W = 35;122 (ké‘%T)Q (Ausdehnungsquadrat oc T') ’

Mossbauer-Effekt

Beim Mdossbauer-Effekt geht ein angeregtes Atom unter Abgabe eines y-Quants in seinen Grundzu-
stand tiber. Dies ist ein Prozess, der an einem Atom stattfindet. Der Riickstoss, den dieses eine Atom
erleidet, wird nun auf eine unterschiedliche Anzahl von Phononen iibertragen. Dabei kommt auch der
Fall vor, dass kein Phonon angeregt wird. Die Verteilung ist ahnlich wie beim inkoharenten Wirkungs-

querschnitt. An die Stelle des Faktors f? — ﬁ2 tritt die Zerfalls-Wahrscheinlichkeit des angeregten
Zustands. Die Wahrscheinlichkeit, dass kein Phonon angeregt (oder absorbiert) wird ist durch den
Debye-Waller-Faktor e=2Wi gegeben. Es gibt umgekehrt auch den Fall, dass die Strahlung wieder
absorbiert wird (Resonanz-Absorption). Da die Linie sehr scharf ist, kénnen damit geringe Ener-
gieverschiebungen beobachtet werden, zum Beispiel der Energie-Verlust eines y-Quants, das sich im
Gravitationsfeld der Erde um etwa 10 m nach oben bewegt.
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9 Polaritonen

Siehe Hunklinger-Enss: 11.2 Elektrische Polarisation S. 370-378

9.a Lagrange-Funktion

In diesem Abschnitt wollen wir das Polariton-Problem, das heifit die Kopplung zwischen optischen
Phononen und elektrodynamischem Feld in eine quantenmechanische Form bringen. Wir tun das aus
zwel Griinden: Zum einen ist es eine gute Gelegenheit, das elektromagnetische Feld in quantisierter
Form einzufiihren, zum anderen kann man an dieser Stelle lernen, wie man mit bosonischen Erzeugern
und Vernichtern umgeht, wenn der Hamilton-Operator sich nicht als Teilchenzahl-Operator schreiben
lasst. Allerdings behandeln wir das Problem in etwas vereinfachter Form: Wir vernachlissigen den
elektronischen Anteil zur Dielektrizitétskonstante und berticksichtigen hier den Unterschied zwischen
lokalem und mittlerem elektrischen Feld nicht.
Wir gehen aus von der Lagrange-Dichte fiir das elektromagnetische Feld
L 1
Le=- F F’“'_—167r

= (09 AY = 0¥ APY (B, Ay — D, A,) = ———(rotA)® + i(%A+gradq>)2. (9.1)

8w 8w
Der rein mechanische Anteil der Lagrange-Funktion lisst sich
- 2 o C 2
Ly = p1ny + p2mrz — 5(771 —ny) (9.2)

schreiben. Wir zerlegen in den akustischen und optischen Anteil (der Einfachheit halber haben wir
hier nur den Beitrag zur potentiellen Energie mitgenommen, der von der Verschiebung der beiden
Untergitter gegeneinander herriihrt.)

ma m1

_ N LI S— 9.3
™ 77a+m1+m27707 Up) N, m1+m2770 ( )

Dann schreibt sich der mechanische Anteil der Lagrange-Funktion

prtp2.o p.o C o p1p2
L — - — = — 9.4
M 9 na+ 27]0 27707 o +,02, ( )

wobei wir p als reduzierte Massendichte bezeichnen kénnen. Im Folgenden lassen wir den akustischen

Freiheitsgrad n, weg und lassen bei dem optischen Freiheitsgrad den Index , weg.
An dieses wollen wir nun die optischen Phononen ankoppeln. Dieser Kopplungsterm hat die Form

1,,. 1, .
LK = _EAM']” = EA Jp — (I)pp (95)
Mit der Polarisations-Stromdichte jp = P und der Polarisations-Ladungsdichte pp = —divP folgt

Ly = %A P 4 &divP = % (A-P)+V(¢P) — (%A + grad®) - P. (9.6)

Da partielle Zeit- und Ortsableitungen nichts zu den Bewegungsgleichungen beitragen, konnen wir sie
vernachldssigen. Beriicksichtigen wir jetzt, dass P = ng(n, — n,) = ngn, dann folgt

1.
Lx = —nq(EA + grad®) - n. (9.7)

Zur weiteren Behandlung zerlegen wir die Vektorfelder in ihre longitudinalen und transveralen Anteile.
Entwickeln wir 17 nach seinen Fourier-Komponenten,

1 ik
= —— Y melr, 9.8
n \/V_P - M ( )
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so bezeichnen wir die Anteile von 7, die parallel zu k sind, als longitudinal, die senkrecht dazu
stehenden als transversal. Weiter wollen wir die Coulomb-Eichung divA = 0 verwenden, dann ist das
Vektorpotential rein transversal, und die Lagrange-Funktion kann in einen Anteil, der nur longitudinale
Komponenten enthilt, und einen, der nur transversale Komponenten enthélt, zerlegt werden,

L=Lp+Lx+Ly=L+Ly (99)
mit
1 p. c
L = g(gradq))2 — nggrad® - n; + 57712 - 57712 (9.10)
1 . ng : . p. C
Li = ——(rotA)? 4+ —A%2-—2A Eqp? — =2 A1
‘ 8w (rotA)” + 8mc2 ¢ M + g~ (9.11)

Wir untersuchen zunéchst den longitudinalen Anteil. Die Variation nach dem Coulomb-Potential ergibt

oL oL

.1 _
53 V(W—t}) = —d1V(Egrad<I> +ngmn) = 0. (9.12)

Dies ist die Gleichung fiir das Coulomb-Potential. Hierdurch wird grad® — 4mngn, = 0 und man kann

P CH+ 4mniq® ,

L L (913)

1
Ly = —(grad® — 47ngm,)* +
8T
schreiben, wobei das erste Quadrat identisch verschwindet und auch unter Variation verschwindet, so
dass man es weglassen kann. Dann bleibt noch die Lagrangefunktion fiir den harmonischen Oszillator
mit dem Freiheitsgrad g, iibrig. Man erhélt das Quadrat der longitudinalen Eigenfrequenz

C 4’
AL (9.14)

p p

Falls bei der Bewegung der beiden Untergitter gegeneinander kein Dipolmoment entsteht (¢ = 0,
Beispiel Diamant), dann ist w; durch den mechanischen Anteil wy = /C'/p gegeben. Falls der mechanis-

che Anteil nicht vorhanden wire, dann bliebe die Schwingung mit der Plasmafrequenz wp = ng\/4w/p.

Insgesamt hat man also

wi = wd +wh. (9.15)

Wir betrachten nun den transversalen Anteil. Wir entwickeln das Vektorpotential
1 A ik-r
A= V_p ; ekA,\’ke y (916)

wobei A\ zwei transversale Polarisationen beschreibt. Wir verlangen
en k=0, ep=¢ey, ep-eM =0 (9.17)

Damit die Felder reell sind, verlangt man z.B. . = n_,. Wir finden dann den transversalen Anteil
der Lagrange-Funktion

— Ay + Bn)\knz\fk — —MKkA—k — ?qA/\kn/\k> . (9.18)

1 2
Li=) <—§k Ay ke + g 5 5

Ak
Hieraus erhilt man die zu A und n kanonisch konjugierten Impulse

diy 1 . ng

My = — = Ay — — 9.19

= T T I T (9.19)
diy

My = ——— = pn 9.20

M= g T P (9.20)
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Mittels der Lagrange-Gleichungen
dM 0Ly dITyx 0L

= = 21
dt OAN_x’ dt ONx—x (9-21)
folgt
1 ng . 1,

— A — — =——Fk"A .22
T2 e = ik 47Tk K> (9-22)

Py nq
Pk = —C”I}k — ?qA)\k. (923)

Setzt man wieder das Zeitverhalten proportional zu e ~¢*

w2 ngiw
2
( 4zcnqiw 4 _w2pg n C ) (924)

c

an, so muss die charakteristische Matrix

verschwinden, woraus sich die Eigenwertgleichung
wt — wPw? — WAk + PEPWwE =0 (9.25)

fiir die Frequenzen w der transversalen Polaritonen ergeben.

9.b Hamilton-Operator und Quantisierung

Wir kénnen nun den Hamilton-Operator fiir den transversalen Anteil bestimmen,

Hy = > (MxacAne + i) — Lo (9.26)
Ak
k2
= Z <27TC2M,\1(M,\1( + gA,\kA)\fk + drengna My —x
Ak
1 1 9 9
+2—pAH,\kH,\7k + 5(0 +4mq'n )77/\1(77)\1() : (9.27)

Als kanonisch konjugierten Variablen bestehen zwischen M und A die Kommutator-Relationen
h
(M, Ax—w] = T(S/\,)\’ Ok k- (9.28)

Damit kénnen wir analog zum harmonischen Oszillator Erzeugungs- und Vernichtungs-Operatoren fiir
Photonen einfiihren. Ohne Kopplung zur Materie haben wir fiir das elektromagnetischem Feld

k2 1
Hpy = Z (27TCQM)\kM)\_k + 8_7TA>\kA>\_k> = Z th(bI\kbAk + 5) (929)
Ak Ak
mit
2mhe . [ hk
Ak = A (bl +br—k), My = i/ %(bik — ba—x) (9.30)
und
s bl 1] = Orndicar,  [base barae] =0, [b] 1, b 101 = 0. (9.31)

Wir haben jetzt tatsdchlich diskrete Anzahlen von Photonen, die mit den Photonenzahl-Operatoren
btb gemessen werden und damit das elektromagnetische feld quantisiert. Die zugehdrige Energie eines
Photons ist fick = fiw. Wir haben bei dieser Rechnung die Polarisation durch die Elektronen(bénder)
nicht mit beriicksichtigt.

Fiir die Gitterschwingungen konnen wir nun wieder dhnlich wie friither, aber bereits unter Ein-
beziehung des Polarisations-Termes proportional zu 4wg?n® mit C' + 4r¢*n® = pwi die Erzeuger und
Vernichter fiir die Phononen einfiihren

[ h . Y
Mk = Q—MP(aik + ax—k), My =i 21/) (GJ,r\k - a')\—k)a (9-32)
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so dass der Phononen-Beitrag zum Hamilton-Operator
1
Hpy = /\Ek hwy(al L axk + 5) (9.33)

lautet.
Zwischen beiden Beitragen gibt es die Kopplung

Hyy = Z 47rcnqn>\kM>\_k = Zihﬁﬁ(a;k + a)\_k)(b:r\ik — b)\k) (9.34)
Ak Ak
mit
8 =ng,|—. (9.35)
w1p

Die Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren fiir die Polaritonen sind nun Linearkombinationen
der bisherigen Erzeugungs- und Vernichtungs-Operatoren

a;r( = waL + a:b;'( +ya_y + zb_y. (9.36)

Sie miissen
[H, o] = haon (9.37)

erfiillen, wobei wy die Anregungsfrequenzen sind. Fiir positive wy hat man tatsichlich Erzeugungs-
Operatoren, fiir negative Vernichter. Dass dies Erzeugungs-(und Vernichtungs-)Operatoren sind, sieht
man folgendermaflen: Es sei |¢) ein Eigenzustand, H|¢) = E|¢). Dann gilt

H(ol|¥)) = [H,af][v) + af Hp) = (hwy + E) (o [¥)). (9.38)

Daher ist der Zustand a;r(|1/)> Eigenzustand von H mit der Energie fiwy + E, also mit einer um fiwy
erhohten Energie.
Man berechnet daher die Kommutatoren

[H,al] = hwal +inBVE®DL — b y), (9.39)
[Hoa_x] = —hwa_x —ihVED]L —b_y), (9.40)
[H,bl] = hekbl —inBvVE(al +a_), (9.41)
[H,b_y] = —hckb_y —ihfVE(al + a_y). (9.42)

Die Eigenfrequenzen ergeben sich als Eigenwerte der Determinante

wi 0 iBvVEk —ipVk
0 —w  —igvEk  iBVE

4
—ipvk —iBVE  ck 0 (943)
-igvEk —ipvVE 0 —ck
Die Eigenwertgleichung lautet dann
wi — we(Pk? 4+ W) +wiclk? =0, (9.44)

wobei w?c® —4cw 32 = wic? verwendet wurde. Damit ergeben sich wieder die gleichen Eigenfrequenzen.

Grundzustand

Wie kann man den Grundzustand fiir das System beschrieben durch den Hamilton-Operator

1 1 .

Hy = Hypy+Hp+Hgo = Y hek(b) ba+ 5)+Z hun(al  axe+ 5) +3 ik (ak +aa—i) (b _y —bak)
Ak Ak Ak

(9.45)
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angeben? Er hat die Form

) = e”|0), (9.46)
wobei B bilinear in den Erzeugungs-Operatoren a' und bt ist
1
B = 3 Z (U’Aka’;kaf\fk + wkkb;kb:r\fk + UAk(a:r\kbLk + b;ka:r\—k)) (9.47)
Ak

Hierzu verwendet man

1
HeP =eP )" —Hn, Ho=H, Hy,= [H,_1,B]. (9.48)

n
Wir wollen zunachst diese Beziehung zeigen. Dazu setzen wir die Entwicklung nach A an

_ A"
e M HA =% —H. (9.49)
n

Wir differenzieren die linke Seite nach A und erhalten [e=*? He*B | B]. Setzen wir nun die Entwicklung
ein und differenzieren die rechte Seite von (9.49), so folgt

> %[Hn, A=> (:%Hn (9.50)

Setzt man nun links und rechts die Koeffizienten von A»~! gleich und beriicksichtigt, dass fiir A = 0
in (9.48) H = Hy librig bleibt, so ist (9.48) gezeigt.

Wenn nun B bilinear in den Erzeugungs-Operatoren ist, dann ergibt der Kommutator H; = [H, B
wieder einen bilinearen Ausdruck von Erzeugungs-Operatoren, auch einen, in dem ein Faktor Erzeuger
und einer Vernichter ist und eine Konstante. Bilden wir nun Hy = [Hy, B], so ist dieser Ausdruck
bilinear in den Erzeugungs-Operatoren und H3 und héhere verschwinden, da Hs und B kommutiert,
da alle Erzeugungs-Operatoren miteinander kommutieren. Damit lautet die Gleichung

HeP|0) = o (H + [H, B] + ¢ [[H, B], B)|0) (9.51)

Damit wir einen Eigenzustand erhalten, muss der Anteil von H + [H, B] + 1[[H, B], B], der bilinear
in den Erzeugungs-Operatoren ist, verschwinden. Das ergibt die Bestimmungsgleichungen fiir die
Koeffizienten in B, die Konstante ergibt die Energie und die Terme von H + [H, B] + 1[[H, B], B],
die einen Vernichter enthalten, ergeben angewandt auf |0) ohnehin Null. Man kann stattdessen auch
fordern, dass die Vernichter a angewandt auf den Grundzustand null ergeben, das heifit dann, dass
sich die Erzeugungs-Operatoren a und b' in a + [«, B] wegheben miissen.
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10 Unabhangige Elektronen

Siehe Hunklinger-Enss: 7.1 Freies Elektronengas S. 201-207
Siehe Hunklinger-Enss: 7.2 Metalleigenschaften im Modell des freien Fermi-Gases: Spez. Wérme S.
207-210

10.a Freies Elektronen-Gas

Als einfachste Beschreibung von Elektronen im Festkdrper nimmt man an, dass die Elektronen frei
sind, das heif3t die Wechselwirkung mit den Ionen und anderen Elektronen nur einen konstanten ort-
sunabhingigen Beitrag liefern.
Dann gilt fiir die Wellenfunktionen der Einteilchenzusténde
h2

HY(x) = — 5 Ab(r) = (). (10.1)
Nehmen wir an, das System befinde sich in einem Quader mit den Seitenlingen Ly, L, und L3 und
periodischen Randbedingungen ¢ (r + e;L;) = 9(r), so kann man die Einteilchenzustinde als ebene
Wellen

1 .
i(r) = ——=elkT 10.2
(r) NS (10.2)
mit dem Peridizitdts-Volumen Vp = LiLsL3 schreiben. Dabei ist k; = 272:’” mit ganzen m;. Die
Einteilchen-Energie betragt
h2
k) = —k&°. 10.3
) = o (10.3)
Die Dichte der k-Vektoren ist wie in (4.26) gegeben durch
1 L,L,L Vi
_ Lalaly  Vp (10.4)

AklAkgAk:; - (27T)3 - (277')3‘

Im Grundzustand sind alle Zusténde bis zur Energie er, der Fermi-Energie besetzt. Diese Zustdnde

erfiillen
2 2

=
. 10.
mk < €p mkF (10.5)

Sie liegen im k-Raum in einer Kugel vom Radius kp, der Fermikugel. Man bezeichnet hkr als den
Fermi-Impuls und die Geschwindigkeit der Elektronen auf der Fermi-Kugel als die Fermi-Geschwindig-
keit. Man findet den Zusammenhang zwischen Elektronendichte und Fermi-Energie

N 1 1 / 1 4w k3
n=-—=— 2= Prk-2=-———kd-2=-"5, (10.6)
Voo VP o 873 Sk 8r3 3 " 32
Der Faktor 2 wurde wegen der beiden Spin-Einstellungen eingefiihrt. Die Fermi-Energie 14sst sich
damit )
h
€p = %(3#71)2/3 (10.7)

schreiben.

10.b Fermi-Statistik

Im Rahmen eines kanonischen Ensembles der Temperatur 7' ist die Wahrscheinlichkeit, einen N-
Teilchenzustand j der Energie E; anzutreffen,

pj = o Fi/ksT) )7 (10.8)

wobei
Z = Ze’Ei/(kBT) = o F/(ksT) (10.9)
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die Zustandssumme, F' die freie Energie und kg die Boltzmann-Konstante ist.

Die Bedingung einer festen Teilchenzahl N ist fiir praktische Rechnungen hiufig unzweckmafBig.
Stattdessen betrachtet man ein grofikanonisches Ensemble mit variabler Teilchenzahl, wobei man ein
chemisches Potential u einfiihren muss, das die mittlere Anzahl der Teilchen festlegt. Dann ist die
Wahrscheinlichkeit den Zustand j mit N; Teilchen und Energie F; anzutreffen,

pj = e~ (Bi—uNi)/(ksT) 1y (10.10)
mit der groflkanonischen Zustandssumme

Y = Ze—(Ei—uNj)/(kBT) — o~/ (kaT) (10.11)

K3

mit dem groflkanonischen Potential 2. Nun kénnen alle Einteilchen-Zustinde unabhéngig voneinander
besetzt werden. Die Wahrscheinlichkeit f;, dass der Einteilchenzustand i besetzt ist im Verhiltnis
dazu, dass er nicht besetzt ist, ist durch den Boltzmann-Faktor gegeben,

fi ~(ci—u)/(kT)
——— =e \“ 10.12
1—f; ¢ ’ ( )
woraus die Fermi-Funktion )
fi= fT(ei - ,u) = olei—m)/(ksT) 1 1
folgt. Damit ldsst sich die mittlere Teilchenzahl N, die mittlere Energie £ und die Entropie S
ausdriicken

(10.13)

N = > fi (10.14)

(3

S = —kp Y (filnfi+ (1= fi)ln(l— f;)). (10.16)

K3

10.c Zustandsdichte, spez. Warme und chemisches Potential

Im Rahmen des Einteilchen-Bildes fiihrt man die Zustandsdichte D(e) fiir die Elektronen ein. Sie gibt
die Anzahl von Ein-Elektron-Zustinden pro Volumen und Energie-Interval an. Mit dieser Zustands-
dichte erhédlt man fiir den Grundzustand

n = /EF D(e)de. (10.17)

Fiir freie Elektronen hatten wir 2/
kl?; 1 2mer
- 2 — . 10.18
"T 3T 3 ( K2 ( )
Daraus folgt dann
_dn (2m)3/2el/26
de  272p’
wobei wir die Stufenfunktion 6 hinzugefiigt haben, da es nur fiir positive € Zustinde gibt.
Wir wollen nun unter der Annahme, dass das Einteilchenbild eine gute Naherung darstellt, die Zus-
tandsdichte aber eine allgemeine Form haben kann, das chemische Potential und die spezifische Wéarme
des Systems betrachten. Dabei sind Summen tiber Funktionen, die von € abhingen, auszuwerten,

D(e) €), (10.19)

Vip S o) = / D(e)g(e)de (10.20)
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und zwar

N

n= o= /D(e)f(e — p)de, (10.21)
E
o = /D(e)ef(e—u)de (10.22)

Die Auswertung dieser Integrale erfolgt nach dem Verfahren von Sommerfeld, wobei angenommen wird,
dass sich die Zustandsdichte in der Umgebung der Fermikante in einem Bereich der Grofle kg1 nur
langsam verdndert. Es sei

G0 = [ g@fte—nae= [ genie+ [ge)frie—p — fle—pe.  (1023)

Das zweite Integral gibt nur fiir ¢ &~ p einen wesentlichen Beitrag, da fr(e — u) — fo(e — p) fiir
|e — p| > kT sehr klein wird. Man entwickelt daher

gle) = g(u) + (e —p)g' (n) + ... (10.24)

Berticksichtigt man noch, dass

1 1
1

fr@ +fr(=2) = mm g ¥ e g = b (10.25)

woraus folgt, dass fr(z) — fo(z) eine ungerade Funktion von x ist, dann reduziert sich G(u) auf

o 0o
G(w) :/ g(e)de+2g'(u)/ xfr(z)dz. (10.26)
0
Substituiert man unter dem Integral x = kgT'y, so folgt
00 0o zdz o] ydy 277'2
= — Ty T = T)"— 10.2
/0 zfr(@)dz /0 er/(ksT) 4 1 = (ke T)" /0 ev+1 (kaT) 12 (10-27)
und damit
g m 2 1 7 4 1
Gu)= [ gle)de+ = (ksT)"g' (1 )+%(k sT) " (1) + ..., (10.28)

wobei wir den néchsten nicht verschwindenden Term noch mitgenommen haben. Dies ist die Sommer-
feld-Entwicklung.
Wir werten damit nun die Teilchendichte aus

n—/ D(e de+—(l~cT / D(e)de + (u — ep)D ()+—(kBT) "(er).  (10.29)

Dabei wurde mehrfach p durch ep ersetzt, wo der Fehler in hoherer Ordnung als (kgT')? ist. Da die
Dichte der Elektronen erhalten bleibt (jedenfalls fiir konstantes Volumen) und der erste Term nach
dem letzten Gleichheitszeichen bereits die Teilchendichte ist, gilt

2

(1 — er)D(er) + %(kBT)2D’(eF) — 0. (10.30)
Dies fiihrt auf eine Verschiebung des chemischen Potentials
w2 D'(er)
=ep — —(kgT)? o(T*). 10.31
M = €F 6(B)D(€F)+( ) ( )
Fiir die Energie erhalten wir schliefllich
E " 2
= = [ eD@de+ T (D (wy
Vp 6
2 2

= /F eD(e)de + (u — ep)er D (er) + %(kBT)QeFD'(eF) +%(kBT)2D(eF) (10.32)

v

'
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Wegen (10.30) hebt sich der unterklammerte Beitrag weg. Daraus folgt dann

E(T) _ E(O) = >
T s + 5 (kT)*D(er). (10.33)

In die Anderung der Energie geht also die Zustandsdichte der Elektronen an der Fermikante ein.
Nur die Elektronen mit Energien von etwa € — ep = O(kgT') kénnen thermisch angeregt werden und
gewinnen jeweils etwa die Energie kgT. Aus diesem Ergebnis erhalten wir die spezifische Warme der
Elektronen pro Volumen
1 dE
== (55
Vp  dT

die linear mit der Temperatur anwéchst.

2
v - %k%TD(eF), (10.34)
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11 Elektronen im periodischen Potential

Siehe Hunklinger-Enss: 7.3 Elektronen im periodischen Potential S. 219-236
Siehe Hunklinger-Enss: 7.4 Einfluss der Brillouinzone S. 237-242

11.a Bloch-Theorem, Bander

Um die Elektronen im Festkorper zu beschreiben, geht man aus von einem effektiven Potential, das
die Ionen und die anderen Elektronen auf ein Elektron ausiiben. In einem periodischen Gitter wird
dies ein periodisches Potential sein,

V(ir+R)=V(r), (11.1)

wobei R ein beliebiger Gittervektor unseres Kristalls ist. Wir fiilhren nun einen Translations-Operator
Tr ein,
Try(r) =Y (r+ R). (11.2)

Es gilt dann
TrV(c)Y(r) =V(r+R)Y(r+R) = V(r+ R)Tr¢(r). (11.3)

Da dies fiir eine beliebige Wellenfunktion ¢ gilt, folgt als Wirkung des Translations-Operators
TrV(r) =V(r+ R)Tr. (11.4)

Die explizite Darstellung fiir den Translations-Operator lautet

TR = eR'V:1+R-V+%(R-V)2+... (11.5)
oRV  _ (Rud:oRy0y oR:0: (11.6)
1
eVip(r) = p(r) + Raath(r) + 3 BaB50a059(r) + ..., (11.7)

wobei dieser Ausdruck gerade die Taylor-Entwicklung darstellt. Wir beobachten aus dieser Darstellung

weiterhin, dass
TrYV = VT, also [Tgr,p] = 0. (11.8)

Fiir einen gitterperiodischen Hamilton-Operator
H = om +V(r), V()=V(E+R,) (11.9)

gilt also
[Tw,,H] =0. (11.10)

Nun ist Tr,Tr,, = TR, +R,, = IR,, TR, , das heifit T, = (Tal)nl (TaQ)n2 (Ta3)n3 und Tl;rt = eR~VT =
e BV =T p. also TngR = To = 1. Der Translationsoperator ist also ein unitdrer Operator. Zu
unitidren Operatoren gibt es genauso wie zu hermiteschen Operatoren einen Satz orthogonaler Eigen-
funktionen. (Man sieht das folgendermafien: Da T'T = TT' = 1, kommutiert T mit 7 und damit
auch T+ Tt mit i(T —T"). Da letztere hermitesch sind, haben sie gemeinsame orthogonale Eigenfunk-
tionen. Allerdings sind die Eigenwerte von T in der Regel nicht reell. Sie sind aber betragsméfig gleich
1. Ist nimlich der Eigenwert zu T + T gleich 2a und zu i(T — T1) gleich 2b, wobei a und b reell sind,
so ist der zu T (a — ib) und der zu Tt (a +ib). Da aber TT' = 1, folgt (a — ib)(a + ib) = a® + b = 1).
Daher haben H, Ty, T,, und T,, gemeinsame orthogonale Eigenfunktionen mit Eigenwerten ),

Hy =ep, Tap=cih, Tr,b=ci"cy’cy®y (11.11)
Wir wollen nun die Eigenwerte ¢; in der Form ¢; = e'®® ausdriicken, dann gilt nimlich

Tr,$(r) = ¢(r + R,) = Ty (r), (11.12)
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das heif}t die Eigenfunktionen von H lassen sich in der Form

(r) = e Tu(r) (11.13)

schreiben, wobei uk (r + R) = ux(r) gitterperiodisch ist (Blochsches Theorem).
Wir betrachten noch die Bestimmung des Wellenvektors k aus ¢; = e*ai, Es folgt

In cZ

+2mm; =k - a;. (11.14)

Dieses Gleichungssystem haben wir schon in 3.18 kennengelernt. Die Lésung ist

lnc]
k = ij 51 )b (11.15)

Der Wellenvektor ist also bis auf reziproke Gittervektoren festgelegt. Man kann ihn daher immer
innerhalb der (ersten) Brillouinzone wihlen. Man charakerisiert daher die Wellenfunktionen mit dem
Wellenvektor k und einem zusétzlichen Index n, dem Band-Index, ¢(r) = ¢,k (r). Der Eigenwert €, (k)
wird als die Band-Energie des Elektrons bezeichnet.

11.b Fast freie Elektronen

Wir gehen aus von einem gitterperiodischen Potential

= V(Gp)el G, (11.16)

das wir nach seinen Fourier-Komponenten entwickelt haben (vgl. die Entwicklung der gitterperiodis-
chen Dichte in (3.15), wobei die Gy, die reziproken Gittervektoren sind,

1 .
V(Gp) = —/ B3rV (r)e” Gmr, (11.17)
Gitterzelle
Mit, 1
_ ik-r iG,,r
Y(r) = NS ;U(Gm)e (11.18)
folgt durch Einsetzen in die Schrodinger-Gleichung
R ) ;
o 1(k+G 1(k+Gm+G )r _ i(k+Gp)r
; o (& + Kin)*u(Gon) T4 ZV G))u DT = ;e(k)u(Gm)e :
(11.19)
Fiir den Koeffizienten der Fourier-Komponente e*+Gm folgt dann
h2
<2 (k+K)?* —e(k )) w(Gm) + Y V(G)u(Gpy) = 0. (11.20)
1
Fiir ein schwaches Potential ergibt die Storungstheorie (|u(0)| > |u(Gmz0)|)
h? (-Gy)
e(k _—k2+V ) + 11.21
(k) an kG,)) (11.21)

l#0 2m

Diese Entwicklung bricht zusammen, wenn fiir einen reziproken Gittervektor k2 = (k — G;)? gilt, das
heiflt fir 2k - G; = G2 Mit k = Gy / 2 + ¢k fiihren wir dann entartete Stérungstheorie fiir die beiden
(fast) entarteten Komponenten durch

(jjz((z; +0k) e+ V(0)> u(0) + V(G)u(-G) = 0, (11.22)
V(=G)u(0) + <2hm (0k — %) +V(0) - e) uw(-G) = 0, (11.23)
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woraus sich die Energien

n’ [ G? ) h?
=— (= + - .
o < 1 + ¢k > +V(0) V(G)V(-G) + (2m) (G - 0k)2. (11.24)
ergeben. Entwickeln wir die Wurzel nach (G - dk), so folgt
h? (G - k)2
= — 4 . 11.2
V7= V(@) + g + (11.25)

Es entsteht also eine Energieliicke von 2|V (G)|. Die hier betrachtete Aufhebung der Entartung tritt
gerade an den Grenzen der Brilouin-Zonen auf und fiihrt dort zur Aufspaltung der Béander.

11.c Tight-binding Naherung

Im Rahmen dieser Ndherung gehen wir von einer starken Bindung zwischen Elektronen und Ionen
aus und nehmen gleichzeitig eine schwache Wechselwirkung zwischen den Elektronen an benachbarten
Atomen. Es sei ®,(r) eine Elektron-Wellenfunktion im Atom, d.h.

h2
<_2_A + Va(r )) a(r) = €@, (r). (11.26)
Als Niherungslosung fiir das periodische Potential
= ZVa("_Rm) (11.27)
setzen wir die Uberlagerung
Ui (r) \/_ Z ¢Rad, (r — R,) (11.28)

an. Diese hat die Eigenschaft, dass sie bereits dem Bloch-Theorem geniigt, das heifit bei Verschiebung
um den Gittervektor R,, multipliziert sie sich mit e*®=_ Die Einteilchenenergie ergibt sich dann als
Erwartungswert zu

(o[ H |hic)
elk) = ———+—. 11.29
T 129
Fiir die Normierung erhilt man
_ 1 ik-(R, —R.) 3.5 —ik ;o —ik-Rn
(e} = NRXR: el (R d*r®; (r—Ry)Ba(r—Rw) = 1 ch e R, ZC o
(11.30)
mit
Cn = /d3r<I> r—R,)®,(r). (11.31)
Bei der Berechnung des Matrixelements (H) erhilt man
(U Hlthe) = Y ene ™ Rr (11.32)
mit
h2
€, = /d3r<1>2(r -R,) <_2_A +V(r )> a(r)
h2
- /d3rq>;(r ~R,) (——A A )) (1)
R eﬂcba(r) B
+ /d3r<1>;(r —R,) (V(r) = Va(r))) ®a(r) (11.33)

~ v
-~

€n
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Sind die Ionen weit voneinander entfernt, dann sind die Matrixelemente €,, klein, da das Potential des
Ions am Ort des Elektrons nicht mit der atomaren Wellenfunktion multipliziert wird. Ebenso sind die
Uberlapp-Matrixelemente ¢,, aufer fiir ¢y = 1 klein. Damit erhilt man

Y, eikRug,
>, e kR,

Niherungsweise kann man den Nenner gleich 1 setzen und sich bei der Summe im Zahler auf den Term
am gleichen Ort und den n&chsten Nachbarn beschrinken. Fiir ein fcc-Gitter erhélt man dann zum
Beispiel

€k = €5 + (11.34)

e(k) =€y + €0 + 4é4 <c0s(%a) cos(%) + cos(%) cos(%) + COS(kL;) cos(%a)) (11.35)

Dabei hiingen die Matrixelemente €y und €; vom Gitterabstand a ab. Fiir groffe Abstéinde gehen sie
wegen des fehlenden Uberlapps rasch gegen Null.

1l.c.a Das Bandspektrum von Diamant und ein niitzlicher Satz iiber die Eigenwerte
von Matrizen

Wir beginnen mit dem Satz: Hat eine hermitesche Matrix A die Eigenwerte ay, as, ... a, und eine
andere Matrix B Eigenwerte zwischen by, und bmax, so liegen die Eigenwerte von A + B in der
Vereinigungsmenge U;[a; 4+ bmin.--@; + bmax]. Man kann sich von der Richtigkeit {iberzeugen, indem
man die Eigenwerte von A+ AB in Abhangigkeit von A betrachtet. Ist |n(\)) Eigenfunktion von A+\B
mit Eigenwert €, dann gilt g—; = (n(A)|B|n(A)). Dieser Erwartungswert liegt aber zwischen by, und
bmax. Daher gilt by, < % < bpax- Geht man vom Eigenzustand mit Eigenwert a; zu A aus, so kann
er sich nur zwischen by,;, und by von a; entfernen, womit der Satz gezeigt ist.

Diesen Satz wollen wir nun auf die Bandstruktur von Diamant anwenden. Im Rahmen des Tight-
binding-Modells kénnen wir H darstellen als Summe zweier Beitrige. Der erste berticksichtigt die s-
und p-Wellenfunktionen an den Gitterplitzen

A = g Z R +r;, s)(R + 1y, 8]
R,i

+ & (R+ri,p)(R+ri,p.| + [R+1i,p,) (R +15,py| + R +15,p.) (R + 14, p:[11.36)
R,

wobei wir die Notation mit bras (| und kets |) beniitzt haben. Der zweite beriicksichtigt die kovalente
Bindung in Form eines tight-binding Matrixelements zwischen den iiberlappenden Orbitalen.

B=-tY (R,0)(R+4,—0]+|R+6 —05)(R,3). (11.37)
R,§

Die Summe l&uft iiber das eine Untergitter, R. Die benachbarten Atome liegen auf dem anderen
Untergitter. Vom urspriinglichen Gitter erreicht man es durch Verschiebung um ¢ = §(vz,vy,vz),
wobei die v; gleich £1 sind und vyv,v, = +1. Das ket |R, d) steht fiir das hybridisierte Orbital

|R7 6> = (|R7 S) + Uz|Rapz> + 'Uy|Rapy> + UZ|R7pZ>) . (1138)

DN | =

Der Anteil A des Hamilton-Operators hat die Eigenwerte e; und €, der Anteil B die Eigenwerte —t und
+t fiir den bindenden und antibindenden Zustand. Alle Eigenwerte sind hoch entartet. Addiert man
nun die Beitrége, so findet man, solange 2t < €, — €, zwei erlaubte Energiebereiche in den Intervallen
[es —t...€s +t] und [ep — t...€p + t]. Sobald aber 2t > €, — €5, geht erneut eine Bandliicke auf, denn jetzt
kann man im Satz A mit B vertauschen und findet, dass man nur Bandenergien in den Intervallen
[€s — t...p — t] und [es + t...€p + t] hat. Siehe Figur 7.26 im Skriptum Hunklinger/Enss.
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11.d Wannier-Funktionen

Wir hatten bereits die Bloch-Funktionen eingefiihrt, die die Eigenzustinde zum Einteilchen-Hamilton-
Operator sind,

H¢nk(r) = en(k)¢nk(r) (1139)
mit

/ rip g () ne (£) = G diaicr - (11.40)

Wir bilden nun die Uberlagerung aller Wellenfunktionen eines Bandes

B, (r) = \/—% > the(r). (11.41)
k

Es folgt nun
1

\/_ Z eflk R, ¢nk T Z —ik-R,, —ik- r'U/nk (I‘) (1142)
k

Berticksichtigt man, dass u gitterperiodisch ist, u(r)

u(r — Ryy,), so ergibt die obige Summe
\/_ Z ek Rm ) (r) Z Y (T =®,(r — Ry). (11.43)

Die Funktionen ®,(r — R,,) heiflen Wannier-Funktionen. Sie sind orthogonal zu einander und liefern
durch Umkehr der Fourier-Transformation wieder die Blochfunktionen

Un(r \/_Z B, (r — Ryp) (11.44)

und

[ e R = Ry) = YR R / 0 () e (1)

kk’

-~

5nnr 6kk’

1 1 - - !
= N Z e k-(Rm—R.,, )6nn’ = 6nn’ (Smmr. (].].45)
k

Die Wannier-Funktionen sind (in der Regel) um R, lokalisierte Wellenfunktionen, die gem&f (11.43)
die Bloch-Funktionen ergeben, und zugleich die angenehme Eigenschaft haben, an verschiedenen Git-
terorten orthogonal zu sein, was fiir die Atomwellenfunktionen nicht galt. Auf Grund dieser Eigen-
schaften verwendet man die Wannier-Funktionen gerne als lokale Basis von Wellenfunktionen. Die
Wannierfunktionen sind nicht eindeutig festgelegt, da die Phasen der Blochfunktionen willkiirlich sind.
Man wird jedoch die Wahl in der Regel so treffen, dass die Wellenfunktionen méglichst gut lokalisiert
sind. Man ist vielleicht erstaunt, dass man alle Wellenfunktionen eines Bandes in eine einzige Wan-
nierfunktion packen kann. Man muss aber bedenken, dass die Blochfunktionen gitterperiodisch sind,
das heifit jede Blochfunktion ist bereits bestimmt, wenn man sie fiir eine Gitterzelle kennt. Die Menge
aller N Blochfunktionen kann man dann im Volumen NV, = Vp also dem Volumen des Probekérpers
unterbringen. Genau {iber dieses Volumen aber ist die Wannierfunktion festzulegen.
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12 Einige Eigenschaften von Bandern

12.a Impuls und effektive Massen

Siehe Hunklinger-Enss: 8.1 Bewegungsgleichung und effektive Masse S. 244-246

In diesem Abschnitt wollen wir den Zusammenhang zwischen Impuls, Gruppengeschwindigkeit
und Energie herleiten und eine effektive Masse einfiilhren. Dazu entwickeln wir die Wellenfunktion
Vnk+ok (r) nach den 1, i (r)e® T mit infinitesimalem &k,

Dok (r) = €T @ty i (r). (12.1)

Einsetzen in die Schrédinger-Gleichung gibt

i = (éiA+V>ﬁ“§;mwm@)
= en(k+0K)ET Y " apmthy i(r)
engym(*““ +—ﬁkV—ZiA+V>%w@) (122)
— 2m
Hieraus folgt
;am (hzéil;)Q + %5k P+ em(k) —en(k + 6k)> Y = 0. (12.3)

Fiir kleines dk konnen wir o, = 1 und a,,, = O(dk) setzen. Bilden wir nun das Skalarprodukt von
(12.3) mit 9k, m # n, so folgt

e () = en(K) + O(K)) + -0k - Py = O(5K)), (12.4)

was uns erlaubt, a,, in Ordnung 6k auszudriicken. Bei Multiplikation von (12.3) mit ,, folgt

n*(0k)2  h h
o 0k P+ en (k) — en(k + 0k) + ,;n i — 0k - P = 0, (12.5)
woraus man bis einschlieBlich Ordnung (3k)?
h2(5k) n’ |6k pmn|
n(k + 0k) = €,(k —6k - pan —_— 12.
en(k + 0k) = €n(k) + — — 5 Pun + 22 0 e ® (12.6)

bekommt. Falls €, (k) nicht entartet ist, ist diese Einteilchenenergie stetig und differenzierbar,
m
Pnn = (P) = 7 grad e, (k), (12.7)

das heifit gleich der Masse m multipliziert mit der Gruppengeschwindigkeit. Die zweite Ableitung der
Einteilchenergie

1 0% 1, P p + DD 1
- mnLinm mniinm —=- _ 12‘
12 0kadks  m ’“ Z en(k) — € (k) (m*>a3 (128)

m#n

stellt das Inverse der effektiven Masse des Kristallelektrons dar. Sie ist ein symmetrischer Tensor mit
positiven oder negativen Eigenwerten. Das heifit, die Masse kann positiv oder negativ sein. An der
Bandkante gilt in der Regel

(k) = elko) + o 37 e T (12.9)

wobei die Eigenwerte m}, an der unteren Bandkante positiv, an der oberen negativ sind.
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12.b Symmetrien
12.b.a Folgerungen aus der Punktgruppe

Aus der Translationsgruppe (Gitterperiodizitét) erhielten wir das Blochsche Theorem, das
en(k) = ek + G) (12.10)

fiir alle reziproken Gittervektoren G impliziert. Allgemein ist jedoch unser Hamilton-Operator unter
der Raumgruppe
r=ar+a (12.11)
invariant. Ist daher 9,k (r) = Ty, (r) mit gitterperiodischem u,, Eigenfunktion von H mit Eigen-
wert €,,(k), so ist auch
Yok (ar +a) = elkorellay | (ar +a) (12.12)

Eigenfunktion zum gleichen Eigenwert. wu,x(ar + a) ist gitterperiodisch, da aR,, Gittervektor ist,

denn
{a|a}{1|R, }Hala} ' = {1|aR,} (12.13)

ist Element der Translationsgruppe. Dann ist ¢,k (ar +a) Eigenfunktion mit dem Wellenvektor a'k =
a~'k mit der gleichen Energie, da k - ar = (a'k) - r, wobei der Index * das Transponierte anzeigt.
Daraus folgt

en(k) = €,(a'k) oder €,(ak) = €, (k). (12.14)

Die Energien haben also die volle Symmetrie der Punktgruppe. Alle Vektoren ak haben fiir festes k
dieselben Energien. Speziell fiir Inversions-Symmetrie folgt (Annahme Inversionszentrum im Ursprung)

Vn—x(r) = Y (-1), €n(—k) = en(k). (12.15)

12.b.3 Spezielle Symmetrie-Richtungen

Fiir Wellenvektoren k, die in bestimmten Symmetrierichtungen liegen, gibt es as, fiir die ak = k+ G,
mit reziprokem Gittervektor G gilt. Diese as bilden eine Untergruppe der Punktgruppe. Fiir diese
k-Vektoren kann man die Eigenzustande gemﬁ ihres Transformationsverhaltens unter den Operationen
a klassifizieren.

Beispiel: In einem kubischen Gitter sei die Spiegelung z' = z, ¥’ = y, 2’ = —z eine Symmetrie-
Operation a. Dann geht k = (kg,k,,0) in sich iiber. Zusténde konnen bei dieser Spiegelung ihr

Vorzeichen éndern oder erhalten, da o = 1, 9 (z,y, 2) = £¢(z,y, —z). Fiir k = k-(1,0,0), \%(1, 1,0),
ke

7 (1,1, 1) gibt es mehr Symmetrie-Operationen. Diese Zustinde werden nach den irreduziblen Darstel-
lungen der entsprechenden Untergruppen klassifiziert.

Beispiel: Vierzihlige Achse () und Spiegelung (S) an der z-Achse (zweidimensionale Betrachtung).
Verhalten fiir k = 0. Nach diesem Schema wird zum Beispiel die supraleitende Wellenfunktion in den
CuO3-Schichten der Hochtemperatur-Supraleiter klassifiziert.

a:<_01 é) 5:(3 _01> (12.16)

Wegen a* = 1 folgt fiir ap = Aty die Gleichung A* = 1, also A = +1, +i. Es sei nun ¢’ = St. Mit
aS = Sa~! folgt
a =aSty =Sa = A"1SyY = A1y, (12.17)

Fiir A = +1 gilt mit ay) = +¢ auch ey’ = +¢'. Man kann daher Linearkombinationen S(¢) +¢') =
+(1p£9") bilden, die simultan Eigenfunktionen von a und S sind (eindimensionale Darstellungen) und
zwar kann man sie kennzeichnen durch

A M

S1 +]. +].
Sey(z2—y2) =G +1 -1, (1218)

dIQ,yQ -1 +1

dyy 1 -1
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wobei M der Eigenwert unter Spiegelung ist. Man bezeichnet sie als s- oder d- (auch g-)Wellenfunk-
tionen. Der Index von s und d enthilt das einfachste Beispiel einer Funktion dieser Symmetrie. Alle
diese Funktionen haben positive Paritiit, da die Paritéit durch eine Drehung um 180" erzeugt wird, und
hierzu o mit dem Eigenwert A? gehort.

Fiir die Zustinde mit A\ = +i kommutieren o und S nicht. Aus aS = Sa~! folgt aS = Sa\~2 =
—Sa. Man kann sie daher nicht simultan diagonalisieren, es bleiben zweidimensionale Darstellungen.
Sie haben ungerade Paritdt und man bezeichnet sie als p-Zustdnde. Einfachste Funktionen sind x und
y. Offensichtlich ist

ar=—-y, ay==z, Sr=2z, Sy=-y. (12.19)

Im Allgemeinen werden die Untersuchungen mit Methoden der Gruppentheorie durchgefiihrt.

12.c Spin-Bahn-Kopplung und Zeitumkehr-Invarianz

Siehe Hunklinger-Enss: 8.1 E(k) 1= E(-k) | S. 248-249
Bisher haben wir spinabhéngige Beitrdge zum Potential vernachlassigt. Mit der Spin-Bahn-Kopp-
lung (bewirkt die Feinstrukturaufspaltung im Atom) lautet der Hamilton-Operator

2
1
H= —Qh—mA+V(r)+>\VV(r) 5V x0) (12.20)
mit der Kopplung A und den Pauli-Matrizen

@) (D)) e

Wir zeigen nun, dass es in einem solchen System trotz der Spinabhéngigkeit immer eine zweifache
Entartung gibt. Es sei Hy = etp. Wir bilden das Konjugiert-Komplexe in der Ortsdarstellung

<—%A +V(r) + AVV (r) - (%v X (—a*))> V= e*. (12.22)

Man rechnet leicht nach, dass

—o* = ijlaay, O';lHO'yi/J* =ey*, H(ioyW") = e(ioy¢™). (12.23)
Man bezeichnet
Pr =iyt = ( ;}? ) als den zu ¢ = < 51 ) (12.24)

zeitumgekehrten Zustand. Aus ¢ = i (r) folgt der zeitumgekehrte Zustand 1 = ¢_k(r). Bei
Zeitumkehrinvarianz gilt daher e = e_y. (Die Zeitumkehr-Invarianz wird durch ein dufleres Magnetfeld
oder spontane Magnetisierung gebrochen.)

12.d Inversion und Zeitumkehrinvarianz

Die zeitumgekehrte und die raumgespiegelte Eigenfunktion sind orthogonal zu einander,
Z/d3r¢},s(r)¢s(—r) = /d3r(—¢¢(r)¢r(—r) +1p(r)¢py(=1)) = 0. (12.25)
S

Falls beide Invarianzen bestehen, sind alle Zustdnde zu gegebenem k-Vektor (mindestens) zweifach
entartet: Kramers-Entartung.
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k Kk k

In der Figur wird die Situation fiir p-Bander gezeigt. In der ersten der drei Figuren wird der Fall ohne
Spin-Bahn-Kopplung gezeigt: fiir k¥ = 0 hat man 6-fache Entartung, fiir endliches k& dreimal zweifache
Entartung (Spin-Entartung).

Zweite Figur: Mit Spin-Bahn-Kopplung und Inversions-Zentrum (z.B. Ge) hat man fiir k¥ = 0 vierfache
und zweifache Entartung (ps/» und py/3), fiir k # 0 besteht dreimal eine zweifache Entartung (Ge).
Dritte Figur: Mit Spin-Bahn-Kopplung, aber ohne Inversions-Zentrum hat man fiir £ = 0 wieder
vierfach und zweifach Entartung, fiir & # 0 bleibt keine Entartung aufler in Symmetrie-Richtungen
(InSb).

In allen Féllen besteht die Invarianz k — —k. Diese Darstellung gilt fiir eine allgemeine k-Richtung.
In der Regel werden die Bandenergien aber fiir bestimmte Symmetrie-Richtungen wiedergegeben.

€ € €
1 2 1
>< 1
1 2 1
2 2 ><%
[111] [100] [110]
k k K Das sieht fiir InSb (Indium-Antimonid) dann etwa

so aus (vgl. Quanten-Kittel Fig. 14.6). Man erkennt, dass nur in [110]-Richtung die Entartung
vollstindig aufgehoben ist. In [100]-Richtung sind alle Zustdnde zweifach entartet, in [111]-Richtung
sind sie teilweise zweifach entartet.
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13 Quanten-Halleffekt

Siehe Hunklinger-Enss: 8.4 Quantisierung der Elektronenbahnen im Magnetfeld S. 274-286

13.a Freie Elektronen im Magnetfeld und im elektrischen Feld
13.a.a Wiederholung aus der Mechanik und Bewegungsgleichungen

In der Hamilton-Mechanik leitet man fiir ein Elektron im elektromagnetischen Feld die Lagrangefunk-
tion

L= %ﬁ - EA(r) v+ ed(r) (13.1)

her. Dabei ist A das Vektor-Potential und ® das skalare Potential des elektromagnetischen Feldes.
Hieraus ergeben sich die Komponenten des kanonischen Impulses

Pa = % = Mvq — ZAQ (13.2)
und damit die Hamilton-Funktion
H =p,vy, — L = (mv, — SAa)va — %1? + SA v—ed = %1? —ed (13.3)
oder, wenn wir v = - (p + £A) einsetzen
H= % (erZA)2 — ed. (13.4)

Dabei ist p der kanonische Impuls, fiir den klassisch die kanonischen Poisson-Klammern und quan-
tenmechanisch die kanonischen Kommutator-Relationen gelten. Hingegen ist P = mv = p + ZA der
mechanische Impuls.
Fiir diesen gelten die Kommutator-Relationen
e e eh eh

[Pa, P5] = [pa + ~Aa,ps + —Ap] = = (0ads — 05 Aa) = ——€apy By (13.5)
Die Komponenten des mechanischen Impulses kommutieren also nicht miteinander. Man erhilt die
Bewegungsgleichungen

1 1 P

r = E[I‘,H] = m([rapa]Pa +Pa[r,pa]) = m’ (136)
s J— 1 2 1 1 ~
P = o =[PP+ [P eE 1] = oo ([P, Pa] Pa + Pa[P, Fo]) — ¢E
- —23(1'-><B—B><1")—3E 187
C

wie in der klassischen Mechanik. (Hieraus folgt fiir homogene Felder die Uberlagerung von Zyklotron-
Schwingungen der Frequenz w, = fn—li und falls E senkrecht zu B steht eine Trift mit der Geschwindig-
keit <£.)

13.a.f Quantenmechanische Behandlung

Wir bestimmen nun die Eigenfunktionen in einem Magnetfeld, dessen Richtung wir parallel zur z-Achse
annehmen, und einem dazu senkrecht stehenden in z-Richtung orientierten elektrischen Feld,

B =rotA = Be,, A = Bzey, (13.8)
E = —grad® = Fe,, b = —eFEx. (13.9)

Der Schrodinger-Gleichung lautet dann
92 1 (hd eB \° &
( +— ( =4 e—a:) teEx | ¢ = e (13.10)

2max? T 2m \idy ¢ C 2m 022

49



Da die y- und z-Komponenten des Impulses mit H vertauschen, konnen wir fiir die Wellenfunktion )
ansetzen _ .
) = elFvytk=2) ) (), (13.11)

Damit lautet die Schrodinger-Gleichung

(—%;—; + ﬁ(hky + ?w)Q + %1& + eEm) )= e (13.12)
oder mit . . .
We= =, %0 = eBy 5 (13.13)
finden wir 2 g . A - o
<_%W + sz(ﬂv - xo)2> Y= <€ - %kg —eFxy + 252 ) . (13.14)

Dies ist die Schrédinger-Gleichung des harmonischen Oszillators der Frequenz w., der um xy zentriert
ist. Die Energie-Eigenwerte ergeben sich dann zu
h? mc?E? 1

€ = %k§+eExo—W+hwc(l/+§) (1315)
Die Quantenzahl v charakterisiert das jeweilige Landau-Niveau. Ohne dufleres elektrisches Feld sind
die Energien von x, unabhéngig. Wir wollen feststellen, wieviele Zustinde in einem Niveau liegen,
und betrachten dazu ein Quadrat in der z,y-Ebene mit Kantenlinge L. In y-Richtung verlangen wir
periodische Randbedingungen. Dann erhalten wir fiir benachbarte Zustinde

2r 2mhe
Ak, = — Az = ) 13.1
W= AM=Tp (13.16)
Damit ergibt sich eine Entartung
- L L?eB
N=—"—= 13.17
Az 2mhe ( )
Man hat also pro Flacheneinheit 2212(: Zustande in einem Landau-Niveau. Wir betrachten nun den
Halleffekt und bestimmen dazu die Geschwindigkeiten der Elektronen
h 1 h eB 1 eB E
) =2@) =0, ()= —(Z0) + (@) = —(ik, + Zao) =cf. (13.18)

Fiir ein gefiilltes Landau-Niveau eines zweidimensionalen Elektronengases erhilt man damit die Hall-

stromdichte R , )
. N eeB E e

Dabei ist n die Dichte der Elektronen pro Flache. Man erhélt also eine Hallleitfahigkeit pro gefiilltem
Landau-Niveau '
_Jv _

OoHgH = — =

62
T (13.20)

13.b Ganzzahliger Halleffekt

Der ganzzahlige Quanten-Halleffekt wurde von v. Klitzing entdeckt, Phys. Rev. Lett. 45 (1980) 496.
Erste Erklarungen wurden gegeben von Laughlin, Phys. Rev. B 23 (1981) 5632 und Halperin, Phys.
Rev. B 25 (1982) 2158. Beobachtet wurde, dass in Schichten, die Elektronen tragen, bei Anlegen eines
starken Magnetfeldes senkrecht zur Schicht bei tiefen Temperaturen in Abhéngigkeit vom Magnetfeld
Plateaux in der Hallleitfahigkeit bei ganzzahligen Vielfachen von % mit hoher Prézission auftreten.
Im ersten Moment wiirde man argumentieren, dass ja zwischen Landau-Niveaus grofie Energie-Liicken
liegen, so dass die Fermikante meist zwischen den Niveaus liegt und daher fast immer nur gefillte

Landau-Niveaus beitragen, was dann zu diesem Ergebnis fiihrt. Aber die Erklarung ist falsch, denn

50



die Zahl der Elektronen ist vorgegeben und damit auch die teilweise Fiillung des obersten besetzten
Landau-Niveaus.

Tatsédchlich spielt eine Rolle, dass sich auf Grund von Unordnung die Elektronen in einem Zu-
fallspotential bewegen. Um zu sehen, was passiert, wollen wir die folgende Geometrie betrachten. Wir
nehmen an, die Elektronen kénnen sich auf einem Zylinder bewegen. Wir bezeichnen die Koordinate
in Richtung der Zylinderachse mit = und langs des Zylinderumfangs mit y. Durch den Zylinder geht
ein magnetischer Fluss ®,,, der in z-Richtung variiert und dadurch ein Magnetfeld senkrecht zum
Zylinder-Mantel erlaubt. Weiterhin sei dieser Fluss zeitabhangig. Die zeitliche Verdnderung induziert
eine Spannung 1 M)m langs des Umfangs. Das Vektorpotential ist dann

P
A =ey(Bx+ L—) = e, (Bx — cEyt), (13.21)
y

wobei L, der Zylinder-Umfang ist. damit hat man das zeitabhéngige Problem fiir freie Elektronen

B9 1 (hO eBx 2 B
—— =+ — |5+ — —Eyt =ih— 13.22
( 2m6m2+2m<16y+ c >>¢ ot ( )
mit der (partikuldren) Losung

W = el Hh=et/W(q — (1)), (13.23)

wobei 1/3 wieder die Wellenfunktion des harmonischen Oszillators ist und

cEt hck, hk, cE 1 cE?

- oet - = = ) —— 13.24
WEF e m B M)t (13.24)

Die Wellenfunktionen verschieben sich in dieser Beschreibung mit der Geschwindigkeit ¢E/B in -
Richtung. Fiir freie Elektronen ergibt sich damit wieder die gleiche Geschwindigkeit und der gleiche
Beitrag zur Hallleitfahigkeit.

B

y
LX d

a
R O . . VRN
~ | 7|\, |- ~_”

= lokalisiert | = ausgedehnt

Tatsdchlich bewegen sich die Elektronen aber in einem Zufallspotential. Generell gilt fiir die Kom-
ponente P, des mechanischen Impulses bei Anderung des magnetischen Flusses ®,, um A®,,

_ieA®y h O e A(I) _ieA®ny
P, (A, RcLy Y _— 2424 TicLy Y
(AB,)e (T3 + S+ )
—ieA<I>m —1eA§>myP 13.9
— RicLy — FicLy . .
= (2L, = ,(0) (13.25)
Damit folgt mit einem beliebigen Potential auf dem Zylinder aus
H(®w)y = et (13.26)
auch as
H(®, +Ad)e = Yo = ee” Ly Yo, (13.27)

Die Wellenfunktion muss lings des Zylinderumfangs periodisch sein. Dies ist fiir A®,, = % erfiillt.

Man erhalt also bei Anderung von ®,, um ein halbes Flussquant bis auf eine Phase e 27%/Lv die glei-
chen Eigenfunktionen. Das heifit eine Verénderung von ®,, um hc/e bewirkt eine Abbildung Eigen-
funktion — Eigenfunktion. Eigenfunktionen im ungeordneten Potential konnen bereits ohne duflere
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magnetischen oder elektrischen Felder lokalisiert oder ausgedehnt sein. Bei Anlegen des Magnetfeldes
werden die lokalisierten Zustdnde sich wenig dndern. Bei Variation von &, werden sie sich in sich
abbilden. Dagegen werden sich ausgedehnte im wesentlichen in x-Richtung bewegen. Bei vollstandiger
Besetzung der ausgedehnten Zustinde innerhalb eines Landau-Niveaus wird bei Anderung von @, um
he/e sich eine ganze Zahl von Elektronen, in der Regel eins (man stelle sich an einer Stelle einen ide-
alen Draht vor, der freie Elektronenbewegung erlaubt) durch den Querschnitt bewegen. Wenn daher
die Fermikante auflerhalb des Bereichs der ausgedehnten Zusténde liegt, so erhélt man in der Tat als
Hall-Leitfdhigkeit die Anzahl der Landau-Niveaus, deren ausgedehnte Zustinde besetzt sind, multi-
pliziert mit e?/h. Diese Grofie wurde wegen ihrer hervorragenden Reproduzierbarkeit inzwischen als
Leitwert-Normal eingefiihrt. Das Inverse wurde zu h/e® = 25812.8Q definiert, wobei der Index K fiir
v. Klitzing steht. Die ausgedehnten Zustédnde liegen in der Regel in der Ndhe des Landau-Niveaus
ohne Stérung, wihrend die weiter entfernten Zustinde lokalisiert sind. Geht daher die Fermi-Energie
bei Variation des Magnetfeldes durch das Zentrum des Bandes mit den ausgedehnten Zusténden, dann
verdndert sich die Hallleitfihigkeit; in diesem Bereich erhilt man auch einen Beitrag zur Parallel-
Leitfahigkeit. Bewegt sich die Fermikante durch den Bereich der lokalisierten Zustinde, dann nimmt
die Hallleitfahigkeit ihren quantisierten Wert an und die Parallelleitfahigkeit verschwindet.

Ein topologische Argument, das auch fiir wechselwirkende Systeme gilt, wurde von Avron und
Seiler, Phys. Rev. Lett. 54 (1985) 259 gegeben. Die Frage, wie sich die Landau-Niveaus aufspalten und
welchen Beitrag diese zum quantisierten Halleffekt liefern, wird von Thouless, Kohmoto, Nightingale
und den Nijs, Phys. Rev. Lett. 49 (1982) 405 gegeben.

13.c Gebrochenzahliger quantisierter Halleffekt

Entdeckung durch Tsui, Stormer und Gossard, Phys. Rev. Lett. 48 (1982) 496, Laughlin-Wellenfunk-
tion Phys. Rev. Lett. 50 (1983) 1395.

Wir bestimmen zunichst nochmals die Wellenfunktionen des freien Elektronengases im starken
Magnetfeld ohne elektrisches Feld. Wir verwenden die symmetrische Eichung A = g(—y, x)

1 (h eB\° 1 (h eB \?
H=—|-0,— — — | = — . 13.2
2m<ia”” 2cy> +2m(iay+20x> (13.28)
Wir fiihren nun die Koordinaten
eB
=4/ - 13.2
(&mn) 570 (& Y) (13.29)
ein, womit sich H in der Form
— E 18 _ )2 18 2\ _ E —82 _ 82 2 2 i(mde — €0
H = Jwe{ (70 =)+ (10, +6) —4wc( 2 — 02+ € + 0 + 2i(nde — £0y)) (13.30)
schreiben lasst und setzen schliellich
z=¢—in,z" ={+in, (13.31)
woraus
Oc =0, + 0.+, 0Op=—i0, +10;~ (13.32)
mit
0.z=1, 0,2"=0, 0.,2=0, O0.,-2"=1. (13.33)
folgt. Damit l&sst sich der Hamilton-Operator in der Form
1, 1 1
H = hwc(—az + 52’ )(82* + 52:) + §hwc (1334)

schreiben.
Fiir das unterste Landau-Niveau muss nun gelten

(0. + %z)@[;(z,z*) — 0. (13.35)
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Daraus folgt
Olnvy 1
o 13.
e 57 (13.36)
mit der Losung .
Y=e27 f(2), (13.37)

wobei f eine beliebige holomorphe Funktion von z ist. Alle diese Wellenfunktionen gehdéren zum
untersten Landau-Niveau mit € = %hwc. Die hoéheren Landau-Niveaus erhilt man durch mehrfaches
Anwenden des Aufsteige-Operators
1 x «

o = (=0 + 527" (€73 f(2)) = ¢T3 (<0, + 2" f(2) (13.38)
mit Energie €, = hiw.(v + 1), da
1 1
52*,62* + 52] =-1. (13.39)

Ein Satz orthogonaler Eigenfunktionen im untersten Landau-Niveau kann damit in der Form

[0, +

Py = 2le 3 (13.40)

geschrieben werden. Laughlin hat nun fiir den gebrochenzahligen Quantenhall-Effekt die folgende
Mehrteilchen-Wellenfunktion vorgeschlagen:

W(z1,22,...,2ZN) = H(Zl —z;)™ Hefézizf. (13.41)
i<j i

Fir m = 1 ist dies die Slater-Determinante = Vandermonde-Determinante

N-1 _N-2

z}v X z}v , 21 1

2 2 22 1

e e | (B (13.42)
N-1 _N-2 L

2%7% 2%7% e 2Zn—1 1 i<j

2y 2y e ZN 1

fiir alle Zustande bis I = N — 1. Man kann natiirlich auf der linken Seite zur Potenz von z; noch das
jeweilige e~#i%/2 multiplizieren und erhélt dann die N-Teilchen-Wellenfunktion. Da die Elektronen
Fermionen sind, muss die Wellenfunktion bei Vertauschung zweier Elektronen ihr Vorzeichen wechseln.
Dies ist der Fall fiir ungerades m. Diese Laughlin-Zustinde stellen eine sehr gute N&herung der
Mehrteilchen-Wellenfunktion dar, da bei Anniherung zweier Elektronen die Wellenfunktion wie a™
verschwindet, wobei a der Abstand der Elektronen ist. Damit wird der gegenseitigen Abstofung gut
Rechnung getragen.

Wir entnehmen der Wellenfunktion, dass eine Besetzung bis 2™ stattfindet. Das Maximum
der Aufenthaltswahrscheinlichkeit (2*z)™Ne=*"# liegt bei z*z = m(N — 1) ~ mN, das heiBt bei
22 +y? = i—'};mN , was einer Kreisflache :—émN entspricht. Die Maximalzahl von Elektronen auf dieser
Fléache ist mN, das heifit der Fillfaktor definiert als die Anzahl der Elektronen N durch die maximal
mogliche Elektronenzahl mN betragt 1/m. Die Hall-Leitfahigkeit ergibt sich dann zu oy = %, da
nur der Bruchteil 1/m der Elektronen beitrdgt. Es wurden m = 3,5,7 gefunden, aber auch andere
Briiche mit ungeraden Nennern. Auf die Erklarung dieser Zusténde kénnen wir hier nicht eingehen.

Eine gute weiterfiihrende Ubersicht gibt *The Quantum Hall Effect’, Prange und Girvin (Heraus-

geber), Springer-Verlag 1987.

(N=1)

13.d Zyklotron-Bewegung

Wir kénnen an dieser Stelle auf die Zyklotronbewegung eingehen und uns die zeitabhingige Schrédin-
ger-Gleichung fiir ein Elektron, Hy = ih2% ansehen. Eine (spezielle) Losung lisst sich als GauBsches

ot
Wellenpaket schreiben
'(,b — e—%22—32*2—czz*+a*z—ﬁz*+i¢ (1343)
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Dabei wollen wir erlauben, dass a, 8 und ¢ von der Zeit abhingen. Die zeitliche Verdnderung von «
und B bewirkt eine Verédnderung des Schwerpunkts des Wellenpakets und gibt damit seine Bewegung
wieder. Im Prinzip kénnten auch a, b und ¢ von der Zeit abhingen. Dies wiirde eine Verdnderung der
Breite des Wellenpakets beschreiben. Solche Bewegungen interessieren hier nicht. Wir wenden nun H
und ih% auf ¢ an und erhalten

1 1
(0, + §z)¢ = (=bz"—cz+p+ 52’)@[1 (13.44)
1 * 1 * * 1 * * 1 1
(=0, + 5% )(0:+ + 52)1/1 = ((az +ezf —a" + 57 )(=bz* —cz+ [+ 52) +c— 5) (13.45)
ih%z/; = (2&" +2°B +id)y. (13.46)
Damit folgt dann aus Hv) = ih%—’f
Fiwe <(az +ecz* —a* + %z*)(—bz* —cz+ B+ %z) + c) =ih(za* + 2*B +id). (13.47)

Die bilinearen Beitrige in z und z* treten nur auf der linken Seite der Gleichung auf. Es muss daher
gelten

1 1
(az + cz* + 52*)(—1)2* —cz+ 52) =0, (13.48)
das heifit einer der beiden Faktoren muss verschwinden. Daher ist entweder a = 0, ¢ = —% oder b =0,
¢ = i. Ein normierbares ¢ erhiilt man nur fiir ¢ > 0, da die Beitriige proportional zu 2? und z*?

im Exponenten nicht in allen Richtungen y/z abfallen. Daher miissen wir die zweite Losung b = 0,
c= % verwenden. Der Koeffizient a ist unbestimmt. Damit die Funktion in allen Richtungen abfallt,
muss |a| < 1 gelten. Der Grenzfall |a| = % ergibt in einer Richtung, die von der Phase von a abhiingt
(a muss nicht reell sein) abgesehen von einem Eichfaktor ebene Wellen, wie wir sie auch frither schon
kennengelernt haben. Fiir das folgende wollen wir aber a = 0 wihlen, was einen gleichmé&ssigen Abfall

des Wellenpakets in alle Richtungen ergibt
R e (13.49)
Es bleibt nun fiir o, 8 und ¢ die Gleichung
1 . .
We ((z* —a")p+ 5) =ih(zd™ + 2" 6 +i9) (13.50)

oder aufgeteilt in die Koeffizienten von z, z* und dem konstanten Term

@ =0, wf=iB, wc(5 —a*f) = —¢ (13.51)
zu 16sen. Man findet
a = const = ag, f=foe ¥t p= —%iwct — afoe it 4 ¢y, (13.52)
und ) .
W= e—gzz*+a;z—ﬁoe*'“cfz*—iagﬁoe*'“c‘—%iwcwwo_ (13_53)

Wir zerlegen nun den Exponenten der Wellenfunktion in seinen Real- und Imaginérteil und finden
1/1 — ef%(zfafﬂ)(z*fa*fﬁ*)qL%i(za*72*a+z*6726*7a*6+a6*7wct), (1354)

wobei wir %(a*a + 8*B) in den Imaginirteil von ¢y absorbiert haben. Dieser Zerlegung entnehmen

wir, dass der Schwerpunkt des Wellenpakets durch
z=a+ 8 = ag+ Boe ¥t (13.55)

gegeben ist. Dieser durchlduft also einen Kreis, dessen Mittelpunkt durch ag und dessen Radius (im
&,n-Raum) durch |By| gegeben ist, mit der Zyklotronfrequenz we.

54



14 Magnonen

14.a Ferromagnet

Siehe Hunklinger-Enss: 10.2 Ferromagnetismus S. 355-359
Wir gehen aus von einem Modell wechselwirkender Spins S, die an Gitterplitzen lokalisiert sind
(Heisenberg-Modell). Der Hamilton-Operator sei

J
H=-% zd: S: - Sria — gusHp - Z S:, (14.1)

wobei d iiber die ndchsten Nachbarn 18uft. Da jedes Spin-Produkt in der Summe zweimal vorkommt,
haben wir den Faktor % eingefiihrt. Der Operator des Gesamtspins ist

Stot = Y _ Sr. (14.2)

Ist J positiv, dann ist es energetisch giinstig, wenn sich die Spins alle parallel einstellen. Es ergibt sich
ein Zustand mit Gesamtspin NS. Ohne Magnetfeld ist der Zustand 2/NS + 1-fach entartet. Ist das
Magnetfeld positiv, so ist der Zustand mit maximalem S* energetisch am glinstigsten und man hat fiir
den Grundzustand |0)

Stot . St0t|0> - NS(NS + 1)|0>, S§0t|0> - NS|0> (143)

14.a.c Spinwellen-Naherung
Wir betrachten zunéchst die Spinwellen-Niherung. Dazu verwenden wir die Bewegungsgleichung
ihA = [4, H], (14.4)
die aus d
ih7 (WIAR) = (WI[A, H]J4) (14.5)

folgt. Abgesehen von der Termen in der Wechselwirkung, die nicht vom Spin S, abhéngen, kénnen
wir die Wechselwirkung in der Form

S;-f, f=-JY Syia—gusHo (14.6)
d
schreiben. Es folgt dann
ihSY =[82,851 8 =i SY f% = —i(S x ), (14.7)
also )
hSr = Se x (J)_ Seya + gunHy). (14.8)
d

Der Spin prizessiert um ein effektives Magnetfeld, das sich aus dem angelegten Magnetfeld Hy und
dem Wechselwirkungs-Magnetfeld der Nachbar-Spins zusammensetzt.

Wir wollen nun annehmen, dass das Magnetfeld in z-Richtung ausgerichtet ist, und dass die Spins
im Mittel in z-Richtung ausgerichtet sind. Wir ersetzen daher die Faktoren S7 jeweils durch (S%)

hSE = (Jz(S*) +gunHo)SY — J(S*) Y SV 4, (14.9)
d

hSY ~(J2(S%) + gunHo)SE + J(S*) Y 8% 4. (14.10)
d

Setzen wir nun ebene Wellen in einem primitiven Gitter an,

Slg‘t — Aeik-r—iwt Sry — Beik-r—iwt’ (1411)

)
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so folgt

—ihwA = hwiB, (14.12)

—ihwB = —hwkA, (14.13)
1 ik-d

= - ! 14.14

Tk P Zd: € ) ( )

hor = Jz(S*)(1 — ) + gusHo, (14.15)

wobei wy die Eigenfrequenzen der Magnonen sind. Fiir kleines k ist

1 2
d(1-md~ 5 Zd:(k -d)?, (14.16)
so dass man Anregungsenergien
J(S*
hwk ~ gupHo + <2 ) > (k-d)? (14.17)
d

findet, was sich fiir ein einfach kubisches, kubisch raumzentriertes und kubisch flichenzentriertes Gitter
der Gitterkonstante a auf
hwe = gusHo + J(S7)(ka)? (14.18)

reduziert, was wir auch
hwie = gusHo + 17K /(2m*) (14.19)

mit J(S?)a® = h?/(2m*) schreiben kénnen.

14.a.f Behandlung mit der Holstein-Primakoff-Transformation

Holstein und Primakoff driicken die Spin-Operatoren durch Bose-Operatoren al und a, aus

SH = ST 4+iSY =251 —-ala:/(29))" %ax, (14.20)
Sy = S —iSY=+2Sal(1-ala./(25))/?, (14.21)
Sz = S—ala,. (14.22)

Man beachtet zunéchst, dass S und S; hermitesch adjungiert zueinander sind. Man iiberzeugt sich
davon, dass diese Operatoren die richtigen Eigenschaften haben. Fiir den Kommutator

[57,81] = (S —ala)V25(1 —ala/(25))%a — V2S5(1 — afa/(25))/%a(S — a'a)
= V25(1 —ata/(25))'/%[S — ala,a] = V2S(1 — aa/(29))/2a = S*.  (14.23)

Dabei haben wir verwendet, dass (1 — afa/(25))'/? mit a'a kommutiert, da ersteres nur von a'a
abhéngt. Ahnlich zeigt man [S*,S~] = —S~. Weiter findet man

S=St = 2Sa’(1—daa/(259))a =2Sa’a — a'a’aa, (14.24)
STS~ = 25(1—a'a/(29))?aa’ (1 - ata/(25))/?
= 25(1—a'a/(25))(1 + afa) = 28 + (25 — 2)a’a — a'alaa. (14.25)

Dabei haben wir verwendet, dass aa’ = ata + 1 ist und dies mit (1 —afa/(25))'/? kommutiert. Hieraus
lesen wir ab, dass

[St,87] = 2S—2a'a =257, (14.26)
S-S = %(S"rS_+S_S"“)+SZ2
= S+ (25 —1)a'a—a'a’aa + (S —a'a)> = S(S +1). (14.27)
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Damit ist der Nachweis erbracht, dass man die Spin-Operatoren auf diese Weise darstellen kann. Wir
haben hier nur die Spinkomponenten des Spins am gleichen Ort betrachtet. Es ist offensichtlich, dass
diese an verschiedenen Orten kommutieren, da auch die zugehorigen Bose-Operatoren kommutieren.
Wir beobachten, dass aber die Anwendung der Bose-Operatoren auf afa < 2S beschrinkt ist, da
sonst die Wurzel aus einem negativen Ausdruck zu ziehen ist. In Ndherungen wird dies nicht immer
beriicksichtigt, so dass diese dann nur fiir {(afa) < 29 giiltig sind.

Fiir sehr niedrige Temperaturen kann man

St =+v2Sa, S, =+2Sa (14.28)
approximieren. Vernachlassigt man im Produkt
$28% = (S — afar)(S — al,ax) ~ S* — S(alay + al,aw) (14.29)

den Anteil alaral, ay , das heifit iiberall im Hamilton-Operator Beitrige, die Produkte aus vier Bosonen-
Operatoren enthalten, so bleibt

J 1 - - zQz z
H = -3> (5(&* Serat+ Sr S5 a) + 5 Sr+d> —gusHo | S;
r,d r

JS
= = (aIerar +alaria + S —ala, — al+dar+d) — gus Hy Z(S —ala;) (14.30)

2
rd

Wir kénnen nun die Bose-Operatoren wieder der Fourier-Transformation unterwerfen

1 : 1 :
T _ ikrat _ —ik-ra
al = — E e Tay, ar=-— E e ax (14.31)
VN 4 K VN 4
und erhalten
At A J
H=FEy+ E (JzS(1 — ) + gus Hp) Lak, Ey = —ENZSQ — guHoNS. (14.32)

k

Durch Beriicksichtigung der Terme vierter Ordnung in den Bose-Operatoren kann man dann Korrek-
turen bei héheren Temperaturen bestimmen.

14.a.y Spezifische Wiarme und Magnetisierung

Wir wollen noch die Energie und die Magnetisierung bei tiefen Temperaturen und ohne dufleres Feld,
Hy = 0, betrachten. Fiir die Energie ergibt sich

hLUk VP 3 hWk
E=EF —— =Fy+ —— | I’k————. 14.33
o+ ; eBho _ 1 0+ (27)3 / oBhwe _ | ( )

Mit d*k = 4rk?dk und der Substitution z = fhwy = SH’E>/(2m*) folgt

VeksT (2m*kgT)%? [ 2%/2dz 5 ['(5/2)¢(5/2)VekpT (2m*kpT)?/?
(27)21° / o1 07 (27)2 K7 '

Der Beitrag zur spezifischen Wérme ergibt sich zu

_dE _ 5I(5/2)¢(5/2)Veks (2m*kpT)3/?

Sdr 8m2h? '

Die spontane Magnetisierung ergibt sich ganz analog zu

M(T) = gus(Siu) = gus(NS =) )
Kk

Ve (2m*kgT)?/? [ 2'/?dz
(2m)21? /ez —1
I'(3/2)¢(3/2)Ve(2m*kgT)*/?

(27r)2h3)3/2 ’

E=Ey+

(14.34)

Oy (14.35)

gus(NS —

= M(0) - (14.36)
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Es gilt also sowohl fiir die spezifische Wirme wie auch fiir die Abnahme der Magnetisierung ein 73/2-
Gesetz.
Dabei ist ((v) die Riemannsche ¢-Funktion

= (14.37)

Der Zusammenhang ergibt sich auf folgende Weise

[e's} vd *Zd =
I N
0 - 0 o n=1

Man findet speziell I'(3/2)((3/2) = 2.315, I'(5/2)((5/2) = 1.783.

14.b Antiferromagnet
Siehe Hunklinger-Enss: 10.3 Antiferromagnetismus S. 361-363

14.b.a Spinwellen-Naherung

Wir betrachten nun ein Gitter mit Spins, zwischen denen eine antiferromagnetische Kopplung besteht.
Wir wollen annehmen, dass man das Gitter in zwei Untergitter A und B zerlegen kann, so dass nur
jeweils eine Wechselwirkung zwischen Spins auf zwei verschiedenen Untergittern besteht. Das heifit im
Hamilton-Operator

H=J) Sy-Sera—gaHoaps Y S; —gsHosus » | S; (14.39)
r,d recA reB

wollen wir annehmen, dass alle Orte r auf dem Untergitter A, alle Orte r +d aber auf dem Untergitter
B liegen. Als Beispiel kann man sich vorstellen, dass auf einem einfachen Gitter mit den Gitterpunk-
ten R, = nia; + nsay + ngaz die Gitterpunkte mit geradem n; + ny + ng zum Untergitter A, die
mit ungeradem zum Untergitter B gehoren. Auf einem zentrierten Gitter gehoren etwa die mit den
Gitterpunkten nja; + neas + nzas zu A, die mit (n; +1/2)a; + (no +1/2)as + (n3 + 1/2)az zu B. Ein
flichenzentriertes Gitter ist nicht geeignet.

Wir nehmen nun an, dass die Spins auf dem Untergitter A vorwiegend nach oben, die auf dem
Untergitter B vorwiegend nach unten ausgerichtet sind auf Grund der antiferromagnetischen Wechsel-
wirkung und duflerer (fiktiver) Magnetfelder H4 > 0, Hp < 0.

Wir fiihren nun wieder die Spinwellen-Naherung durch. Mit ST = S§% +iS¥ folgt dann

M d z z

lhaSXr = (_JZ<Sb> + gA/'LBHOA)SXr + J<SA> Z S§r+d’ (1440)
d

. d . -

masgr = (=J=(SZ) + gpusHop)SH, + J(SE) Y Shiia. (14.41)
d

Die Bestimmung der Anregungsfrequenzen fiir die ebenen Wellen reduziert sich dann auf die Bestim-
mung der Eigenwerte von

< —J2(S;) + gapsHoa J2(55) e ) (14.42)
J2(S7) 1 —J2(S;) + gpusHop ) '

Speziell ohne dufleres Feld und fiir (Sf) = —(SZ) ergibt sich

hww = +J2(S2), /1 — L. (14.43)

Fiir kleine k folgt in diesem Fall aus dem ferromagnetischen Analogon JSz(1 — ) = h’k?/(2m*) fiir
den antiferromagnetischen Fall J(S?)\/1 — 72 = he*k, also eine lineare Dispersion mit der Magnonen-
geschwindigkeit ¢*.
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14.b.5 Holstein-Primakoff-Transformation

Wir verwenden auf dem Untergitter A wieder die Darstellung (14.20-14.22) fiir die Spins, auf dem
Untergitter B aber wegen der anderen Orientierung die Darstellung

SH = 8% +iSY =V25bi(1 — bfbe/(25))'/2, (14.44)
ST = 8% —iSY =v25(1 — blb./(25))" by, (14.45)
S* = bib.—S. (14.46)

Man iiberzeugt sich leicht, dass auch hier die Kommutator-Relationen und das Quadrat des Spins die
richtigen Werte ergeben. Wir fithren wieder die harmonische Ndherung durch und erhalten

H = JSZ (arbH_d + aIde - S+ a:[ar + bl+dbr+d)
r,d
—gaHoaps Y (S —alar) + gsHopur > (S — blby). (14.47)
rcA reB

Wir fiihren jetzt wieder die Fourier-Transformation (14.31) und analog

1 oA 1 oA

b= ——= e bl b= —— e kT (14.48)

e

durch. Dann lasst sich der Hamilton-Operator
H = Ey+JSz Z ('YA&]T(&k + 'YBZ;LBk + ’)/kdki)fk + ’)Lk(AILbT_k) , (14.49)
k
gaHoaus gpHopun

Ey, = JS%2(1-— — =14+ =1—-———. 14.50
0 (1=qa=78), a=1+"="—, B 73, ( )

schreiben.
Um Grundzustandsenergie und Anregungsenergien zu finden, muss man den Hamilton-Operator
diagonalisieren. Dies geschieht durch eine geeignete unitdre Transformation. Wir setzen

i = ukon — Bl (14.51)
i, = ukey — B, (14.52)
bk = ufk—vkay, (14.53)
bl = wfBly — v (14.54)

Wir setzen der Einfachheit halber voraus, dass u und v reell sind. Die Operatoren o und 3 werden als
Bose-Operatoren vorausgesetzt. Man iiberzeugt sich, dass das dquivalent ist dazu, dass auch a und b
Bose-Operatoren sind. Voraussetzung ist allerdings, dass ui — vg = 1 gilt. Diese Operatoren setzen
wir nun in den Hamilton-Operator ein. Man erhilt dann

H = Ey+JSz Z ('yAle( + 731)12( — 27kukvk)
k
+ JSz Z (vaui + Y8R — 27UKVK) a;r(ak
Kk

+ JSz Z (vavi + YBUE — 27UKVK) BBk
k

+ JSz Z (= (va + vB)ukvk + e (ug +vp)) (alﬁik + axBk)- (14.55)
Kk

Wir verlangen nun, dass der Koeffizient bei den anormalen Termen of 3" 4+ a3 verschwindet,

—(va + vB)urcvi + nc(uig + vg) =0, (14.56)
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woraus mit uj — vg =1

T YA+ 7B
UKV = 2% up +vi = T (14.57)
2
b = \/<L - 73) ~ e (14.58)
ug + vp .
(ya+ WB)% — 27Uk vk = €k (14.59)
folgt. Damit reduziert sich der Hamilton-Operator auf
+ N
H = E0+JSZZ<—77A2,YB+61(>
Kk
+ JSzY <% + @k> afon + 752y (% + €k> BiA.  (14.60)
Kk k

Falls kein dufleres Magnetfeld anliegt, reduzieren sich mit y4 = yg = 1 die Anregungsenergien auf
hwk = JSzy/1 — ¢ und fiir kleine k£ hat man hwyx = he*k.

14.b.y Spezifische Wiarme und Untergittermagnetisierung

Unter der Annahme, dass keine dufleren Magnetfelder anliegen, wollen wir nun Energie und Untergitter-
Magnetisierung bestimmen. Wir beobachten zunéchst, dass in diesem Fall y4 = vp = 1. Damit folgt

o= 1/1—2. (14.61)

Wir waren bei der Betrachtung ausgegangen von einem Zustand, in dem die Spins auf A nach oben, die
auf B nach unten ausgerichtet sind. Solch einen Zustand bezeichnet man als Néel-Zustand. Tatséchlich
ist der Grundzustand ein komplizierterer Zustand. Der hier berechnete Zustand stellt eine bessere
Néherung dar, was man schon daran erkennt, dass seine Energie E; niedriger als die Energie Eq des

Néel-Zustandes liegt,
By =Ey—JSz )y <1— 1/1—713>. (14.62)

k
Die Magnetisierung des Untergitters A ergibt sich zu

o 1
M3 = gapn )_(S—{afir) = gansNS—gaps Y _vi = gapnN(S+3 14.63)
k

1
)_gA/J/B ’ (
k PN

wobei wir afa = (uat — v3)(ua — vB") verwendet haben. Der Beitrag (—v3)(—vft) ergibt das v2. Sie
ist gegeniiber dem des Néel-Zustands reduziert.

Zur spezifischen Wérme brauchen wir keine neue Rechnung anstellen. Wegen der linearen Dis-
persion wird die Rechnung wie bei akustischen Phononen durchgefiihrt und ergibt einen Beitrag zur
spezifischen Wirme proportional zu T°. Zu beachten ist, dass es zwei Magnonenéste an Stelle von drei
akustischen Phononen-Asten gibt.
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Fermi-Geschwindigkeit, 36
Fermi-Impuls, 36
Fermi-Statistik, 36
Fermikugel, 36
Ferromagnet, 55

Gitter

61

kubische, 7

periodisches, 7

reziprokes, 9
Gleitspiegelung, 8
Grundzustandsenergie,antiferromagnetische, 60
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15 Erzeugungs- und Vernichtungs-Operatoren

Erzeugungs- und Vernichtungs-Operatoren kennen wir bereits von den Phononen. Sie waren das Vor-
bild fiir die Photonen- Erzeugungs- und Vernichtungs-Operatoren der Quantenelektrodynamik. Fast
zur gleichen Zeit stellte sich heraus, dass man sie auch fiir Teilchen, die durch die Schrédinger-Gleichung
beschrieben werden, verwenden kann. Tatsdchlich nimmt durch ihre Verwendung der Hamilton-
Operator eine wesentlich iibersichtliche Form an. Thre Verwendung erlaubt iiber die Schrédinger-
Gleichung hinaus auch Prozesse zu beschreiben, bei denen die Anzahl der Teilchen nicht erhalten
ist.

Es sei angemerkt, dass die Operatoren, die wir hier betrachten, eine (nicht-kommutative) Algebra
bilden. Es gelten also Kommutativ- und Assoziativ-gesetz der Addition, das Assoziativ-Gesetz der
Multiplikation und das Distributiv-Gesetz.

15.a Erzeugungs- und Vernichtungs-Operatoren fiir Fermionen

Wir wollen nun die Erzeugungs- und Vernichtungs-Operatoren fiir Fermionen einfiihren. Hierzu gehen
wir aus von einem vollstdndigen Satz orthonormierter Einteilchenfunktionen ¢;(q), wobei wir der Ein-
fachheit halber Orts- und Spinfreiheitsgrad zu einer Variablen ¢ = (r,s) zusammengefasst haben.
Statt einer Orts- und Spinbasis kann man auch von einer anderen ausgehen. Tatsdchlich wird die
Basis, in der wir schliellich arbeiten, aus den Zustinden der Basis, die wir mit 7 gekennzeichnet haben,
aufgebaut. Wir konnen nun die Slaterdeterminante aus N Teilchen schreiben als

. bi, qug bi, E(h; e Giy EQN;

L. Gir (1) in(q2) - iy

7/1,12,...’LN>—W q q CIN , (151)
bin(@1) din(a2) - Pin(an)

genauer {(qi, ¢, -..qn|i1, 42, ...in) = |...|. (Der Faktor 1/v/N! verschwindet, wenn wir fiir die Definition
von |q1, ¢, ...qn) die gleiche Konvention verwenden). Vertauschen wir die Zeilen der Nummern m und
n, so dndert sich das Vorzeichen. Die Wellenfunktion ist antisymmetrisch

i1 iN) = —|i1 e ensimenin ). (15.2)

Im Folgenden benotigen wir noch eine Formel zur Bestimmung des Uberlapps

o 1 X
(J1,Jo--JNli1, ig.in) = ﬁ/dfhdlh---qu %elt(fﬁjk (Ql))%elt(fﬁik (@))- (15.3)

Hierzu wollen wir beispielsweise zunéchst die ¢7 -Integrale durchfithren. Diese Funktion tritt fiir alle
q1, - gn auf. Wollen wir gerade iiber ¢% (g;) integrieren, so kénnen wir die Spalte [ mit der Spalte 1
in beiden Determinanten vertauschen und dann die Integrations-Variable ¢; mit ¢; vertauschen. Das
ergibt N gleiche Beitrige und es bleibt

1
(J1, J2---JNlin, iz.in) = m/dfhdfh---dqmﬁ (Q1)k>%?lt>1(¢§k (Ql))ﬂ}flt(@k (ar))- (15.4)

Wir fiihren jetzt die Integration iiber ¢; durch und erhalten

o _ (=)™ ! .
(J1, Ja--gnlit,iain) = ;@'mmm dgs...dgn kﬁ?{gl(%k (@) ki(}ne}>1(¢ik (@)
= > G ()™ oGt b1y i1 ). (15.5)
m
Diese Gleichung kann iteriert werden und ergibt schliellich
(jl,jg...jN|i1,i2...iN> = gleg(&jm,in). (156)
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Wir bemerken, dass Zustdnde unterschiedlicher Teilchenzahl als orthogonal auf einander angesehen
werden

Die Rekursionsformel (15.5) bleibt (ohne den Zwischenschritt mit der ¢-Integration) giiltig fiir Zustinde
unterschiedlicher Teilchenzahl. Flir N # M steht eben links und rechts 0

(1, Joeintliny in.i Zéjwm L ZY 17 U SO AR S o 8 (15.8)

Wir definieren nun den Erzeugungs-Operator c;f durch seine Wirkung auf einen beliebigen Zustand

cliv.in) = |iyir.in). (15.9)

Er fiigt also dem N-Teilchenzustand ein weiteres Teilchen im Zustand i hinzu. Ist dieser Zustand
bereits im N-Teilchenzustand besetzt, so ist das Ergebnis 0. Ein Zustand kann nicht zweimal besetzt
werden. Bei Anwendung zweier Erzeugungs-Operatoren folgt

Tellivoin) =i, j,ivin) = —|j,i,i1..in) = —clel|i1..in). (15.10)

Da dies bei Anwendung auf beliebige Zusténde gilt, folgt generell fiir die Operatoren

cfef = —clel, (15.11)

das heift, die Erzeugungs-Operatoren antikommutieren, was man auch

[cf, ]]+ = chcJr + cTcJr =0 (15.12)

schreibt. Wir kennzeichnen hier den Antikommutator mit [..,..]+. Auch die Bezeichnung {..,..} ist
iiblich.
Als néchstes fithren wir Vernichtungs-Operatoren als hermitesch adjungierte Operatoren zu c' ein

(Jr--gmleilir.in) = (il...iN|cT|j1 Jm) = (N iy jrega)” = (G Jre gl AN
- { 2o ()T B (v lin it imer i) N =M A1)
0 N#M+1
Damit folgt dann, dass ¢; ein Teilchen mit der Quantenzahl ¢ vernichtet,
clivin) = Y (=)™ Siinliteimot,img1-in), (15.14)
cilvak) = OT.n (15.15)
Dabei ist |vak) der Vakuum-Zustand, also der Zustand ohne Teilchen. Wir finden weiter
(alcic;|b) = (blelel|a) = = (blefel|a)* = —(ale;cil). (15.16)
Daher antikommutieren auch ¢; und c;,
cicj = —cjc; oder [cj, ¢l = ¢icj + ¢je; = 0. (15.17)
Wir werten noch [¢], ¢;]y = clej + ¢;cl aus
clejliv.iny = Z( )" i | i 11N, (15.18)
cicllivin) = ¢jliyirin) = 0 jliv.in) + Z M i |11 e 1 img1 oI N ), (15.19)
(c ¢j + cjeDin.in) = 6; i .in). (15.20)

60



Damit ergibt sich flir den Antikommutator

[Cj, C:»r]Jr = CjCZ»r + C:[Cj = (53",'. (1521)

Haufig arbeitet man mit orthonormierten Zustinden. Dies ist aber nicht zwingend. Falls die Zustinde

nicht orthonormiert sind, folgt
(vakle;, cf] Jvak) = (jli), (15.22)

zum Beispiel mit Erzeugungs- und Vernichtungs-Operatoren im Orts-Raum
Yi(r)vak) = |r), [H("), ¥ (@) = 6*(' —r). (15.23)

Allgemein ist dann in den obigen Formeln §;; durch (j|i) zu ersetzen. Es gelten weiterhin die Anti-
Kommutatoren (15.12 und 15.17).

15.b Einteilchen-Operatoren

Wir betrachten nochmal Gleichung (15.18). Vertauschen wir der Reihe nach 7 mit 41, ...7,,, so finden
wir

clejlivin)y = 6 liteimo1, iy img1in).- (15.24)
Falls sich also j unter den Quantenzahlen i,, befindet, so wird es durch i ersetzt. Wir betrachten nun
den Teilchenzahl-Operator. Er lautet

N =Y, (15.25)
i
denn aus
cleilivein) = (854, + 0iin )it in) (15.26)
folgt nach Summation iiber ¢
Nliy..in) = Niy..in). (15.27)

Die Anwendung des Operators N multipliziert also den N-Teilchen-Zustand mit N.
Wir betrachten nun den allgemeinen Einteilchen-Operator 7. Er wirkt im Ortsraum im Allge-
meinen als Integral-Kern auf die Wellenfunktion

T|®)= /d3r't(r1,r')@(r',rg...rN) +/d3r't(r2,r')@(rl,r'...rN)+...+/d3r't(rN,r')@(rl,m...r').

(15.28)
Mit der Transformation auf die Basis der 4
t(r,r'") = Zt”qbz(r)qb; () «<=t;; = /d3rd3r'¢;‘(r)t(r,r')¢j (r') (15.29)
[

folgt zunichst fiir den Einteilchen-Zustand

< ~ i

T|Zl> = Zti,jgbi(rl)/d37«1¢;§(r/)¢,i1 (r’) — Zti,il gbi(rl) (1530)

-~

)

Jri1

und

Tlin) =Y tisli). (15.31)
i
Fiir den N-Teilchen-Zustand gilt dann

Tliveiny =Y ti liyizin) + D tiylin, iigein) + oy (15.32)
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da der Operator auf jeden Einteilchenzustand wirkt, die anderen aber ungeindert l&sst. Daraus

schlieflen wir
T =Y ticlej, (15.33)
1,J

denn der Einteilchen-Zustand j wird stets durch ). #; ;i ersetzt.
Beispiele: Einteilchenpotential

te,e) = V()8 (r—1) = t;; = /d3r¢;‘(r)V(r)¢j (r). (15.34)
Kinetische Energie:
* h2
tiy = [ @ro1@)(- 5 816500, (15.35)
Verwenden wir speziell ebene Wellen
1
= rer 15.36
P (r) N (15.36)
so folgt
n’k>
T=Y o o s, (15.37)
k,s

wobei jetzt die Spin-Variable s (genauer die z-Komponente) wieder hinzugefiigt wurde. Dies ist die
kinetische Energie in der Impuls-Darstellung.

15.c Zwei-Teilchen-Operatoren

Die Coulomb-Wechselwirkung ist wie viele anderen Wechselwirkungen ein Zwei-Teilchen-Operator.
Wir betrachten daher jetzt seine Darstellung durch Erzeuger und Vernichter . Die Wirkung eines
Zwei-Teilchen-Operators V auf einen N-Teilchen-Zustand ist gegeben durch einen Integralkern V' mit
der Wirkung

(ri,ra..ry|V|®) = /d3r'd3r”V(r1,r2,r',r”)(}(r',r”,rg...rN)+...
= Z/d37“'d37“”V(ri,rj,r',r”)@(...ri,l,r',riH...rj,l,r”,er...) (15.38)
i<j
Wir stellen nun V' in der Basis der 7 dar

V(ry,ra,r's ey = Y Vigargrdi(r)d (r2) 85 ()65 (), (15.39)

L
LIVELRY

dann folgt

(ri,ra|Vlin,iz) = /d37“'d37“" D Vi dilr)d;(ra)di (') 65 ()
4,5,4' 5’

1

%(¢21 (r,)¢i2 (’I””) - ¢i2 (r1)¢i1 (7“”))

= S Wisii —wd,@,il%@(m)@(m)=Zm,m,@<m,m|m>. (15.40)

(] j

X

Das heif3t fiir den Zwei-Teilchen-Zustand gilt

Vlin,iz) =Y Vijiriolis ). (15.41)
'7j
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Dementsprechend ergibt die Wirkung von V auf den N-Teilchenzustand eine Uberlagerung der An-
wendung der Zweiteilchen-Wechselwirkung auf alle Paare, wobei die iibrigen Zusténde unveridndert
bleiben,

V0ivein) = Y > Vi sin loodim = i = j...). (15.42)
m<n i,j
Diese Operation wird durch Operatoren c:fc;r. cjrcy bewirkt. Zum Nachweis berechnen wir mittels (15.18)
c;[ci/c;f-cjzﬁl...ijv) = c;[cir Z5j’,in|---in = j..)
n
= (Sjﬂ‘r Z(Sj/7in |’Ln e d ’L>
n
Y Gjrin it i = i = ). (15.43)
m#n

Der Term in der zweiten Zeile kann geschrieben werden

(Sj,ir Z (Sjlﬂ'n |Zn — Z) = [C},Cir]+CIer|i1...iN>. (1544)
n

Bringen wir ihn auf die linke Seite der Gleichung, so bleibt dort vor dem Zustand |i;...ix) der Operator

CIC,’/ C;[Cj/ — [C;,Cir]JrCICj/ = CIC,’/ C;[Cj/ - CI[C;,Cir]+Cj/ = —C:»rc;[cier/ = CICECJ'/C,'/ (1545)
und damit
Z WJJ!J/CIC}C]VC@‘!|i1...iN>
1,551 5"
=3 > Vigiminlim = i = oot DY Vi i loein = foim = i...), (15.46)
m<n i,j n<m i,j

wobei wir explizit die beiden moéglichen Reihenfolgen von m und n berticksichtigt haben. Wir kénnen
nun in der zweiten Summe m mit n und i mit j vertauschen. Dann ist die letzte Summe ebenfalls eine
mit m < n, das ket ist das gleiche wie in der vorhergehenden Summe und aus V; j ;,. i, wird durch diese
Vertauschung Vj, Generell ist aber wegen der Gleichheit (Ununterscheidbarkeit) der Teilchen

byl i *
Visdiimsin = Vj,iin,im- Daher stimmen die letzte und die vorletzte Summe {iberein und wir haben
1 ot
Y= 5 Z Vi,j,ir,jrcicjcjrciz. (1547)
,5,8",5"

Beachten Sie den Faktor 1/2 und die Reihenfolge der Indices. Der Faktor 1/2 riihrt daher, dass sowohl

der Term W7j,ir,j/c:[c;r.cjrcir als auch der Term VJ-,,',J-:,irc;r.c:.rci/ cjo das ket |i'j') in das ket |¢j) iiberfiihrt.

Diese Doppelzahlung wird durch den Faktor 1/2 korrigiert.

15.d Lokales Potential

Als Beispiel betrachten wir ein lokales Potential
V(r1, 51,02, 5,1],5,Th,s5) = V(ry —12)0°(r1 —11)8° (r2 — 15)05, 51 0y 50 (15.48)

Stellen wir es in der Impuls-Darstellung dar, so finden wir

Vier 51 ka0, K, 8! K sl = 5s1,s;5s2,s'2/d37“1d37“2¢1*<1(r1)¢1*<2(1‘2)V(1‘1 —12) P, (r2) Prer (1)
1 - .y
— 551,53532,55‘/—132/d3r1d3r2e1(k1k1)-r1+1(k2k2)-rzv(r1 —1'2) (15‘49)
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Die Exponential-Funktion kénnen wir auch
ei(kll—kl)-(l'l—r2)+i(k’2—k2—k1+k’1)~r2 (1550)

schreiben. Fiihren wir nun statt r; und r, als unabhingige Variable r = r; — ry und r; ein, so ergibt
die Integration iiber r; gerade Vp6k1+k2’kr1 +K, - In der §-Funktion steckt die Impuls-Erhaltung, der
Impuls ki + k), der beiden Teilchen wird neu in k; + ko aufgeteilt. Dabei bezeichnet man

qg=k| —k; = —(ks — k») (15.51)
als den Impuls-Ubertrag. Das Matrix-Element ergibt sich dann zu

1 iq-r
Vici,51,ka 80,k 8 Kb, 5% :63173’163273’2Ev(q)6k1+k27k’1+k’27 V(a) :/dSTeq V(r). (15.52)

V(q) ist also die Fourier-Transformierte des lokalen Potentials, das sich
1
V=g S Vi@, 4 0y o Cko—asaClerras (15.53)
k1,k2,q,51,52

schreiben lésst. Speziell fiir die Berechnung fiir das Coulomb-Potential gehen wir aus von einem
abgeschirmten Coulomb-Potential (Yukawa-Potential) V' (r) = ée‘” und finden

Vig) = 62/d3rﬂ = eQ/dQ /00 rdrel(200s 9= — o2 /27r dqﬁ/1 dcos0;
r 0 0 1 (A —igcosh)?

1 1 1 4re?
e _ 15.54
T (A—iq )\+iq> A2 +q%’ ( )

was fiir A = 0 den Limes des Coulomb-Potentials liefert.

15.e Erzeugungs- und Vernichtungs-Operatoren fiir Bosonen

Wir werden uns hier vorwiegend mit Elektronen und Phononen befassen. Fiir letztere kennen wir
bereits die Erzeuger und Vernichter. Es stellt sich heraus, dass fiir bosonische Teilchen die gleichen
Beziehungen fiir Erzeuger und Vernichter gelten wir fiir Phononen. Wir wollen diese bosonischen
Erzeuger und Vernichter hier in Analogie zu denen fiir Fermionen einfithren. Zunéchst mdchte ich die
fermionische Determinante (15.1) in etwas anderer Form schreiben

—_

livinin) = = Y (=) i (aP1)Bi (aP2) - di (aPN)
P

2~ =

= —Z(_)P¢iP1 (q1)¢ip2 (qQ)'“¢ipN (QN)- (1555)
P

Dabei liuft P iiber alle N! Permutationen der Zahlen 1,2..N. (=)F ist +1 oder —1 je nachdem, ob
P eine gerade oder ungerade Permutation ist. Es hingt also davon ab, ob man die Permutation durch
eine gerade oder ungerade Anzahl von Transpositionen erhélt. Eine Transposition ist der Austausch
von zwei Zahlen der Zahlen 1 bis N. Die aus (1,2,3) entstehenden Permutationen (1,2,3), (2,3,1) und
(3,1,2) sind gerade, wahrend (1,3,2), (2,1,3) und (3,2,1) ungerade sind. Unter Pi verstehen wir die
Zahl, die durch die jeweilige Permutation aus ¢ entsteht. So ergibt die Permutation (1,2,3)—(2,1,3)
zum Beispiel P1 =2, P2 = 1, P3 = 3. Fiir Bosonen fiihren wir nun ein

i1, i in) = ﬁ;¢i1(QP1)¢i2(qP2)“-¢iN(qPN)

= = X i @)1 ) i ). (15.56)
P
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Die Vorzeichen-Faktoren (—) fallen also weg, da es sich um Bosonen handelt. Die Wellenfunktionen
sind symmetrisch
|01l i iN) = [8120im el EN) (15.57)

Fiir den Uberlapp erhilt man eine dhnliche Rekursions-Formel

(g1, J2-dmlin, iz Z%,;m (Jo- g liteim—1,0mi1--0N)- (15.58)

m

Die bosonischen Erzeuger b;f werden nun durch

bl fir..in) = |i,i1.in) (15.59)
definiert. Jetzt gilt allerdings
bIbtir..in) = |i, j,i1-in) = |, iyi1.in) = bl [ir.in), (15.60)
also kommutieren die Erzeuger
[b],b1] = 0. (15.61)

Fiir den Vernichtungs-Operator definiert als hermitesch Adjungiertes des Erzeugungs-Operators findet
man dann

Gregabilivein) = (i |blgignr) = (iinliy jrojar)™ = (i jroedarlin..in)
Z i (J1 M E1 e im 1, G 1N (15.62)
m
und
bilivin) = Y Giinliteimot,imp1-in), (15.63)
m
bilvak) = 0. (15.64)
Weiter folgt
(albib|b) = (blblb]|a)* = (b|blbl|a)* = (alb;bs[b), (15.65)
also
[bi,b;] = bib; — bjb; = 0. (15.66)
Schliefllich betrachten wir noch den Kommutator zwischen Vernichter und Erzeuger
bib;lir...in) = Z 8 ;i |11, g1 i), (15.67)
bibl|ir..in) = bjli,i1.in) = 6;i]i1...0 +25] i i i1t i1 N, (15.68)
m
(bib! — blb))|ir..in) = 8 ilir.in). (15.69)
Das ergibt fiir den Kommutator
[b;,bf] = 6;. (15.70)

Tteriert man den Ausdruck fiir den Uberlapp (15.58), so findet man
<.71.7N|7’17’N> = Z 5j1,iP16j2,iP2 "'6jN,iPN . (1571)
P

Teilchenzahl-Darstellung: Das Matrix-Element ist nur von 0 verschieden, wenn beide N-Teil-
chen-Zusténde alle Einteilchen-Zusténde in gleicher Anzahl besetzt haben. Auf die Reihenfolge kommt
es nicht an. Man kann also angeben, wie oft jeder Zustand i besetzt ist. Bezeichnet man diese
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Anzahl mit n;, dann stellt sich heraus, dass der Uberlapp das Produkt aller n;! ist, da es jeweils ny;!
Permutationen gibt, fiir die die Kronecker-Delta gleich 1 werden,

N
(iroinliviny = [[ i, ni= 6ii,- (15.72)
i m=1

Das Produkt lauft dabei iiber alle Einteilchen-Zusténde ¢ des Hilbert-Raums. Verwendet man statt
der obigen Notation, in der wir die N Einteilchen-Zustédnde auffithren, die Besetzungen, so fithrt man
die normierten Zustande, die durch alle Besetzungszahlen n; charakterisiert sind, ein

(b))
i) =] Wwak). (15.73)

Man erkennt, dass fiir diese die bereits von den Phononen bekannten Beziehungen

blomin) = Vg + Lemi + 1), biloonin) = /milon; — 1) (15.74)

gelten. Fiir Fermionen kann man diese Teilchenzahl-Darstellung auch verwenden, allerdings muss man
die Reihenfolge der Zusténde wegen der Vorzeichen genau definieren. Die Faktoren n;! spielen dann
keine Rolle, da dann nur n; = 0 und n; = 1 auftritt und 0! = 1! = 1, allerdings ist dann in (15.74)

v/n; + 1 durch /1 — n; zu ersetzen.

i
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16 Hartree-Fock-Niherung, RPA (Random-Phase-Approxima-
tion), Plasmonen

Wir suchen einen Operator A, der die Eigenschaft
[H,A] = €A (16.1)

hat. Ein solcher Operator beschreibt eine Anregung der Energie €, denn ist |®) ein Zustand der Energie
E, d.h. H|®) = E|®), dann folgt

HA|®) = [H, A||®) + AH|®) = eA|®) + AE|®) = (E + ¢)|®). (16.2)

Die Energie des Zustandes A|®) ist also um e hoher als die des Zustandes |®). Allerdings ist es nur
in idealen Fallen moglich, solche Operatoren exakt zu finden. Doch kann man niherungsweise solche
Operatoren bestimmen.

16.a Einteilchen-Anregungen in Hartree-Fock-Naherung

Der Operator c;r(  beschreibt die Hinzufiigung eines Teilchens mit Impuls Ak und Spin s. Wir berechnen

P t t 1 t t
H,c,] = Z €k, [Ch, 5, Chrs15 Cles] T ove Z ValCle, 5, Cley 5o Cle—a,52 Chy +a,51 > Cies |- (16.3)
ki,s1 kisikasaq
Der erste Kommutator ergibt
T T T T T _ .t
[ck1s1 ckhsl’cks] = Cky 5y [Ckhsl’cks]-i- - [cklslﬂcks]+ck17sl = ck1516k17k63173 (16.4)
und der zweite Kommutator
i i T _ T T
[Ck1 51 Ckosy Cka—a,52Ck1+q,s15 cks] = Oy 5, Ckos5,Cka—q,s2 [ck1 +q,s1 cks]+
T T T
- ck181 ckQSQ [ck2_qys2’cks]+ckl+qysl
R | i
- cklsl ck232 ck2fq7326k1+chk651y5
T T
- ks ck2320k1+q,516k27q,k552,s- (16.5)
Damit folgt dann
P t 1 t t 1 Pt
[H) Cks] - ekcks + 2V Z chk—qslckg,SQCkZ*ChSZ - 2V; Z chklslck+qsck1+qsl
P P
kosaq kisiq
_ P, L tt
= eC, + " Z VaCleqsCl, s: Cki+as: - (16.6)

kisiq

Dabei wurde in der ersten Summe q durch —q und ks, durch k; ersetzt und in der zweiten Summe
wurden die beiden Erzeugungs-Operatoren miteinander vertauscht. Man beachte, dass V_q = Vg4
wegen der Ununterscheidbarkeit der Elektronen gilt.

Wihrend der erste Term wieder der Erzeugungs-Operator ist, mit dem wir H kommutiert haben,
gilt das nicht fiir den zweiten Term. Wir miissen fiir diesen eine Ndherung vornehmen. Dazu iiberlegen
wir uns, dass einige Einteilchen-Zustidnde bereits besetzt sind. Das heifit, dass fiir k; unterhalb der
Fermikante die Anwendung des Operators ClT(lleklsl den Faktor 1 ergibt, wihrend er fiir k oberhalb
der Fermikante den Faktor O ergibt. Man ersetzt aus diesem Grund

f f ~ ol T T T — T f
Ck—i—qscklslcliFqsl ~ ck+qs <ck131 ck1+q51> - cklsl <ck+qsck1+q51> - 5‘1,0”1(131 cks - 5k,k1 6S,Slcksnk+qs'

(16.7)
Damit erhalten wir
1 1
[H, CLS] = (ek +V— Z Vonk, s, A Z ank-l-qS)clT(s = EEFCLS. (16.8)
P kist P q
Hartre(T—Term Fock:fTerm
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Der Hartee-Term VoN/Vp wird fiir das Elektronengas durch die Wechselwirkung mit der positiven
Tonenladung kompensiert. Analog findet man

[H, 5] = el H]' = —[H, ¢l ] ~ —ellF s (16.9)

Die Anwendung von cys ermiedrigt die Energie des Zustandes um elF.
Noch einige Anmerkungen:

a) Diese Rechnung ist nicht auf den Grundzustand beschrinkt. Fiir endliche Temperaturen hat man
nks durch den thermischen Erwartungswert zu ersetzen.
b) Wir sind hier von einem translationsinvarianten Hamilton-Operator ausgegangen. Haben wir etwa
ein gitterperiodisches Potential und rechnen mit ebenen Wellen, so wird das periodische Einteilchen-
Potential zwischen Elektronen und Ionen auf der rechten Seite der Gleichung (16.8) auch Beitrige
mit Operatoren cL +qs erzeugen, wobei G reziproke Gittervektoren sind. Dann muss erst dhnlich wie
im Abschnitt (11.b) diagonalisiert werden, was auf die Blochzustdnde fiihrt. Dabei ist zu beachten,
dass dann die Besetzungen n selbst-konsistent bestimmt werden miissen. Das fiihrt faktisch auf ein
nicht-lineares Gleichungssystem.

16.b Normal-Ordnung

Wir haben oben die Ersetzung (16.7) vorgenommen. Es gibt ein systematisches Verfahren dafiir,
das als Normal-Ordnung bezeichnet wird. Im Detail findet es sich unter http://www.tphys.uni-
heidelberg.de/~wegner/Wick Normal.ps . Hier nur einige Bemerkungen dazu. Die Normal-Ordnung
wird durch Doppelpunkte gekennzeichnet. Dabei gilt

1= 1, (16.10)
caA(ch o)+ BB(che): = a: A, e):+8: Bl o) ., (16.11)
CL A = :CLA : +Z<CLCZ> : [c;r,A]i 5 (16.12)
1
ck A = :cpA: +Z(ckc;r) e, At (16.13)
l

Sie gilt also fiir bestimmte Erwartungswerte (chl), wobei auf Grund der Antikommutator-Beziehung
dann natiirlich (ckc;r) = Oy — (c;rck> gelten muss. Dabei ist [.., A]+ als Kommutator auszuwerten fir
Monome in A mit einer geraden Anzahl von Faktoren ¢ und cf, und als Anti-Kommutator fiir eine
ungerade Anzahl derartiger Faktoren. Grob gesagrz;t wird aus A ein Faktor ¢; herausgezogen und in den
Erwartungswert (clcﬁ hineingezogen, was auf (ckcl>[c;', Al fithrt.
Zunichst finden wir

CL =: CL L oCp=:icCp: (16.14)
Man muss sich nur vorstellen, man multipliziert CL oder ¢ mit 1 =: 1 :.Dann ergibt sich obiges
Resultat, da c;r und ¢; mit der 1 kommutieren. Als néichstes betrachten wir

CLCk’ = CL OV CLCk’ : +Z<CLCI> : [c;r,ck/]i i=: chk: : —l—(cLCkI) (16.15)
1

Ahnlich finden wir
ckrc;rc = ckrc;rc : —l—(ckrcL). (16.16)

Addiert man beide Ausdriicke, so findet man
: chk: - ck/cL :=0. (16.17)

Dies ist ein Beispiel fiir den allgemeinen Satz, dass man unter der Normal-Ordnung Erzeugungs- und
Vernichtungs-Operatoren miteinander vertauschen kann und dass sich dabei nur das Vorzeichen dndert.
Eine §-Funktion tritt dabei nicht auf. Diese steckt bereits in den abgespaltenen Erwartungs-Werten.
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Der normalgeordnete Anteil : ckck/ stellt die Fluktuation des Operators chkr um seinen Mittelwert
dar.
Fiir den obigen Operator CL_‘_qscLlslclirqsl erhalten wir

i i _f . . T

ChtqsChis: Chrtasy = Ck+qs(- Chysy Chitasy * T(Cry g, Chitasi) (16.18)
I | i .. At LAt R
= 1 ChygsChysy Chitas © —  Cpg, <Ck+qsck1+qS1)+ D Chygs | <Ck1slck1+051>'

Wir haben also in der Hartree-Fock-N&herung den Fluktuations-Anteil : CL_‘_qscLlslckﬁqsl : ver-
nachléssigt.

Die normal geordneten Produkte haben noch eine weitere interessante Eigenschaft. Falls H — u/A\
eine Linearkombination von Operatoren czcl ist, dann ist der Erwartungswert im grof3kanonischen
Ensemble beschrieben durch e #(H—#N) fiir einen Operator 4 =: A : gegeben durch den konstanten
Beitrag von A.

16.c Teilchen-Loch-Anregungen in RPA
Der Operator der Teilchendichte lisst sich

Zc ¢ (ilp(r)|7) Zc ¢; 67 (r) o (r) (16.19)
ausdriicken. Verwenden wir als Basis ebene Wellen, so folgt
= > o o sl T (16.20)
Kk ,s

und deren Fourier-Transformierte schreibt sich
/d3re_‘qr Z Che s O s 7 /d3re1(k —k—a)- chsck+qs (16.21)

k' k,s
Fiir Operatoren dieses Typs wollen wir nun den Kommutator mit H bilden
(H, C;r(sck+qs] = [H, CLS]CkJrqs + c;r(s [H, ci+qs]

i 1 i
= (Ek — €k+q)Ckka+qs + — 2V V ck+q’sck131 Ck, +q’s1 Ck+qs
q’ kis1

1
~5 D Varchyeh, i s s Crar+as- (16.22)

q’,kis1

Wir haben Terme der Form cfc mit H kommutiert und neben Termen dieser Form auch solche vom
Typ c?¢? erhalten. Wir wenden daher erneut die Normalordnung an und finden
o d e 15, C = Ok, NkiqrsOss, § O C :+dg 0N cef ¢ :
k+q'sCky s, Ckit+a’s1Ck+as = k,k1"'k+q's0ssy - Ck 5, Cktqs - q’,07%k1s1 - Ckyq'sCktas -
ot . oo .
Okcr k+als1 sTketas © CieyqrsChitarst © F0aquaMctars * Ciey s, Chaa'ss -
) T .
+ const.+ : ¢y gy Ch, 5, Ckita'st Cktgs - (16.23)
Die ersten beiden Beitrage tragen zur Hartree-Fock-Energie bei, die nachsten beiden sind neu und
zeigen, dass zwischen Teilchen und Loch eine Wechselwirkung besteht. Die Konstante tritt nur fiir

q = 0 auf. Der letzte Beitrag ist der Fluktuations-Beitrag, den wir vernachlissigen. Ahnlich gehen
wir mit dem letzten Term in (16.22) vor und erhalten schliefilich

o 1 _ (MHF _ _HF . f :
[H,: ¢sctqs )] = (€k — €kra) T CesCletas
o . .’r .
+ V_p Y Valkia : ey, Charas 7 Y Valicia : Gy qsCicratars - (16.24)
klsl q’
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§ At . LAt .
+ V_p Vq/nk | CyqsCktata’s —?P V,an iy —qgsy Ckist
q’

kis1
= (8" —enlq) t ChyChias : (16.25)
+ Vip(nkJrq —ng)Vy I;Sl : c;rqslckﬁq& D— ;P (Nktq — Z 7 c;f(+q,sck+q+qrs :
) pE;) ’

Die zweite Summe ist schwierig zu behandeln. Sie wird haufig vernachlissigt. Fiir kleine q ist das
beim Elektronengas gerechtfertigt, da V divergiert.
Wir setzen nun unseren Operator A als Uberlagerung

A=Y arcl,cerqs (16.26)
k,s

mit Amplituden ¢ an. Dann folgt durch Einsetzen unter Vernachldssigung der zweiten Summe in
(16.25)

2V,
[H,A] = Z (e = et q) s Chcras + qu D (mcra —mdax Y, okras (16.27)
k k181
was mit
hw Z akc]tscks (16.28)
ks

iibereinstimmen soll, wobei hw die Anregungsenergie ist. Daraus ergeben sich die Koeffizienten-
Gleichungen fiir cLSck+qs

1
(eflF — eE}iq hw)ax + 2Vy " Z(nk""q — nxr)ax = 0. (16.29)
k/

~ J

C

Mit der zunéchst unbekannten Konstanten C finden wir

2V4

C, 16.30
e = hw+ek+q—€EF ( )
was eingesetzt in die Definition von C' auf die Gleichung
2 U - r
Vq Z Mg " ¢ (16.31)

hew + ek,+q €1

v

'

fiihrt. Dies ist die Eigenwertgleichung fiir die Anregungsenergie iw. Daraus folgt entweder C' = 0, was

ein von 0 verschiedenes aj nur fiir iw = €fIF — eE_Eq ergibt, oder C' # 0, woraus dann folgt, dass die
obige Klammer gleich 1 sein muss, d.h.
flw) = i Z e e L (16.32)
' ho+elf g —ad  Va '
folgt.
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f(w)

UVq

ho

Die Funktion f(w) hat Pole bei hw = el — eE,ﬂ_q und zwar mit positivem (negativem) Residuum
bei positivem (negativem) w, da dort gf — glf, , und niwiq — nie ebenfalls positiv (negativ) sein
muss. Zwischen diesen Polen ist die Funktion monoton fallend (steigend). Es gibt also dort jeweils
einen Eigenwert. Bei Temperatur T' = 0 erstreckt sich der Bereich der Pole iiber ein endliches Intervall,

da ein Impuls k' + q aulerhalb der Fermiflache, der andere k’ innerhalb liegen muss, oder umgekehrt.

Das fiihrtt bei gegebenem q auf eine maximale Energiedifferenz e — e[l ;. AuBerhalb kann aber
f(w) langsam auf 1/Vy abfallen, so dass diese Losung im Gegensatz zu den anderen weit von den

Energiedifferenzen e — /¥, | entfernt liegt. Dies ist eine kollektive Losung. Charakteristisch ist, dass

ax nur langsam variiert.
Diese kollektive Losung betrachten wir etwas genauer: Fiir kleine ¢ nehmen wir an, dass hw >
€l — €1y - Wir setzen noch Vg fiir das Coulomb-Potential (15.54) ein und entwickeln in Gleichung

(16.32)

4dre? 2 Z nkr+q — Ny

2 Ve hew + ek,+q — ellF
8me? 1
T %E (E > (e — ) (h)? Z — €iq) (Mg — ) + ) =1 (16.33)
k/

Nun ist ), (nk/4+q — nkr) = 0, da die Anzahl der Elektronen von der gleichen Anzahl abgezogen wird.
Den néchsten Term formen wir fiir kleines ¢ um

S —a )nera — > (a4 —afidme = ) (fg — 260 + 6y )
k’ k' wk'’
d €k’ 2 1
- ZQaQB dk/ dk’ k= ;h qaqp (m*>a6 nk. (1634)

Im isotropen Fall ist das dann gleich A%¢2N/(2m*), wobei 1/m* iiber die besetzten Zustéinde gemittelt
wird. Damit ergibt sich als Frequenz die Plasmafrequenz

, 4me’n

Wl = (16.35)

m*
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16.d Plasmonen-Erzeugungs- und Vernichtungs-Operatoren

Die Plasmonen sind Ladungsschwingungen, die ndherungsweise Bosonen sind. Die zugehorigen Erzeu-
gungs- und Vernichtungs-Operatoren kann man folgendermaflen einfiihren:

2V4Cq

Al = aq kc;f( Cktqs, Oqk = (16.36)
; : HF HF
4 zk: s hwp + €04 4 — €
mit einer Normierung Cq. Wir betrachten den Kommutator
[Ag, AL] = Z(aq,kaqr* - aq,k+qraq/,k+q)c;r(+q,sck+qs. (16.37)

ks

Fiir g = q' ersetzt man c;f(+q,sck+qs R Nktq und erhdlt

Nk4+q — Nk
[Agq, Al] = 8V2C? E
D a a-q - (hwp+€E£q—€EF)2
df(w)
_ 2 2
= AV C Vp i (16.38)

W=wp

Diesem Ausdruck entnimmt man, dass Cq = O(1/1/Vp), damit der Kommutator [Aq, Af] = 1 wird.
Man erhalt also

1
Al x T >t Ocras, (16.39)
ks
1 1 ..
[Aqr,AL] X Vp "'CL+q’ka+qs X \/—V_PAII_q, fiir q 7é q/ (1640)
ks
1 1
[Aqr,Aq] 0.8 ?P Z ---C;rch'sclﬂ-qs X \/—V_PAqJ,_qr. (1641)
ks

Speziell [Aq, A_q] verschwindet, falls nur e_x = ex. Wegen der Faktoren 1/1/Vp kénnen diese Kom-
mutatoren haufig vernachléssigt werden. Man fiihrt dann den Plasmonen-Anteil

> hwp Al Ag (16.42)
q

separat im Hamilton-Operator mit den Bosonen-Kommutator-Beziehungen
[Aq/,AL] = 5q7q’v [Aq’aAq] =0 (16.43)

ein.
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17 Dielektrizitatskonstante und Abschirmung

Wir wollen in diesem Abschnitt die Dielektrizitdtskonstante und die Abschirmung betrachten. Dazu
gehen wir aus von einer Stérung

Ul(r,t) = ueldrHiwitat L ¢ e (17.1)

Dabei beschreibt ein kleines positives a das adiabatische Einschalten der Stérung. In erster Ordnung
zeitabhéngiger Storungstheorie in u geht der Zustand

i€t 1 ks

— )k k)=——e" 17.2
exp(— ), = e (17.2)
iiber in s
ie
Yie(t) = exp(= =) (1K) + biera(t)k + @) + beq(D)k — @) + ). (17.3)
Eingesetzt in die Bewegungsgleichung
lhg;l]k = (Hy + ue'drHwttat ¢ e oy (17.4)

ergibt das bei Weglassen des Faktors exp(—iET“t)

€k|k> + (ih6k+q + bk+q€k)|k + q) + (ihi)k_q + bk_qek)|k - q) (17.5)
= k) + (ekrqbirq + ue“ o)k + q) + (ek_gqbk—q + u e @)k — q) + O(ub).

Daraus folgt dann, wenn wir b von Ordnung u ansetzen,
ihbk+q + (Ek — €k+q)bk+q = yelwttat (17.6)

mit der Losung

ueiwt+at

—hw + e — €xiq t iha”

besalt) = (17.7)

Ahnlich findet man _
u*eflthrat

= . 17.8
hw + e — €k g+ iha ( )

bi—q(?)

Daraus ergibt sich in erster Ordnung in u folgende Anderung der Ladungsdichte

2 1
oot = o3 (Imete 0 - ) f

2 . . .

= 23 (1€ + b g (VT b (el KD — 1) fi
P

k

= 223 (bera(T + bi_g(t)e 9 + ) fic + O(F)
k

= 2 (beral®) + bi_g(D) €97 fic+ c.c.
k

fk + fk eiq-r+iwt+atu +eoc
—hw + e — €xirq t+ iha hw + e — €k q— iho e

S = fira ___gelartivttat 4 o (17.9)
6k—€k+q—hw+1ha

™ =M

Beim Ubergang auf die letzte Zeile haben wir im zweiten Term der vorletzten Zeile unter der Summe
k durch k + q ersetzt.
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Beim Hinzufiigen einer Testladung (duBlerer Ladung) p, entsteht ein Potential U,. Aulerdem wird
eine innere Ladung dp induziert. p, + dp erzeugen das Gesamtpotential U. Wir haben bereits dp als
Funktion von U bestimmt. Wir bestimmen noch U = e¢ als Funktion von p

AU(r,t) = eA¢(r,t) = —4mep(r,t), (17.10)
QPU(r,t) = dmep(r,t) fir U o eqT, (17.11)
divE = 4mp, (17.12)
epdivE = divD = 47p,. (17.13)
Daraus folgt
Pa op _ dmedp 8me? fx = fxta
en(q,w) p p q?U + Ve ; €ktq — €k + hw — iha (17.14)

Dies ist die Lindhard-Gleichung fiir die Dielektrizitidtskonstante des Elektronengases. Beriicksichtigen
wir den Limes

1
lim — =P— +ind(w), (17.15)

a0 w — i w

so folgt
8me? Ji — fit
Rep(q,w) = 1+ P E . 17.16
p(a,w) > Vp o fkta ~ €k + hw ( )
8me?
Sep = q2Vp E (fk — fk+q)6(€k+q — €k + hOJ) (].7].7)
Kk

Man sieht,dass Rep(q,w) = 0 fiir die Plasma-Frequenz w = wp. Der Imaginérteil beschreibt die
Absorption durch Teilchen-Loch-Anregungen (Dampfung der elektromagnetischen Welle).

17.a Statische Abschirmung: Metall

Wir betrachten die statische Abschirmung (w = 0) in einem Metall. Wir werten dazu die statische
Dielektrizitdtskonstante

8me? fx — fitq
-1 17.18
€D(q7 + 2VP Z g — €k ( )
und zwar fiir igup = q|Vex| € kT aus. Wir kénnen dann
0
e~ fiera =~ 9 (e — 1) (1719
setzen und erhalten
8me? Bf 47re A2
0)=1 D(e =1+ — 17.20
nlan0) =1+ S50 =1+ [ D) + 5 (17.20)
mit
M\ = d7e? D(er). (17.21)

mit der Zustandsdichte (10.17) D(er) an der Fermikante. Daher ergibt sich fiir die Fourier-Transfor-
mierte von Potential und Ladung

en(4,0) - (—¢*)pq = —4mpa(a),
(_q2_)‘2)¢q = —4dmpa(q),
(A= MN2)(r) = —dmpa(r), (17.22)

woraus sich dann fiir die Punktladung p, = eé®(r) das abgeschirmte Potential ¢(r) = £e~*" ergibt. Die

Punktladung umgibt sich mit einer Abschirmungswolke. Thre Ausdehnung ist von der Gréflenordnung
1/X. Man bezeichnet diese Grofe als Abschirmlénge.
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17.b Statische Abschirmung: Halbleiter

In einem Halbleiter erhalten wir eine schwache statische Abschirmung zuséitzlich zu der Dielektrizi-
tatskonstante auf Grund von I"Jbergiingen zwischen den Béandern (siehe néchster Abschnitt). Liegt
das chemische Potential weit von der unteren Bandkante des Leitungsbandes entfernt, so kann man in
guter Niherung (Sieche Hunklinger-Enss: G1.(9.8) S. 294) f = e=#(<=#) setzen

2

8me? of 8me? 4re
«® Vp kL( 361() ¢?VpksT ;f CI2I<7BTne ( )
Ein entsprechender Beitrag kommt von den Léchern, so dass wir
4 2
A2 = dme*(ne + n) (17.24)

kBT €is0

finden. In der Regel erstreckt sich dann die Abschirmung {iber sehr viele Atomabsténde.

17.c Dielektrizitatskonstante: Isolator

Bisher haben wir die Wellenfunktionen als ebene Wellen betrachtet. Im Isolator miissen wir aber
explizit Blochfunktionen |L,k) und |V k) betrachten. Dabei steht L fiir Leitungsbander, V fiir
Valenzbander. Wir erhalten

4drre? > (f(60) = flagg) (L Kle 97|V k + q) |

ep=1+ : +(LeV). (17.25)
¢*Ve LV%s lrq — €l + Tw — iha
Mit f(ef) =0, f(6¥+q) =1 und dem Uberlapp aus (12.4)
Liq hq-pLyv
L kle 97|V, k = — : 17.26
(7 |e | ) +q> m eV — ek’ ( )
findet man fiir w =0 und ¢ — 0
16me’n? (a-pr,v)*/q 4ads
ep =1+ ’ = €a,3 . (17.27)
Eingesetzt in die Maxwell-Gleichung (17.13) ergibt das
—en@Pdg = —ATpaqs (17.28)
- anl]ﬁﬁaﬁ(ﬁq = —4A7Tpaq; (17.29)
a,B
daraus dann im Ortsraum
Oo(€a,3059(r)) = —4mpa(r), (17.30)
E=-V¢, D=¢epE, divD =4np,, (17.31)

wobei ep ein Tensor ist, der fiir ¢ — 0 endlich bleibt, wihrend man bei Anwesenheit von beweglichen
Ladungstriagern in diesem Limes eine Divergenz erhélt, wie oben hergeleitet.

17.d Plasmaschwingung mit Dampfung

Wir betrachten jetzt noch die Plasmaschwingung mit Dampfung. Zunichst sehen wir uns die Symme-
trien der Dielektrizitdtskonstante an. Wir erhalten

e ST SN Y Tl S N T T (17.32)

. . . 9
” €kt+q — €k + hw — iha - €k — €ktq + hw — iha ” €k+q — €k — hw + iha
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wobei wir beim Ubergang von der ersten zur zweiten Summe k durch —k — ¢ ersetzt haben und dann
verwenden, dass €_y = €. Daraus finden wir

ep(q,w — ia) = ep(q, —w + ia) = € (q, —w — ia) (17.33)
und damit
§R€D (q7 LU) = §R€D (q7 _w)7 %6]) (q7 w) = —gﬁD (q7 —LU) (1734)
Aus
pal) = ep(@)p() (17.35)
folgt mit
palt) =cd(t) = [ detp (), pue) = o (17.36)
™
schlief}lich

o(t) = < / a2 (17.37)

~or ep(w)

Die Hauptbeitrage rithren von w & Fwy, her. Dort findet man mit

_ alw—wp —il') w = wp, _ ORep(w) o~
€p = { a(—w —wp +iT)  w A~ — a=—>"= e all’ = —Je(wp). (17.38)
Damit findet man doeict Lot
c we'” c we'”
ty=— | ———— [ —— . 17.39
o) 2ra ) w—w, —il 27ra/w+wp—iI‘ ( )

Der Integrand hat Pole bei w = Fw, +iI'. Fiir ¢ < 0 verschiebt man den Integrationsweg nach
Sw — —oo, fiir positives dagegen nach Sw — 4o00. Dann verschwinden die Integrale. Fiir ¢ < 0 kann
man das durchfithren, ohne tiber einen Pol verschieben zu miissen. Daher ergibt sich dann p(t) = 0.
Fiir positives ¢ dagegen erhilt man zwei Polbeitriige, so dass man

0 t<0
p(t) = { %ce(iwp—l")t _ iEce(—iwp—F)t — _% sin(wpt)e_” £>0 (17.40)

erhilt. Der Imaginérteil T' beschreibt also die Ddmpfung.
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18 Effektive Paar-Wechselwirkung
18.a Elektron-Phonon-Wechselwirkung

In diesem Abschnitt formulieren wir die fiir die Supraleitung wichtige Elektron-Phonon-Wechselwir-
kung durch Erzeugungs- und Vernichtungs-Operatoren. Fiir ein einfaches Gitter konnen wir die
Elektron-Phonon-Wechselwirkung (1.4) durch die Auslenkung 7,, der Ionen darstellen

Hel—ion = Z Vél—ion(rj - R’n - nn) (181)

Dabei hat man die Vorstellung eines starren Ions. Man entwickelt nun

Vél—ion(rj -R, - nn) = ‘/él—ion(rj - Rn) _nngradr‘/él—ion(rj - Rn) (182)
N J/ (. ~~ >
zum Einteilchen—Potential der Elektronen Hei_pn

Wir driicken nun geméss (6.23) die Auslenkungen durch die Normal-Koordinaten aus

", = fz,/mm et R (ax (@) + af (~a)), (18.3)

wobei wir zur Unterscheidung von den Elektron-Operatoren die Polarisations-Vektoren der Phononen
mit e statt ¢ bezeichnet haben. Zum anderen driicken wir den Gradienten des Potentials hier fiir ebene
Wellen (aber dhnlich auch fiir Bloch-Zusténde) aus

1 I
(grad,V(r —R,))wx = ? /d3re‘(*k ) Terad, V(r — Ry,)
P

1 .
= —i(-k + k) /d3re‘<*k Ty (r — R,,)
P

= i KR / Prel K 1Ty ()
P

. ' 1
= (k' —k)e!CKHOR 1 (18.4)
Vp
Damit ergibt sich fiir die Elektron-Phonon-Wechselwirkung

i 1 h
Hel_ph = —— —
s VP n,A qzkk’ s MN 2(4))‘ (q)

e (@e' ™ (ax (@) +af (=)l ois (K = k)l iy

(18.5)
Die Summe iiber die Gitterpunkte durch n gekennzeichnet, ergibt N )" dq+k—x’,g mit den reziproken
Gittervektoren G. Damit folgt

el ph — \/7 Z “ 2(4))\ (q) ' (q - G)VG—q(GA(Q) + a’j)‘\(_q))c;r(Jrquscks (186)

Aa.k,s,G

Die Vektoren k, q und k' = q+k — G liegen innerhalb der (ersten) Brillouinzone. Falls G # 0, spricht
man von Umklapp-Prozessen. Eine Niherung, die wir hier der Einfachheit halber verwenden wollen,
besteht darin, a) bei den Umklapp-Prozessen q — G durch q zu ersetzen und b) fiir die Polarisation der
Phononen anzunehmen, dass die longitudinalen Phononen des Impulses q in dieser Richtung orientiert
sind, so dass nur diese zur Elektron-Phonon-Wechselwirkung beitragen, d.h. e(q) || q- Dann gilt

Hel—ph = Z Mqy(a(q) + aT(—q))clT(+qscks, (18.7)
q.k,s

wobei q und k iiber die ganze Brillouinzone laufen und c;r( tas = c;r( +q-Gs angenommen wird, und

VN

My=—Y2
4 Vp 2Mwlong(q)

(e(q) - q)V g (18.8)
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Die Wechselwirkung ist hermitesch, da e*(—q) = e(q), V4 = V_4, w(q) = w(—q), woraus dann

Mg = M_q folgt. Wéhlt man e(q) = %’, dann folgt —i(e(q) - q) = ¢ und My x /q.

18.b Die Frohlichsche Transformation

Frohlich hat erstmals eine Transformation von der Elektron-Phonon-Wechselwirkung auf eine effektive
elektronische Paarwechselwirkung angegeben. Er geht aus von

H = Hy+ He- phs (189)
Hy, = qu al qlq © + Zek Ckkas +Ey, (18.10)
He_ph = Z My ck+qscksaq + cksclﬂ_maJr ): (18.11)

und fiihrt eine unitare Transformation
H™ =e SHe® = H+[H,S] + = [[H S], 8]+ .. (18.12)

durch, wobei er nach Potenzen von M und S entwickelt und S = O(M) annimmt und fordert, dass
der Beitrag in O(M) zu H™ verschwindet,

1
H™ = Hy + Hey_pn + [Ho, S] + [Het_ph, S] + 5[[HO, S], S]+O(M?). (18.13)
%’_/ P

~

- L[ HeropnsS)

Aus der Forderung, dass der Beitrag in erster Ordnung in M verschwindet, ergibt sich der zweite
Beitrag zu 3[Hei—pn, S]. Wir bestimmen nun S. Der Ansatz dafiir ist dhnlich dem Ausdruck fiir die
Elektron-Phonon-Wechselwirkung,

S = Z Sa,k ck+qscksaq CLsck-i-qsaI;) : (18.14)
q,k,s

lediglich die Koeffizienten S unterscheiden sich von M und ein Minus-Zeichen steht zwischen den
beiden Termen, da S als Generator einer unitiren Transformation antihermitesch ist, wahrend die
Elektron-Phonon-Wechselwirkung hermitesch ist. Der Kommutator ergibt

[Hy, S Z Sq.k(€xtq — wq) cLJrqscksaq D= Z Sqx(€x — €ktq +wq) : ClT(ka-i-qsaL ;, (18.15)
q,k,s q,k,s

Die Forderung Hej_pn + [Ho, S] = 0 ergibt dann
My

1 (18.16)
€k — €k+q T+ Wq

Sq,k =

Bilden wir nun den Kommutator [Hei—pn, S], so erhalten wir vielerlei Beitriige, ...+ : cfcfee @ +...
cte : +eonst. + ... : atacte : +... 1 ata : +... - atatete - +... : afal - +... - aactc : +... : aa ;. Die
Beitriige ... : cfctec @ ergeben die effektive Wechselwirkung zwischen den Elektronen. ... : cfe : und
...a’a : ergeben Verinderungen der Elektronen- und Phononen-Energien.

Wir berechnen nun fiir die hier interessierende effektive Elektron-Elektron-Wechselwirkung

[Helfph, S] E M Ck+quksaq+CLka+qsa E S 1kt ck’—‘,—q S,Ckrs/aqr —CL, 1 Ck/ g’ s’aT ) ]
kl r
(18.17)
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Die hier interessierenden cfctcc Beitriige entstehen durch Kommutieren der Phononen-Operatoren.
Wir erhalten daher nur Beitrége fiir ' = q,

[Hel—pn,S] = — Z MgSax : cL+qscksclT(’s' Ctqs ¢ (ng +1—nq)
a.k,s,k',s’

) T .
+ Z MqSq k' * €l yChtasCh g qeC's' © (Mg = (1g + 1))
ak,s k’,s’

= = D (MgSaqu—q+M_qS—qu) : fiqul_quewscns:  (18.18)
Qs ks

Wir werten die Matrixelemente aus

1 1 2M2w

_MS r_ —M, S, r:—M2 — qqa )

a”q.k'—q a”—q,k a (ekr_q — € + wq + €k — €k'—q +w_q> (Gk'—q —€r)? — wg
(18.19)

Damit erhalten wir schliefilich den Frohlichschen Hamilton-Operator
HFr — HO + VFr, (1820)
v = Z V(f:li(,k’ : ClT(+qsclT(r,qs/Ck’s’Cks : (18.21)
a,k,s,k’,s’
M2w

Vakw = - (18.22)

(Ek’fq — 6k1)2 — wg ’

18.c Transformation mittels Flussgleichungen

Die Idee dieses in den letzten Jahren hier entwickelten Verfahrens besteht darin, den Hamilton-Operator
einer kontinuierlichen unitiren Transformation zu unterziehen und ihn dadurch auf eine block-diagonale
Form zu bringen,

H(l+dl) = e™ H(1)e (18.23)
was auf die Flussgleichung
dH(I
WO~ iy, 1 (18.24)

mit dem antiunitiren Generator n der unitiren Transformation fithrt. Wir bezeichnen [ als den Flusspa-
rameter. Wir starten bei [ = 0 mit dem Ausgangs-Hamilton-Operator H(0) = H und erwarten, dass
H (00) block-diagonal ist. Dazu zerlegt man den Hamilton-Operator in den blockdiagonalen Anteil H4
und den auflerdiagonalen Anteil H*. Wir geben nun ein Argument, dass dann

n(l) = [H(1), H" ()] (18.25)
eine gute Wahl fiir den Generator ist. Dazu betrachten wir

d ry\2\ __ rdHr _ rd_H
S tr((H)?) = te(H' =) = te(H' ), (18.26)

da die Spur des Produktes aus H" und H? verschwindet. Das Produkt ist nimlich auBerdiagonal.

Dann folgt weiter
d

ﬂtr((Hr)Q) =tr(H"(nH — Hn)) =tr(p(HH" — H'H)). (18.27)
Wiéhlen wir nun n = [H, H"], so folgt, da n antihermitesch ist,
d
5 T(H)?) = tr(0”) = —tr(n'n) < 0. (18.28)

Die Aufierdiagonal-Elemente nehmen also ab bis 7 = 0, also HY mit H* kommutiert. Falls wir als H¢
nur den Diagonal-Anteil behalten, so verschwindet 7 erst, wenn es nur noch Auflerdiagonal-Elemente
gibt zwischen Zustinden, die beziiglich HY9 entartet sind.
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Wir wollen dieses Schema jetzt auf die Elimination der Elektron-Phonon-Wechselwirkung anwenden
und bezeichnen als auflerdiagonal die Anteile, die die Anzahl der Phononen verindern. Daher ist die
Elektron-Phonon-Wechselwirkung der Auferdiagonal-Anteil,

H"=He_pnh = Z Mg x ck+qscksaq + c;r(sck+qsaf) : (18.29)
a,k

und der Diagonal-Anteil besteht aus Hy und der effektiven Zweiteilchen-Wechselwirkung, die wahrend
des Flusses entsteht.

HY = Ho+ Ve, (18.30)
Hy = qu : aLaq T+ Zek : c;r(sckS : +Ey, (18.31)
q Kk
%H = Z V. Jk - cil—(+qsclj‘(’7qs’ Ck’s’ Cks * (1832)
q.k,s,k’,s’

Dabei wird Vg von Ordnung M? sein. Hohere Ordnungen vernachliissigen wir, genau so wie bei
Frohlich. Wir bestimmen zunéchst

n=[HYH] = [Ho, H]+O(M? = Z Mo,k ck+qscksaq cLsckJrqsaL) 5 (18.33)
q.k,s
Mgk = (€k+q — €k — wq)Mq,k- (1834)

Wir setzen diesen Ausdruck nun in die Flussgleichung

dH
S — o, H) = [0, Ho + H') + O(M?) (18.35)
ein und finden zunéchst
[n, Ho]l = — Z (fkiq — €k — Wq)* Mgk : (c;r(+qscksaq + c;f(sck+qsa:rl) 5 (18.36)
q.k,s

woraus die Flussgleichung fiir die Elektron-Phonon-Kopplung folgt

dM,
d?k = —(extq — fk — Wq)* Mqk (18.37)
mit der Losung
2
My (1) = e (ra=ac—wa) U pp (18.38)
Nun betrachten wir noch
[7}, Hr] = Z (Mq7k77q7kr_q + M_q7k+q77_q7kr) : C;r(+qsc;r(,_qs,cklsr Cks © - (18.39)

aq.k,s,k’,s’

Dabei haben wir Terme von anderer Form, wie nach (18.16) aufgefiihrt, weggelassen und erhalten
damit die Flussgleichung fiir das effektive Potential

dV, (1
%k() = MqxNax -q+ M-_qxtqll-ak

MO x (a0 - e q - wgde (e s
+ (ek’—q — €y — wq)e_((Ek_€k+q_WQ)2+(€k’7q_€k’ _wq)2)l) , (1840)
woraus dann

€k’ — €k'—q — Wq

—q — Waq)? + (ktq — €k — Wq)?

€k'—q — €k — Wq
18.41
(er'—q = € — wq)” + (€K = €lciq — wq)2> ( )

Vateac (00) = Mg ((Ekr — e

80



folgt. Wir stellen einen kurzen Vergleich mit dem Ergebnis von Fréhlich an:

a) Die Wechselwirkung, die sich mit den Flussgleichungen ergibt, ist weniger singuldr. Im Nenner von
(18.41) steht die Summe zweier Quadrate, in dem von (18.22) die Differenz zweier Quadrate.

b) Fiir energie-erhaltende Prozesse (on-shell), das heift fiir ex4q + ex—q = €x + €k erhilt man mit
beiden Verfahren das gleiche Ergebnis.

c¢) Fiir die Supraleitung sind die Prozesse mit k' = —k wichtig (Elektronen-Paare mit Gesamt-Impuls
0 wechselwirken). Dort erhilt man

M2w M2w
vV a~d , vt = a~d ) 18.42
bk = T (g —a)? R T 0T (g — a)? (18.42)
Das Flussgleichungs-Potential ist nicht singuldr und stets attraktiv.
d) In der unitdren Transformation hat man folgenden Unterschied: Aus
dH (!
1) =vauvto, o, m) (18.43)
schliefit man auf ;
dU dU
3 —HU' + UH= = nUHUY —UHU'y (18.44)
und damit folgt fiir U(1) die Flussgleichung
du(l
% =n()U(I) (18.45)

mit der Anfangsbedingung U(0) = 1. Durch Iteration findet man

l”
U(l) =1 /dln /dl”/ A" (18.46)

Bilden wir den Logarithmus

fore) l//
S =1nU(co / Al'n(l') + X / " / A", n()] + o (18.47)
0 0

so kann man leicht nachrechnen, dass der Term in Ordnung 1 mit dem Frohlichschen —S™ iiberein-
stimmt. Der zweite Term mit dem Kommutator ergibt den Unterschied zwischen beiden Transforma-
tionen. Generell haben wir den Eindruck gewonnen, dass das permanente Anpassen des Generators
n(l) an die jeweilige Wechselwirkung H(I) zu weniger singuldren Wechselwirkungen fiihrt als die ein-
malige wie sie von Frohlich verwendet wurde. Man kann sich fragen, wieso zwei Storungsrechnungen
unterschiedliche Ergebnisse liefern kénnen. Dies liegt daran, dass wir nicht diagonalisieren, sondern
block-diagonalisieren. Die Blockdiagonalisierung ist aber nicht eindeutig festgelegt. Vielmehr kénnen
sich verschiedene derartige Blockdiagonalisierungen noch durch unitidre Transformationen innerhalb
der Bldcke unterscheiden.
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19 Cooper-Paare und BCS-Losung
19.a BCS-Grundzustand

Die Grundidee von Bardeen, Cooper und Schrieffer (BCS) war, dass sich im supraleitenden Zustand
kohérente Paare von Elektronen bilden, die einen Gesamtimpuls 0 und in vielen Fillen Gesamtspin 0
haben (Singlett-Supraleiter). Der wesentliche Anteil des Hamilton-Operators ist

v
H = ek(chk + ch_kc,k) -~ Zcch_kc,k/ckr. (19.1)
k k. k!

Dabei steht k fiir k, 1 und —k fiir —k, |. Im allgemeinen hangt die Kopplung V' von k und k' ab. Hier
wird der Einfachheit angenommen, dass V' von k und &' unabhéngig sind. Weiter wird angenommen,
dass sich die Wechselwirkung nur in einer Umgebung der Fermikante erstreckt, so dass |ex — p| <
hwp, da man davon ausgeht, dass nur Elektronen hinreichend nahe an der Fermikante dazu beitragen
und man beriicksichtigt, dass nur akustische Phononen, deren Energie bis zu i mal Debye-Frequenz
reichen, wesentlich beitragen kénnen. In der Tat finden wir (18.42), dass im Rahmen der Frohlichschen
Niherung die effektive Kopplung fiir grofle Energiedifferenzen abstofiend wird, und dass im Rahmen
der Flussgleichungs-N&herung die Wechselwirkung zwar attraktiv bleibt, aber die Matrixelemente fiir
|ex —€xr| > fiw klein werden. Der Ndherung (19.1) erlaubt uns, eine analytische Rechnung vorzunehmen.
BCS setzen nun fiir den Grundzustand

o) = H(Uk +upehel ) vak) (19.2)
k

an. Es werden also Paare von Elektronen erzeugt. Interessanterweise hat dieser Zustand keine feste
Teilchenzahl. Vielmehr sind alle Paare k und —k unabhéngig von einander mit der Wahrscheinlichkeit
u} unbesetzt und mit der Wahrscheinlichkeit v besetzt, wobei man

fordert. Dann ist der Zustand normiert

(Woltbo) = [ (up +v}) = 1. (19.4)

k

Mit diesem Ansatz erhilt man die Erwartungswerte

V) = 2) 4, (19.5)
k
v
(H—pN)y = 2 Z(ek — p)vi — N Zukvkukrvk/. (19.6)
k k,k’
Wir wollen nun die uj und v, unter der Nebenbedingung (19.3) variieren. Am einfachsten setzen wir
U = COS ¢k, VE = sin ¢k (19.7)

an. Dann konnen wir die Winkel ¢, unabhéingig variieren,

ag%(H — uNy = 4(ex — p)ugvg — % ;ukrvk/ (ui — v}). (19.8)
Mit der Abkiirzung
A= % %: U Vg (19.9)
folgen dann die Gleichungen
(1 = 1)+ 20w, = A (1 = 2). (19.10)
sin(2¢r) cos(2¢1)
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Diese Gleichungen haben immer die triviale Losung

A=0, up=1uv,=0 fiir e > pu,

up = O,Uk =1 fir ex < p. (1911)

Dies entspricht dem Hartree-Fock-Zustand, in dem die Elektronen bis €, = p aufgefiillt sind. Daneben
gibt es auch noch die nicht-triviale Losung A # 0 mit

A —
2upuy, = . up —vp = &K ) (19.12)
B (e hp N (e P
wobei dann A der Gleichung
v A
=—= 19.13
QN;VA2+(€1«—M)2 (19.13)
geniigen muss. Mit der Zustandsdichte D(e) fiir die Elektronen fiithrt dies auf die Gleichung
A d - W
/ ) — mit V= <V =T,V (19.14)
hwp \/ € — + A2

da die Zustandsdichte auf das Volumen Vp und nicht auf die Zahl der Gitterpunkte N bezogen ist.
Fiir iwp > A und der Ndherung D(€) ~ D(er) fiihrt dies auf

2

A = 2hiwpe PRIV, (19.15)

Wir miissen jetzt betrachten, ob diese BCS-Losung auf eine niedrigere Energie fiihrt,

(H = pN)pes — (H = pN)normal = Y ((er — 1) (207 — 260(p1 — €x)) — Augoy) (19.16)
k

Die Summanden sind negativ, denn aus

N2=1- kK (19.17)
Jeo— 7+ &7

folgen die Summanden
eopfia?/2 <0 fir e>p

€— b — =
Viepis (19.18)

u—e_(f(éu)u;iA/i<0 fiir €< p,
da
2 + A%)2 o (@202, A4 0.1
|w|<ﬁwegenm <W—ZII +m ( . )

Fiir A < hwp folgt eine Energieabsenkung um AE = —D(ep)A2/4.

19.b Anregungen

Fiir das Vakuum gilt, dass die Anwendung des Vernichtungs-Operators 0 ergibt, cxs|vak) = 0. Ahnlich
kann man fiir den BCS-Zustand einen Vernichtungs-Operator « bilden, so dass a|yy) = 0. Es ist
namlich

(vlc;r + ugc_p)|to) = H(uk + vkczctk) (vlc;r + uge—y) (ug + vlcl )|vak) (19.20)

ey ~~
(u;vlc;r —u;vlc;r)\vak)zo,

dhnlich
(—vlctl + uiep) o) = 0. (19.21)
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Man definiert daher die Operatoren

Q_p = upC_p + vkc;rc — atk = ukctk + vpcp, (19.22)
Qp = UpCL — vch_k — O‘L = ukCL — VRC_}. (19.23)

Man tiberpriift nun
ok, a]y = fag, amply = lacp, acilifof, ol ]y = [af, ol L] = [T 4,0l 0 =0, (19.24)
lar, ol 1y = la kol ] =0, [ak,ol )y =lawal Wl =6 (19.25)

Es gelten also fiir die Operatoren a die fermionischen Vertauschungs-Beziehungen. Wir kénnen die
Beziehungen nach den urspriinglichen Elektron-Operatoren auflsen,

CL = Ukaz tURQ -k, — Cp = UpQp + vko/'_k, (19.26)
'y =ual y —vean, = ek = wpag —vral. (19.27)

Daraus ergibt sich dann fiir die Teilchenzahl-Operatoren und die Erzeuger und Vernichter von
Paaren

czck + ctkc_k = (ul - vz)(azak + atka_k) + 2ukvk(a£atk +a_gay) +2v7,  (19.28)
clctk = uialatk —via_pag + ugop (1 — azak — atka_k), (19.29)
ce = ula_jop — Ufa;raf_l + w1 — a;ral — af_la,l). (19.30)

und damit fiir den Hamilton-Operator

v
H—-uN = QZ(ek — u)vi — N Zukvkulvl
k kil

+

2V
Z ((ek — ) (ui —v3) + URVE ZWW) (aLak + af_ka,k)
1

k

v
+ Z (ek — @) 2upvy — (ui — v,%)ﬁ ;ulvl> (azatk + a_pay)

k
+ O™ +aBa+a?a? + afa® + o). (19.31)
(Terme der Ordnung O(1/N)afa, O(1/N)afal und O(1/N)aa, die im thermodynamischen Limes

vernachliissigbar sind, wurden weggelassen. Mit der Forderung (ex — p)2ugvy = A(ui — v7) reduziert
sich der Hamilton-Operator auf

H—uN = zk: m(azak + ozf_ka,k) +2 Xk:(ek — p)vir — % ; upvpu, + O(admat=m),

(19.32)
die anomalen Terme aLak +a£ «0— fallen dann weg. Fiir den BCS-Zustand betrégt die Einteilchenan-
regungsenergie /A2 + (e, — pu)2 > A, es gibt also ein Energieliicke A fiir das Hinzufiligen eines Elek-
trons. Andert man die (mittlere) Elektronenzahl nicht, so bendtigt man zwei Erzeuger of, so dass fiir
derartige Anregungen (z.B. optische) eine Energieliicke von 2A auftritt.

19.c Sprungtemperatur

Wir verwenden, dass das grofkanonische Potential G(p') = E — uN — T'S fiir einen beliebigen statis-
tischen Operator p' groBer ist als G(p) fiir die tatsichliche Gleichgewichtsverteilung p oc e #(H—1N)|
d.h. man kann fiir p' ein Variationsverfahren durchfiihren, bei dem G(p') minimiert wird, um eine
Néherung fiir p zu finden. Dazu setzen wir

o 0B Zk a(alartal o) (19.33)
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an und variieren é, und ¢y, (19.7). Es folgt dann

(H—pN)y =2 (e — ) (uf — vp) f(ér) +2D_(ex — p)vf — % (Z ugvg (1 — Qf(ék))> . (19.34)
k k k

Wir definieren v
A= Zk:ukvk(l —2f(é)). (19.35)

Dann erhalten wir, da die Entropie S nicht von den ¢ abhingt, sondern auf Grund der Darstellung
(19.33) nur von den ¢,

0G _ O(H — uN)

9% _ = (e — wuror(1 - 2f(6)) — 2802 — ) (1 = 2/(@)) = 0. (19.36)
et Obr
Daher gilt wie bisher Gleichung (19.10)
2(er — p)urvr = A(uj — v}). (19.37)

Weiter finden wir
oG of (ér) 0S
= -T =0. 19.38
9¢ FEr T (19:38)
Hitten wir es mit dem konventionellen Einteilchen-Problem zu tun, dann stiinde in der groflen Klammer

er, — p und die Losung wire dann die exakte €, = € — u. Daher ist die grofie Klammer von (19.38)
gleich €,

2 ((ex — p)(uj, — vj) + 2Augvy)

ér = (ex — p) (uj, — v) + 2Auvy, (19.39)

woraus mit (19.37) wieder die Anregungsenergie

€ = VA% + (e — p)? (19.40)

folgt. Lediglich der Ausdruck (19.35) fiir die Liicke A ist bei endlicher Temperatur von der bei Tem-
peratur 0 verschieden. da éj positiv ist, ist bei T = 0 f = 0. Bei endlicher Temperatur ergibt sich
aber jetzt

VA 11—eP%
2N k €r 1 +eBé’
Die unterklammerte Funktion ist fiir positives € eine monoton fallende Funktion von €. Daher gibt es
eine nicht-triviale Losung nur, falls

Vv 1 1—eBleoul VD) [ del—e P
— = —— > 1. 19.42
2N zk: ler — p| 1+ e Blex—nl 2 /0 € 1+4ehe > ( )

A (19.41)

Daraus folgt, dass die Sprungtemperatur T, das heif}t die Temperatur bei der die supraleitende Phase
einsetzt, gegeben ist (mit z = B¢) durch

¥ Tp/T. _ Az
VD) / delze” (19.43)
0

2 T 1l4+e®
Das z-Integral ergibt fiir groes Tp /T, ungefihr 0.13 + In(7Tp /T¢). Daraus folgt dann
A(0)
kg
Wir bemerken noch, dass eine genauere Untersuchung der Gleichung (19.41) fiir Temperaturen etwas
unterhalb T, das Anwachsen der Liicke mit einem Wurzelgesetz ergibt

T ;
A(T) ~ 3.06kgT. /1 — 7 fiir T<T.. (19.45)
(¢
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19.d Erganzungen

Wir haben hier mittels der Ndherung (19.1) fiir die Paar-Wechselwirkung demonstriert, wie es zu
einem Zustand kommt, dessen Energie niedriger als die Hartree-Fock-Energie ist. Im Allgemeinen hat
die Paarwechselwirkung keine solch einfache Form. Praktische Rechnungen werden mit realistischeren
Paar-Wechselwirkungen durchgefiihrt. Dabei ist die Frohlichsche Ndherung wenig geeignet, obwohl
sie in der Entwicklung der Theorie eine wesentliche Rolle gespielt hat. Tatséchlich kann man die
Elektron-Phonon-Wechselwirkung besser eliminieren. Ein allgemein anerkanntes Verfahren ist das von
Eliashberg, das auf eine retardierte Paar-Wechselwirkung fiihrt. Mit den Flussgleichungen haben wir
eine instantane Wechselwirkung erhalten. Andreas Mielke (Europhys. Lett. 40 (1997) 195) hat nach
beiden Verfahren die Sprungtemperatur berechnet und gefunden, dass nur Unterschiede von wenigen
Prozenten auftreten.

Schlieflich kommen wir noch einmal auf die Normalordnung aus Abschnitt 16.b zuriick. Dort hatten
wir die Normalordnung mittels Erwartungswerten (cfc) und (cct) eingefiihrt. Tatsdchlich haben wir
(fiir T = 0) neben (vgl. (19.27-19.29)

(chen) = (clyen) =0k, (enel) = (cwel ) =u} (19.46)
auch anomale von 0 verschiedene Paar-Erwartungswerte
(CLCT,,) = —(ctkcb = upvg, (c_pck) = —(CpC_p) = UpUL. (19.47)

Damit erhilt man zum Beispiel nicht nur

czck = ckck +vk, ctkc_k =: ctkc_k : +v,€ (19.48)
sondern auch
clctk =: clctk D URVE, C_pCr =: C_pCh @ +URV. (19.49)

Fiir den Hamilton-Operator erhilt man dann

v
H—-uN = ;(ek — u)(ckck +cf ! W C—k +v3) — N kz ckc e T UrUE) (CoprCrr + uprvpy)

2Zek— ——(Zum>2

+ Z ((ek — ) (chk + cT_kc,k) —A: (cch_k + c_pcp) :) +:0(cfetec) - (19.50)
k

Die Terme : O(cfcfee) : werden jetzt vernachlissigt. Der konstante Term ist die Grundzustandsenergie.
Unter Beriicksichtigung von e, —pu = (u? —v3)éx, A = 2upvgéx mit &, = /((ex — u)? + A? erhilt man
fiir die Anteile mit cfe, ¢fet und cc

> én(afor +al jay) (19.51)
k

wie in (19.32). Die Rekursions-Formeln (16.12 und 16.13) sind nun zu verallgemeinern zu

cL:A: = A +Z (crer) cl, ]+ : +Z [, A+ =y (19.52)

e, A = :cLA: +Z ckcl [er, Ay +Z crer) cl, | P (19.53)

Dabei sind zuerst die Kommutatoren auszuwerten, so dass aus Monomen von A, die vom Grade m in
¢t und ¢ sind, solche vom Grade m — 1 werden.
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20 Elektrodynamik des Supraleiters

20.a Dauerstrome

Landau hat folgendes Argument fiir Dauerstrome gegeben: Er betrachtet einen Kristall der Masse M,
der sich mit der Geschwindigkeit v bewege. Ein Elektronengas bewege sich im Beobachtungssystem
mit Geschwindigkeit 0. Reibung wird nun die Geschwindigkeit des Kristalls verringern und gleichzeitig
das Elektronengas beschleunigen. Dies geschieht durch Erzeugung von Anregungen im Elektronengas.
Anregungsenergie und Impuls seien Ey und k. Dann muss gelten

M 2 M 2
=5+ B, Mv =MV 4Tk, (20.1)
wobei, v/ die Geschwindigkeit nach der Anregung ist. Eliminiert man v’ so bleibt
nk?
hk - v = FEy. 20.2
v Yi + bk ( )

Fiir eine makroskopische Masse kann der 1/M-Term vernachléssigt werden. Der niedrigste Wert von
v, der diese Bedingung erfiillt, ist die kritsche Geschwindigkeit

Ey
ve = Minimum von —=. (20.3)

hk

Fiir den Supraleiter ist das etwa A/(fikr), da an der Fermikante die Anregungsenergie am geringsten
ist.

20.b Meissner-Effekt und London-Gleichung

1935 wurde von F. und H. London phinomenologisch vorgeschlagen, dass in einem Supraleiter die
Stromdichte durch

c
j=——% 20.4
VTS (20.4)

gegeben ist. Der Vorschlag erscheint zunachst ungewdhnlich, da man iiblicherweise die Beziehung
j=ocE (20.5)

mit der elektrischen Leitfahigkeit o und der Feldstarke E hat. Ausgangspunkt dafiir ist folgende
Uberlegung. Falls kein Bremsmechanismus vorhanden ist, erwartet man nach Newton

dj/dt = pi = nge?/mE = —nge?/(mc)A, (20.6)

wobei angenommen wird, dass man in einer Eichung arbeitet, in der das Potential ® = 0 ist. ng ist dabei
die Dichte der supraleitenden Ladungstriger. Integration nach der Zeit ergibt (20.4). Wir werden unten
zeigen, dass diese Beziehung im supraleitenden Zustand besteht, wollen aber erst ihre Konsequenz
betrachten. Hierbei ist auch zu beachten, dass London eine bestimmte Eichung vorausgesetzt haben,
die insbesondere divA = 0 und das verschwinden der Normalkomponente von A an einer Oberflache,
durch die kein Strom tritt, forderte. Aus (20.4) folgt

rotj = —ﬁB (20.7)
und mit der Maxwell-Gleichung
rotB = 4{3 (20.8)
folgt
rot rotB(r) = —iB(r) oder — AB(r)= ! B(r). (20.9)

AL AL
Daraus folgt, dass es im Supraleiter kein homogenes Magnetfeld gibt. Vielmehr fillt ein an der
Oberfliche eines Supraleiters parallel anliegendes Magnetfeld im Inneren exponentiell ab, B(z) =
B(0)e */*t. Man bezeichnet \;, als die Londonsche Eindringtiefe. Gleichzeitig bewirkt dieser expo-
nentielle Abfall einen Strom an der Oberflache, der das Magnetfeld abschirmt. Ein Supraleiter ist ein
perfekter Diamagnet.
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20.c Storungstheorie

Um die London-Gleichung mikroskopisch herzuleiten, miissen wir untersuchen, welchen Strom ein
Vektor-Potential erzeugt. Dazu fiihren wir eine Stérungstheorie in A durch und betrachten zunéchst
das generelle Schema der Storungstheorie. Sei

H(t) = Ho + H'(1) (20.10)

der Hamilton-Operator Hy mit einer zeitabhingigen Stérung H'(t). Wir bestimmen nun die Verdnderung
der Dichtematrix p auf Grund dieser Storung in erster Ordnung in H'. Wir setzen an

p(t) = po +p'(t). (20.11)

Dabei beschreibe py einen Gleichgewichtszustand zu Hy. Wir betrachten nun die von-Neumann-
Gleichung
ihp(t) = [H(L).p(t)], (20.12)
(1) = [Hoop (O] + [H'(8), po). (20.13)
Beim I"Jbergang von der ersten zur zweiten Zeile haben wir beriicksichtigt, dass pp mit Hy kommutiert,
da po ein Gleichgewichts-Ensemble zu Hy beschreibt. Weiter haben wir den Kommutator [H'(t), p'(t)]

vernachldssigt, da er bereits von zweiter Ordnung in der Stérung ist. Wir lésen nun (20.13). Dazu
fithren wir die Heisenberg-Operatoren ein (sie 16sen die homogene Gleichung fir p'.)

ﬁl(t) — eiHot/hpl(t)e_iHot/h, gl(t) — eiHot/hHl(t)e_iHot/h. (2014)

Mit diesen Operatoren reduziert sich Gleichung (20.13) auf

ihp (t) = —[Ho, p'] + ihel ot/% ! (£)e T 1HOt/™ = [H'(£), po] (20.15)
mit der Losung
i [t .
Py = —= [ dTH' (), pol, (20.16)
. t
Pt = —% dt'e " iHOt/R[F (11, poletHot/M. (20.17)

Fiir den Erwartungswert eines Operators C' zur Zeit ¢ ergibt das

t

(@) = (©t)~ 5 [ Aex(CeTTA W), ple )
= (-5 [ AaCOUE).pm)
= (Ol -3 [ e, e, (20.18)

wobei der Index ¢ angibt, dass die Auswertung mit der Gleichgewichtsgesamtheit po erfolgt.

20.d Herleitung der London-Gleichung

Wir wollen dies nun auf den Strom in einem Supraleiter anwenden. Wir gehen aus von einem
zeitabhéngigen Vektorpotential A und fragen nach dem daraus resultierenden Strom j.
In (16.20) hatten wir fiir die Ladungsdichte die Darstellung

(& (k!
p(r) = ™ Z eilk _k)'”cLsckzs (20.19)
k., k', s
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gefunden, wobei wir jetzt die Ladung e mit beriicksichtigt haben. Fiir die Stromdichte erh&lt man
zunichst

. eh k + kl (k' —k)-r
Jo(r) = i kzk; 5 e (k'—k) c;r(sckrs. (20.20)
) S

Fiigt man noch ein Vektorpotential hinzu, so erhilt man den zusétzlichen Term

e
j =—-— Af(r). 20.21
ja®) = ———p(r)A(r) (20.21)
Wir wollen nun betrachten, was ein zeitabhéngiges Vektorpotential zum Strom beitrdgt. In erster

Ordnung in A erhalten wir zunéchst den Beitrag

62’!7,

j =——A(r). 20.22
Ga)a =~ A (2022)
Ein weiterer Beitrag ergibt sich aus der ersten Ordnung Storungsrechnung. Wir setzen dazu A(r) =

Aoel?T an und finden die Stérung

1 . eh q
H' = —E/dBTJO(r) Ar) = -—— > (k—3) Aocl e qs- (20.23)
Damit erhalten wir fiir jo
62h k” + kl P " q
s S a2 TR ik =K")r k— 3. A
{o(r))a 1m2ch Z 2 e (( 2) 0)
K,k k' 5,8/
t
X / At ([e g (s (1), () as ()], (20.24)

wobei angenommen wird, dass fiir A = 0 kein Strom fliefit, also (jo(r))o = 0. Wegen der Translations-
Invarianz erhélt man nur Beitrage fiir k" + k = k' + k — q. Das erlaubt k" = k'’ — q zu setzen.
Damit reduziert sich %ei(k’_k”)"’ =(k'— %)eiq'r. Bei der Berechnung des Kommutators ist nun zu
faktorisieren. Dabei gibt es zwei Moglichkeiten zu kontrahieren und zwar mit a) k" =k — q, k' =k,
s'=sund b) k" = -k, k' =q —k, s’ = —s. Damit bleibt dann

Go(r)a = imﬁbfp e'dT kZ(k - %)((k - g) - Ao) _too dt' (K + K>), (20.25)
Ki = (oDl as(t))o (fs (1), ()0
— (Gas ()l _qo (D)0 (Ey (#)éres (D)o, (20.26)
Ky = (el (el (1))o (Eats(B)iqs())o
— (e ()0 (Gras(t)eqr—s())o- (20.27)
Zur weiteren Auswertung gehen wir auf die Operatoren «, (19.26,19.27) iiber und erhalten zum Beispiel
(et (B)ey ()0 = ((urdin(8) + vpal L (0) (urdl () + vedr(t')))o. (20.28)
Mit
al(t) = e t/hal  ap(t) =e oy & = /(er — p)? + A2 (20.29)
folgt dann
(Eres (D), (#))0 = up (1 = f(&x))el* =0/ 0 £ (& )eix =)/, (20.30)
Wir fithren die Abkiirzungen
u=ux, U =ukx q v=vk, v =0Uk_q (20.31)
F=F&), f'=f(ueq), ex=e =0/ o — Hacalt'=0/h (20.32)
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ein. Dann folgt

Ky = (u?fel +0v”(1~ fel)(u®(1~ fles +v*fe-)
(W?(1 = fel + v el ) (u”fes +v*(1 = fle-), (20.33)
Ky = wu'v'(feo — (1= fleg)((1—f)e — fel)
— wu'v'((1 = fle— — fey)(f'ely — (L= f)el), (20.34)

wobei beide Spineinstellungen das gleiche Ergebnis liefern. Geordnet nach den Faktoren e und e’ erhélt
man

K1 +K> = (epel uwv'+e_e u'v)(uv' —u'v)(1—f—f')+(ere_uu'—e_e! vv") (wu'+vu")(f' = f). (20.35)
Beriicksichtigt man das Zeitintegral (w,w’ = +1)
t t ] ’ ] h
i/ dleye! , = i/ dteiwer(t =0 mtivacg=t)m - N (20.36)
o w PN wek + w’ék,q
wobei wir wieder angenommen haben, dass die Stérung langsam eingeschaltet wird, so folgt schliefllich

(u'v —wo)? (A= f = f1) | (' +v0)*(f' = f)

€k + €x— q €k — ék,q

.t
z / dt' (K, + K») = (20.37)
h)
Wir betrachten nun den Limes ¢ — 0. In diesem Limes wird v’ = u, v' = v, so dass der erste Term
verschwindet, da der Nenner mindestens gleich 2A ist. Beim zweiten Term ist uu' 4+ vv’ = 1 zu setzen
und ék’i gkf wird durch die Ableitung —‘;—’g ersetzt.

—qa

. t d
% / At (K1 + K») = d’f . (20.38)
Damit finden wir schliefllich
. e2h? d
o (r))a = "“Zk k- Ag) (-, (20.39)

m2cVp

Mitteln wir nun iiber alle Richtungen, dann wird k(k - Ag) ersetzt durch Agk?/3, und wir erhalten

Go(r))a = A(r) —- 2h2 Qi 34;/ dkk4< d€k> (20.40)

Damit finden wir )

G(r)a = (a @) +o(r)) = —— Ar)n, (20.41)

mc

2
e =n — 2 4” / dkk4< ) (20.42)
dek

wobei man ng als die supraleitende Dichte bezelchnet. Im supraleitenden Zustand tragt der zweite
Term bei der Temperatur 0 nicht bei, da f fiir alle k-Werte gleich 0 ist. Im normalleitenden Zustand
setzt man |e — p| fiir € ein oder, da die Ableltung von f symmetrisch im Argument € — p ist, auch

mit

. i d
einfach € — y. Dann findet man mit G- dk sk
2 Am

Im normalleitenden Zustand heben sich also die Beitriage weg. Tatséchlich fallt ng von der Temperatur
0 bis zur Sprungtemperatur 7, monoton auf 0 ab. Die Londonsche Eindringtiefe ergibt sich dann zu

c m

AL =

. 20.44
47mng ( )
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21 Hubbard-Modell

Bisher haben wir fiir die Elektronen das Bandermodell zu Grunde gelegt. Die Wechselwirkung zwischen
den Elektronen haben wir nur als Hartree-Fock-Potential wie auch fiir die dielektrischen Eigenschaften
im Rahmen der RPA beriicksichtigt (Abschnitt 16 und 17). Tatséchlich hat die abstoBende Wech-
selwirkung zwischen den Elektronen weitreichendere Konsequenzen, da sie zu starken Korrelationen
(oder Anti-Korrelationen) im Festkorper fiihrt. Dieses Gebiet der starken Korrelationen ist zur Zeit
ein wichtiges Forschungsgebiet in der Festkérperphysik.

J.Hubbard (und zur gleichen Zeit unabhingig auch J. Kanamori und M.C. Gutzwiller) haben
1963 ein Modell zur Beschreibung von stark korrelierten elektronischen Systemen vorgeschlagen, das
heute Hubbard-Modell genannt wird. Sie nehmen an, dass ein wesentlicher Effekt der Coulomb-
Wechselwirkung in einer Abstossung von zwei Elektronen am gleichen Gitterplatz besteht. Sie fligen
daher zu dem Einteilchen-tight-binding Hamilton-Operator

Hin=— Y tr, RoCh(R1)cs(R2) (21.1)
Rl,Rz,s
noch eine Abstoflung hinzu,
Hy =U Y np(R)ny(R) (21.2)
R
mit den Teilchenzahloperatoren
ny(R) =l | (R)ey | (R) (21.3)

am Ort R hinzu.

21.a Mott-Metall-Isolator-ﬂ'bergang

Dieses Modell wurde zunéchst eingefithrt, um zu verstehen, dass ein System mit einer ungeraden
Anzahl von Leitungselektronen pro Elementarzelle ein Isolator sein kann. Man wiirde erwarten, dass
solch ein System ein Metall ist, da die Bénder auf Grund der Kramers-Entartung jeweils zweifach
entartet sind (siehe Abschnitt 12.d). Daher ist das oberste Band dann nur halb gefiillt und sollte
daher metallisch sein. Der Grund fiir das isolierende Verhalten liegt in Folgendem: Wir nehmen
an, das Band sei halb gefiillt. Dann werden sich bei starker Abstoflung U die Elektronen aus dem
Weg gehen. Jeder Gitterplatz ist einfach besetzt. Nimmt man nun ein Elektron weg, so wird man
eine typische Bandenergie der Gréflenordnung +¢z gewinnen, wobei z die Koordinationszahl, also die
Anzahl der nichsten Nachbarn ist. Fiigt man dagegen ein Elektron hinzu, so muss man nicht nur die
Energie +tz aufwenden, sondern zusétzlich noch die Energie U, da das Elektron sich nur auf an einem
schon von einem Elektron besetzten Ort bewegen kann. Damit erhélt man fiir die Valenz-Elektronen,
grob gesagt, ein Band von —tz bis +tz, fiir die Leitungselektronen dagegen von U — tz bis U + tz.
Falls U > 2tz, tritt eine Energieliicke auf. Man spricht daher von dem unteren und dem oberen
Hubbard-Band und spricht von einem Mott-Isolator.

21.b Pauli-Paramagnetismus und Stoner-Kriterium

Wir wollen uns nun ansehen, wie das System auf ein dufleres Magnetfeld reagiert. Dazu schreiben wir
den Hamilton-Operator mit einem dufleren Feld

H—pN = (ac— pef,ces +U D ny(R)ny(R) — usB Y sna(R). (21.4)
ks R R,s

Dabei haben wir den g-Faktor gleich 2 gesetzt. Wir erwarten, dass bei Anlegen des dufleren Feldes die
Elektronen mit Spin nach oben und die mit Spin nach unten unterschiedliche Besetzung haben und
setzen daher unterschiedliche Erwartungswerte ny und n) an. Fir den Erwartungswert des Hamilton-
Operators erhalten wir

(H — puN)y = Z(ek — pu— pBs)nks + UNgngn, (21.5)
k,s
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mit

1
ns = > s (21.6)
k,s
Durch Ableiten des groflkanonischen Potentials erhalten wir
dG ds
=ex—p—pupBs+Un_g —T—— 21.7
dngs €&k — [ — UBDS +Un_g dnks ( )
woraus wieder
nks = flex —p—ppBs +Un_;) (21.8)

folgt. Wir betrachten nun die Magnetisierung
N,
M = pp==(ny — ny) (21.9)
Vp

und die Suszeptibilitit

X:dM_u_B dsmics de <

d
- = 211
dB W ks dB V% €k 4B ) ( 0)

Ausgehend vom nicht magnetisierten Zustand lisst sich das in

CEEE)CEE(E)

umformen. Man beobachtet, dass sich fiir niedrige Temperaturen die Summe
Z = —D (er) (21.12)
dek

durch die Zustandsdichte an der Fermikante ausdriicken lisst. Damit folgt fiir die Suszeptibilitdt mit
U=WU/N; =V,U

2D
= ”’317(@) (21.13)
Siehe Hunklinger-Enss: Pauli-Paramagnetismus Abschnitt 7.2 S. 211-212 fiir U = 0 . Solange
1.
§UD(eF) <1, (21.14)

ist das System paramagnetisch. Wenn dieses nach Stoner benannte Kriterium nicht erfiillt ist, das heif3t
bei groflerem U oder groflerer Zustandsdichte, ist die Lésung M = 0 bei B = 0 nicht stabil.Das System
wird ferromagnetisch. Voraussetzung ist, dass es nicht noch leichter in einen anderen Ordnungszustand
iibergeht.

21.c Antiferromagnetismus

Tatséchlich zeigt das Hubbard-Modell eine Reihe weiterer interessanter Eigenschaften. Eine dieser
Eigenschaften ist, dass es bei halber Fiillung antiferromagnetische Ordnung aufweist, falls es sich um
ein paares Gitter handelt, d.h. falls es sich in zwei Untergitter A und B aufteilen ldsst, so dass alle
nichsten Nachbarn von Gitterpunkten aus A Gitterpunkte in B sind und umgekehrt. Ein quadratisches
Gitter hat solch eine Eigenschaft. Markieren wir die Gitterpunkte abwechselnd weifl und schwarz wie
bei einem Schachbrett, so haben wir die beiden Untergitter gekennzeichnet. Auch ein einfach kubisches
Gitter und ein kubisch-raumzentriertes Gitter haben diese Eigenschaft. Dagegen hat ein Dreiecksgitter
und ein kubisch flichenzentriertes Gitter diese Eigenschaft nicht.
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Wir wollen diesen Antiferromagnetismus jetzt betrachten. In diesem Antiferromagneten sind ab-
wechselnd an den Gitterpunkten mehr Spins nach oben oder nach unten. Wir setzen daher an

1
(ns(R)) = 3 (n 4+ mse' PRy, (21.15)
wobei der Wellenvektor qp so gewéhlt ist, dass
gi0R { _11 %i% (21.16)

gilt. Fiir ein quadratisches Gitter mit Gitterkonstante a gilt qo = (%, Z), fiir ein einfaches kubisches
Gitter (sc) go = (%, Z,Z) und fiir ein raumzentriertes kubisches Gitter (bcc) qo = (2%,0,0). Damit
formen wir um

neRny(R) = (14(R) + 5(n + me ™)y (R) + 5 (n — me ™))

= i(n2 —m?) + % Z(n —mse R n (R): 4+ :np(R)n (R):  (21.17)

8
Beachten wir noch, dass
. 1 . ,
> A R)e(R)e R = A Y o KFOR N Vel on b wano = D choicrae,  (21.18)
R R.k,k’ Kk k

dann erhalten wir fiir den Hamilton-Operator bei Vernachlassigung der : nn :-Terme

Un

Um
H-—uN = Ey+ Z(ek -+ 7) Cel ek EERDILE ol Chraos (21.19)
k,s k,s
UN,
E, = Z(ek — )nks + Ts(n2 —m?) (21.20)
k,s
mit

1 1 1 o R 1 ;

=N Z(ns( - N Z ClsCks)y M = A Z se (ns(R)) = A Z S{ChsChtqos)- (21.21)
SR,s k,s S R,s S k,s

Bevor wir diese Gleichungen 16sen, beachten wir, dass wir nur Hiipf-Matrix-Elemente zwischen den
Untergittern A und B haben. Daraus folgt fiir den Einteilchen-Hamilton-Operator

= " tr,—rocf (Ri)e(Ra) = ) enclex (21.22)
mit _
== tge*® (21.23)
R

(R1—Ro) —

Da zwischen verschiedenen Untergittern eido’ —1, folgt dann

€k+qo — —€k- (2124)

Wir zerlegen nun die Brillouinzone in zwei Anteile, so dass in einem der Vektor k, im anderen k+qq liegt
und bezeichnen die Summe {iber einen Teil mit einem Strich. Tatséchlich haben wir beim Eintreten
des Antiferromagnetismus eine Gitterzelle doppelter Grofle, da jetzt in einer Gitterzelle sowohl ein
Gitterpunkt des Untergitters A wie auch des Untergitters B liegt. Dieser Verdoppelung der Wigner-
Seitz-Zelle entspricht eine Halbierung der Brillouinzone. Wir kénnen dann den Hamilton-Operator in
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der Form

Un !
H—uN=Ey + (— —np) Z : cLScks + cLJrquckJrqos :

2
k,s
i

E : LAt f .
+ €k  CisCks ~ CiyqosCktaos

k,s
Um
- = § 1l Cletans + ChepgsCks - (21.25)
k,s

schreiben. Im Rahmen der Hartree-Fock-Naherung bilden wir die Kommutatoren

Un t Ums t

[H — pN, c;r(s] = (T —p+ e, — 5 Cichaos? (21.26)
Ums Un
[H — uN, c;'(+qos] = - ok, + (7 — = €k+qos)CL+qos- (21.27)
Eigenlosungen
Un .
[H — uN,of,] = (5 —n+ ), (21.28)
kann man mit dem Ansatz
alT(s = “kCLs + SkaL+qos (21.29)
finden. Mit diesem Ansatz sind die beiden Gleichungen
U
ExUK — vak = ékuk, (2130)
U
_Tmuk — €Uk = ékvk (21.31)

zu erflllen. Multiplizieren wir die erste Gleichung mit uy, die zweite mit v, und addieren und sub-
trahieren wir die Gleichungen, so erhalten wir, wenn wir auch noch die Normierung

ui + v = 1 (21.32)

fordern,
& = (ug —vi)ex — Umukwx, (21.33)
a = (Ui — vi)é (21.34)

Multiplizieren wir die Gleichung (21.30) mit vk und (21.31) mit uy, dann folgt

U
—Tm = QUi (21.35)
Aus diesen drei Gleichungen erhilt man dann
U U
up — v = E—k, QU = — Am’ fk = (—m)2 + e (21.36)
€k 2€x 2
Eine zweite Eigenl6sung ergibt sich mit
Blts = _Svkc;r(s + “kc;rﬁuqos (21.37)
zu -
n ~
[H — N Bl] = (- = = &) Bl (21.38)
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Man hat also zwei Arten von Anregungen, die durch eine Liicke U|m| von einander getrennt sind,

da fiir die a-Anregungen die Einteilchenergien grofier gleich % —u+ %
B-Anregungen kleiner gleich % e % sind. Man iiberzeugt sich leicht davon, dass die Operatoren

at, a, g, B den bekannten Anti-Kommutator-Beziehungen fiir Fermionen geniigen. Den Hamilton-
Operator konnen wir dann

sind, wahrend sie fiir die

! !
Un . Un .
H—uN = Ey + E (7 — At ék): a;r(saks + E (T — =€) B;Lsﬁks :. (21.39)
ks ks

schreiben. Man erhilt fiir die Erwartungswerte

U . U .
(of onesr) = 6k,k’6s7s’f(7n —uté), (Bl Bws) = 5k7kftss,s'f(7n — b — éx). (21.40)

Es bleibt nun die Selbstkonsistenz-Gleichung (21.21) fir m

!

1
= FS Z S<clT(Sck+q03 + cL+qosckS>? (2141)
ks

m

zu 16sen. Zuniichst driicken wir die Erzeuger ¢! durch af und A aus,

CLS = uka;r(s - svkﬁl, c;f(+qos = svka;r(s + ukﬁls. (21.42)

Damit folgt dann fiir die Erwartungswerte

U . U R
(chaors) = Uif(Tn —p+ b)) + vﬁf(T" — 1= éx), (21.43)
Un . Un .
<C;r<+qosck+qos) = Uif(T —p+éx) + uf(f(T — 11— é), (21.44)
Un . Un .
(ClT(ka+qos> = <01T(+qosck8> = SUkUk(f(T — A+ ) — f(T — = €k)) (21.45)
und
2 o Un R Un R
n = FZ(f(T—IH‘ﬁkH‘f(T—M—Gk)), (21.46)
Sk
4 < Un . Un .
m = Ezukvk(f(T—M+€k)—f(7—u—€k)) (21.47)
K
Um < 1 Un . Un R
= N LgUG e - fl —utad) (21.48)
Sk

Man sieht, dass m = 0 immer eine Losung ist. Fir g = Un/2 erreicht man halbe Besetzung, das heifit
im Mittel ist jeder Gitterplatz einfach besetzt. Dann ergibt sich fiir halbe Fiillung

Um <~ 1 . . Umn e 11— e P
m = N, . g(f(—ﬁk)—f(ﬁk))— N, . am

(21.49)

Dies ist die gleiche Gleichung wie fiir die Liicke in der Supraleitung (19.41), wobei m durch A und V
durch U ersetzt ist. Man erhélt also bei halber Fiillung bei tiefen Temperaturen stets Antiferromag-
netismus. An die Stelle von Awp tritt dann etwa die halbe Breite W des Elektronenbandes in (19.42).
Unter der vereinfachten Annahme, dass die Zustandsdichte D im Band konstant ist, folgt aus

w
Vp/ D(e)de =2N, — V,WD =1. (21.50)
—W
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Damit ergibt sich aus (19.44) fiir die Ubergangstemperatur zum Antiferromagnetismus unter Beriicksichtigung,
dass in (21.49) nur iiber die eine Hélfte der k summiert wir, wihrend in (19.41) {iber alle summiert
wird,

kpT. = 1.14We 2/(UP) — 1 141 2W/U. (21.51)

Die Ubergangs-Temperatur wichst also mit U an.
Allerdings ist die Situation anders, wenn man die halbe Fiillung verlésst. In diesem Fall hat man
fiir den Grundzustand, der gerade noch nicht antiferromagnetisch ist,

n=1+d§V,D(0) mit u = % +4 (21.52)

wobei D die Zustandsdichte ohne Wechselwirkung ist. Im Grenzfall m — 0 erhilt man dann

W D D
1= %V/ a2 _ VD, W (21.53)
b

¢ FERPTE

wobei W von der Groflenordnung der halben Bandbreite ist. Aus diesen beiden Gleichungen ergibt
sich dann, dass der Antiferromagnetismus bei

n=1+e WU (21.54)

verschwindet. Er ist also nur in der Umgebung halber Fillung zu erwarten.
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22 Das t-J-Modell

Im Grenzfall groflen Us wird die Anzahl der Doppelbesetzungen an einem Gitterplatz minimal sein.
Daher wird fiir n < 1 keine Doppelbesetzung auftreten, bei n > 1 hat man Doppelbesetzung, aber
kein Gitterplatz wird leer bleiben. Bei n = 1 wird jeder Gitterplatz genau einmal besetzt sein. Die
zusitzlichen Elektronen werden sich dann auf dem Hintergrund dieser Einfachbesetzung bewegen.
Tatséchlich gibt es natiirlich virtuelle Anregungen, bei denen die Doppelbesetzung héher ist. Dabei
springt ein Elektron auf einen bereits einfach besetzten Platz, unmittelbar danach springt dieses oder
das andere Elektron zuriick. Springt das andere zuriick, so bedeutet das einen Austausch zwischen
den Spins der benachbarten Elektronen und damit eine effektive Spin-Spin-Wechselwirkung zwischen
benachbarten Spins. Diese wollen wir nun berechnen. Dazu teilen wir den Hamilton-Operator in drei
Anteile,

H=Hy+ Hy + H_ + Hins. (22.1)

Dabei ist Hy der Anteil der kinetischen Energie, bei dem sich die Anzahl der Doppelbesetzungen nicht
dndert, H, erhoht die Anzahl der Doppelbesetzungen um 1, H_ vermindert sie um 1. Hierzu zerlegen
wir

d(R) =el(R) +dl(R), el(R)=(1-n_R)cl(R), di(R)=n_ (R)c[(R). (22.2)
el erzeugt ein Elektron an einem leeren Platz, wihrend d' ein Elektron an einem Platz erzeugt, der
schon mit einem Elektron mit umgekehrter Sprinrichtung besetzt ist.

Hy = Y trr (ef(R)es(R) +di(R)ds(R)), (22.3)
R,R,s

Hy = Y trrd(R)es(R), (22.4)
R,R',s

H. = Y trrel(R)d(R), (22.5)
R,R’,s

Hie = U ni(R)ny(R). (22.6)
R

Nun wollen wir H; und H_ eliminieren. Wir fiihren wieder eine unitire Transformation durch
Her =e SHe® (22.7)
mit
S=8,-5_, S_=58t (22.8)

Wir nehmen an, dass S von Ordnung ¢/U ist. Dann erhalten wir Beitrige in Ordnung U, ¢ und #2/U,
wobei wir in letzterer Ordnung nur die Beitrdge mitnehmen, die die Anzahl der Doppelbesetzungen
erhalten,

Heg = Hing + Ho + (H+ + [HinmSJr]) + (H, - [Hintasf])
1 1
+ ([H775+] - 5[[Hint7 S,], S+] + (_[H+7 S,] - 5[[Hinta S+], S*]) (229)
Mit der Forderung
H+ + [Hinta S+] - 0, H, - [Hinty Sf] - 0 (2210)
reduziert sich Hog auf )
Heg = Hing + Ho + 5([H,, S+]—[H+,S-]). (22.11)
Wir beobachten, dass
[HintaH+] - UH+, [Hint,Hf] - —UH,, (2212)
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da Hing gerade U mal der Doppelbesetzung ist. Daher wird (22.10) mit

1 1

S, =——H S =——H_ 22.13
+ U + U ( )

gelost und wir erhalten

1
Heg = Hine + Ho + E[HJ” H,]. (22.14)
Der Kommutator

[He H) = Y tr, - ratreraldi(Ra)es (Ro), ef (Ro)dy (Ra)] (22.15)

enthilt verschiedene Beitrdge. Wenn alle vier Orte von einander verschieden sind, verschwindet der
Kommutator. Es bleiben Beitriage mit zwei verschiedenen Orten und drei verschiedenen Orten, wobei
wir davon ausgehen, dass wir nur Beitrige mit Ry # R, und R4 # R3 haben. Wir wollen diese kurz
auffithren:

1=3 4 2 1=4 3 2 1=4 3

[ N J [ J [ N J [ J [ J [ J
2=4 3 1 2=3 4 1 2=3 4
[ J [ J \ /. ./ [ N J
b) ./ [ J d) ./ [ J d,). [ J o0
[ N J [ J [ N J [ J [ N J [ J [ J
1=3 2=4 1=4 2=3 1=4 2=3

Dabei erhalten wir auf Grund des Kommutators [dfe,etd] = dteetd — efddte jeweils zwei Beitrige,
wobei in drei Féllen aber einer davon verschwindet.

a) R3 = Ry und die beiden anderen Orte verschieden davon beschreibt einen Prozess bei dem von
dem einfach besetzten Ort Rs und dem doppelt besetzten Ort Ry je ein Elektron auf den bisher
unbesetzten Ort R; springen. Da es energetisch ungiinstig ist, wenn unbesetzte Plitze simultan mit
doppelt besetzten bestehen, ist dieser Prozess sehr unwahrscheinlich.

b) Ry = Rs. Dies ist der umgekehrte Prozess. Die Elektronen des doppelt-besetzten Punktes Ra
springen auf den schon einfach besetzten Ort R; und den unbesetzten Ort R3. Auch hier liegt ein
leeerer Platz neben einem mit doppelter Besetzung, was ebenfalls unwahrscheinlich ist.

c) Ry = Ry und Ry und Rj verschieden davon. Dieser Beitrag liefert

Z IR, —R>IR3—R, [dl (Rl)es (RQ)) el’ (R3)ds’ (Rl)]

Rl,Rz,Rg,s,S’
= - Z IR, —R2tRs—R, el’ (R3)es (R2) [di (Rl)) dg (Rl)]+
R1,R2,R37s,s’
= Z tRl—Rgth—Rl (—62(R3)63(R2)n_s(R1) + GES(R;;)GS(RQ)CL(Rl)C_s(Rl)) (2216)
R17R27R37s
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= Y tr, RutR, R | Y €l(R3)o, €0 (R2)S(Ry) — % > el(Ra)es(Ra)n(Ry)

R.17R.27R.3 0578,8’ s
(22.17)
mit

Zc 0% e (R) (22.18)
Bei der Umformung von (22.16) nach (22.17) wurde

2651784682,83 = 651,52653,54 + Z 0?1,32033734 (2219)
«

verwendet. Dies ist ein Prozess, bei dem ein Elektron auf einen Platz des gleichen Untergitters springt.
Dieser Prozess hangt vom Spin eines dritten Elektrons ab und kann diesen sogar verdndern. Ist das Sys-
tem im antiferromagnetischen Zustand, so ist dieses dritte (benachbarte) Elektron meist in Gegenrich-
tung ausgerichtet, so dass man néiherungsweise ein Hiipfmatrix-Element tg. _p. = > g tR;-R;!R;, R
/U erhilt.
d) R3 = R» ergibt einen dhnlichen Beitrag

> tr, Rotr, rudi(Ri)es(Rz), el (Ro)dy (R1)]
Rl,RQ,R4,S,s’

= Z tR1*R2tR2*R4dl (Rl)ds’ (R4)[el’ (R2)768(R2)]+

R1,R2,R4,s7s’

= > tRi-R.lR.-R. (dl(Rl)dS(R4)(1 —n_s(Rs)) + d;(Rl)d_s(R4)cis(R2)cs(R2))22.20)
R1,R2,R4,s

= Y tr Retr.r, | Y dl(R1)o%,dy(Re)S*(Ra) + Zd* R1)ds(R4)(2 — n(Ry))
R1,R2,R4 «,s,s’

(22.21)

Auch hier erhélt man wie unter ¢) ein Hiipf-Matrix-Element zwischen zwei Plitzen auf dem gleichen
Untergitter unter Mitwirkung eines dritten Elektrons bei Ry. Im Antiferromagneten wird der Spin
des zusdtzlichen Elektrons, das zur Doppelbesetzung fiihrt, in umgekehrter Richtung ausgerichtet
sein wie die Spins des gleichen Untergitters. Daher ist der Spin des Elektrons bei Ry mit grofler
Wahrscheinlichkeit ausgerichtet wie dieses zusétzliche Elektron, so dass wir fiir dieses ndherungsweise
das Hiipfmatrixelement tg g, = —>_ g, tRi-R>!R,-R,/U erhalten.

e) Rs = Ry, Ry = Ry: Dieser Beitrag beschreibt einen Prozess, bei dem zwei Elektronen von Ry nach
R, springen. Er setzt also voraus, dass ein doppelt besetzter Gitterplatz neben einem unbesetzten
liegt. Auch dies ist fiir grofies U ein unwahrscheinlicher Prozess.

f) R3 = Ra, R4y = Ry: Dieser Beitrag liefert

Z IR, —R-tR,—R, [di (Rl)es (R2)7 el/ (R2)ds’ (Rl)] (2222)
Ri,Ro,s,s’
= Y trerefre (DR (Ra)es(Re)el (Ra) = do (Ra)d](Ra)el, (Ro)es (R2))
Ri1,R2,s,s’
(22.23)

Wir bringen die explizite Auswertung.

didy = 6g9nen_s, (22.24)
esel = oo (1—ng)(1—n_y), (22.25)
ded, = d59(l—ngn_s—38 sgclc g, (22.26)
el,es = 63 s:ns( —n_g)+ 5_s7s:c£scs. (22.27)
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Die d_s,¢-Terme liefern
—8_ 5 wdy (Ry)dE(Ry)el, (Ra)es(Ra) = ¢l (Ry)ey (Ry)el, (Ra)es (Ra) — 05 oms (Ry)ns (Ra).  (22.28)

Nehmen wir diesen d, -Term mit den vorhergehenden zusammen, so folgt

nslnfsl(]- - nsZ)(]- - n752) - (]- - nls)nfslns2(]- - n752) — Ng1Ns2 (2229)
= n751(1 - nfs2)(nsl - ns2) — Ns1Ns2 (2230)
= N_g1Nsl —Nes1MNs2 — N_g1Ms1N—g2 + N_s1Ms2N_g2 — Ng1Tg2- (22.31)

Beachten wir, dass bei Vertauschung der Orte 1 und 2 noch mal der gleiche Beitrag entsteht, so sehen
wir, dass sich n_g1ngin_g und n_gngn_s wegheben. Es bleibt dann

M_s1Mgl — M_s1Mg2 — Ms1Tg2 = N_g1Ngl — N1Tg2 (22.32)

so dass wir schliellich mit (22.19) den Beitrag

St b r 3257 (RS (Re) — sn(Ron(Ra) + 2y (Rony(R) (2239)
Ri,Ro a

erhalten. Bei halber Besetzung (nur dann ist der Spin an den Gitterpldtzen von 0 verschieden) erhélt
man also einen antiferromagnetische Wechselwirkungs-Beitrag

JR, - 4%
Hy= Y %S(RQ-S(RQ mit  Jr,_R, :% (22.34)
Ri1,R2

Betrachtet man ein exakt halb gefiilltes Band, so hat man einen Antiferromagneten beschrieben
durch Hjy (siehe Abschnitt 14.b). Man beobachtet, dass jetzt die kritische Temperatur fiir den An-
tiferromagnetismus proportional #2/U ist, also mit wachsendem U abfillt. Das hier durchgefiihrte
Verfahren ist fiir starkes U gut (strong-coupling limit), wahrend das im vorhergehenden Abschnitt fiir
kleine U gut ist (weak-coupling limit). Im Bereich mittlerer Kopplung ist das Hubbard-Modell nur
schwer zu behandeln.

Hat man etwas weniger oder mehr als halbe Fillung, so nimmt man Hy hinzu. Man spricht
dann vom #-J-Modell. Man kann auch noch die ¢'-Terme, die wir unter ¢) und d) kennengelernt haben,
mitnehmen. Nahe an der halben Fiillung kénnen wir die Operatoren ef und e durch die entsprechenden
Loch-Operatoren ersetzen

cl(R) = sl_4(R), ¢(R) =sl",(R) (22.35)
und erhalten dann den Beitrag
Hy =— Y tg g (di(R)d;(R') + I[(R)I,(R)) (22.36)
R,R',s
mit 1
! —
lR-Rr' = T Z tR-R"IR"—-R’ (22.37)

R’

zum Hamilton-Operator. Man bezeichnet dies dann als das t-t'-J-Modell.
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23 Hochtemperatur-Supraleiter I

23.a Cuprat-Schichten

Viele der Hochtemperatur-Supraleiter zeichnen sich dadurch aus, dass sie aus Cuprat-Schichten, CuOs,
bestehen, zwischen denen sich andere Schichten befinden. Man nimmt daher an, dass diese Schichten
wesentlich fiir die Hochtemperatur-Supraleitung sind. Wir betrachten ein Beispiel, das Lag_;Sr, CuQOy,
ein mit Strontium dotiertes Lanthan-Cuprat. In diesem wechseln sich jeweils zwei La0O-Schichten
und eine Cu0s-Schicht ab. Wiéren die Schalen dieser Atome abgeschlossen, so hitte man es mit
Laj® Sr?tCu'*t03~ zu tun, was pro Elementarzelle zu einer Ladung —1—z fiihren wiirde. Tatséchlich
sind die Schalen der Cu-Atome und der zwei O-Atome in den Cuprat-Schichten nicht voll aufgefiillt.
Vielmehr bleiben Locher mit einer Konzentration ccy, in der 3d-Schale des Kupfers und Locher der
Konzentration co in der 2p-Schale dieser zwei Sauerstoff-Atome. Damit ergibt sich folgende Ladungs-

Bilanz:
Ton Anzahl TLadung pro Atom Gesamt-Ladung

La 2—zx 3 6 — 3z
Sr T 2 2r
Cu 1 1+ cou 1+ coy
0] 2 —2+co —4 4 2¢co
0 2 -2 —4
Summe —1—2x 4 cou + 2¢co

Es muss daher wegen der erforderlichen Neutralitét ccy + 2co = 1 + = gelten. Eine Abschitzung
(P. Fulde, Electron Correlations in Molecules and Solids, sect. 14.2) belduft sich auf ey, = 0.6 +0.15z,
co = 0.2+ 0.425z. Wir haben es also mit Locher-Leitung zu tun. Wegen der tetragonalen (bei nicht zu
tiefen Temperaturen) Symmetrie sind die d-Zustinde des Kupfers aufgespalten. Das hochste Niveau
wird vom d2_,2-Zustand eingenommen. Hinzu kommen die p, und p,-Zusténde der Sauerstoff-Atome.
Dies fiihrt dann zu einem 3-Band-Modell. Im einfachsten Fall ordnet man den Elektronen Energien €y
und €, zu und fiihrt Hipf-Matrixelemente ¢,q zwischen den einander iiberlappenden d-Orbitalen des
Kupfers und den p-Orbitalen des Sauerstoffs ein.

Gt
Lo
oFBotoos?

Wir fiihren nun die Erzeugungs-Operatoren df(R.,) fiir die d-Orbitale an den Gitterplitzen R.,,
und die Erzeugungs-Operatoren pi, (R, + a,/2) und p} (R, +a,/2) mit a, = ae, und a, = ae, fiir
die p-Orbitale ein. Dann kénnen wir den Band-Hamilton-Operator schreiben als

o

Hy = ey di(Ry)d,(Ry) (23.1)
.
£ 6 D (Ph R+ SIps (R + 55) + Pl (R + 2)py (R + 22)
.
+ tdedI(Rn) (—pzs(Rn + %) + pos(Ry — %z) + pys (R + %) — pys(Ra — %))
+ o (<Pha R+ )+ pha (R = 35 + (R + 32) = Pl (Ra — 22 ) d(Ro)
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Mit den Fourier-Transformierten

1
t _ ik-R,, gt
di(R,) = A Xk:e df ., (23.2)
T Az,y _ 1 1k R,n+1akf Yt
pz,ys(R’ﬂ + 2 ) - \/]Ts ; pz,yks (233)
folgt dann
Hy = e Z dlydhes + € Z(plkspzks + p;r/kspyks)
k
k a
+  2it kspxks 21tpd Z Sln 9 )d;rcspyks
ks
kya
—  2it dys + 2itpq Z sin —)pyksdks, (23.4)
ks
so dass die Bandenergien durch die Eigenwerte der Matrix
€d 2it,qsin(fe)  —2it,, sln(k2 )
—2it g sin(£e2) €p 0 (23.5)
2it g sm(ky ) 0 €p
gegeben sind. Diese sind
— k
ok = % + V(%)? 482, (sin? 2% 4 gin? 1), (23.6)
€3k = 6 (23.7)
mit Eigen-Operatoren
c:lrks = ’YdelT(s + Z ’YOé7ikasv (238)
a=z,y
die
[H, ch,] = e(k)ch, (23.9)
erfiillen, was auf
Hy = €i(k)ch,cis (23.10)

i,k,s
fiihrt.

Nun ist €q > €. Die Bander 1 und 2 haben die Breite W = |/(<5™®)? + 8>, — “5°2. Das unterste

Band liegt zwischen €, — W und ¢,. Das mittlere Band ist dispersionslos be1 €p. Das oberste Band
liegt zwischen €4 und €4 + W. Die beiden unteren Bénder sind besetzt. Die interessante Physik spielt
sich im obersten Band ab, das teilweise besetzt ist.

Wir konnen davon ausgehen, dass die beiden unteren Bander besetzt sind und interessieren uns
daher nur fiir das oberste Band. Wir entwickeln

- 4t k, k
er(k) = i ; R 5 i o —pdep (sin? ¢ 4 sin? %a)
= €q + 4t — 2t(cos(kza) + cos(kya)) (23.11)
mit
£y
t=——. (23.12)
€d — €p

Lassen wir die Konstanten €4 + 4t weg und beriicksichtigen wir nur noch das oberste Band, so bleibt
schlielich der Einteilchen-Hamilton-Operator

:—tz (R+a,)+cl(R—a,)+cl(R+a,) +cl(R—-a,))cs(R). (23.13)
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23.b Vom Dreiband- zum Einband-Hubbard-Modell

Bisher haben wir nur die Biander ohne die abstoflende Wechselwirkung zwischen den Elektronen be-
trachtet. Wir miissen davon ausgehen, dass es einen Beitrag

Hin Udz:dT R.,.)d, (R,)d; (R Z Al ol _ gy diydict (23.14)
S kk',q

gibt. Kehren wir nun die unitire Transformation (23.8) um
dlts = Zv&xiksa kas = Z’Yzjczks (23.15)

und ersetzen v durch seinen Mittelwert, so erhalten wir ndherungsweise, wobei wir nur die Beitrage
des obersten Bandes beriicksichtigt haben,

Hin = U 3} (R)e] (R (Ro)er (o) (23.16)

mit U = Uq¥z1*. Dabei lassen sich aus (23.9) in erster Ordnung in

T =tpi/(€a — &) (23.17)
die v berechnen,
.. kaa .. kya
You = =27 sin(—5=)Yan, Y = —2iTsin(—- Yvan (23.18)
und aus
Y l? + el + Iyyal? = 1 (23.19)
schliefilich auch L L
Va1 =1— 272 <sin2(%a) + sin2(%a)> , (23.20)
was gemittelt
Va1 =1-277 (23.21)

ergibt. Die abstoflende Wechselwirkung wird durch diesen Faktor reduziert, ist aber immer noch recht
grof3.

Das Band, das hier die wesentliche Rolle spielt, ist das antibindende Band. Das bindende Band
ist voll besetzt. In der Regel geht man von dieser Darstellung durch Elektronen iiber zur Darstellung
durch Locher ausgehend von einem Zustand, in dem alle Elektronen-Orbitale gefiillt sind. Um zu
dieser Darstellung zu gelangen, muss man Erzeuger und Vernichter vertauschen. Dies dndert an der
Abstossung (23.14) nichts, wenn man davon absieht, dass dann noch ein Anteil proportional zur
Teilchenzahl entsteht. Bei den Hiipfmatrix-Elementen &ndert sich dann das Vorzeichen. Dies lasst
sich jedoch kompensieren, wenn man an jedem zweiten Gitterplatz ¢’ und ¢ in —c' und —c abéndert
(Eichtransformation).

Wir haben also jetzt ein Ein-Band-Hubbard-Modell erhalten und es stellt sich die Frage: Fiihrt
dieses Modell und gegebenenfalls wie zu einem Supraleiter. Der genaue Mechanismus ist umstritten und
die Situation ist noch immer dhnlich der in Physics Today June 1991 beschriebenen, wo R. Schrieffer
und P.W. Anderson ihre unterschiedlichen Vorstellungen diskutieren. Beide greifen auf das Hubbard-
Modell zuriick. Beide weisen der Dotierung durch Lécher, manchmal auch durch Extra-Elektronen
wesentliche Bedeutung zu. In der Tat sind viele der Supraleiter bei halber Fiillung Antiferromagneten.
Schrieffer argumentiert mit ”Spin bags”. Darunter versteht er ein Loch, das sich in einer antiferromag-
netischen Umgebung bewegt. Dieses Loch reduziert in seiner Umgebung den Antiferromagnetismus.
Kommen sich zwei solche Locher nahe, so ergeben ihre Umgebungen eine effektive Wechselwirkung, die
fiir die Supraleitung verantwortlich sind. Schrieffer und auch andere Autoren sehen den wesentlichen
Mechanismus innerhalb der Schichten. Eine Kopplung zwischen verschiedenen Schichten halten sie nur
insoweit fiir wesentlich, als in einem zweidimensionalen System mit kurzreichweitiger Wechselwirkung
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eine kontinuierliche Symmetrie nicht gebrochen werden kann. Diese kann erst in einem dreidimension-
alen System gebrochen werden.

Anderson hingegen hilt eine inkoh#rente Kopplung zwischen den Schichten fiir den wesentlichen
Mechanismus. Andersons Sichtweise hat sich, nach seinen eigenen Worten fokussiert ”on a non-Fermi-
liquid normal state with separate spin and charge excitations, and deconfinement by interlayer Joseph-
son tunneling as the driving force for the superconductivity,” wiahrend Schrieffer seinerseits ”the in-
terplay between antiferromagnetism and superconductivity, extending the pairing theory beyond the
Fermi-liquid regime in terms of spin polarons and ’bags’ verfolgt hat.

Viele Autoren stehen dem Bild Schrieffers ndher und betrachten antiferromagnetische Fluktuationen
als wesentliche Grundlage der Hochtemperatur-Supraleitung. Dazu gehort zum Beispiel auch Scalapino
(Physics Reports 250 (1995) 329). Es gibt jedoch auch gewichtige Stimmen, die der Elektron-Phonon-
Wechselwirkung eine wesentliche Rolle zuweisen. Generell gehen diese Theorien davon aus, dass ein
“intermediéres Boson” die effektive Wechselwirkung vermittelt.

Die meisten Rechnungen und inzwischen auch Experimente ergeben, dass es sich nicht um eine
s-Wellensupraleitung handelt, sondern um eine d-Wellensupraleitung.

23.c Eine effektive Wechselwirkung

Wir (I. Grote, E. Koérding und F.W.) haben zum Hubbard-Modell eine Rechnung mittels Flussglei-
chungen angestellt (cond-mat/0106604), die wir im Folgenden noch besprechen werden.

Prinzipiell will man mittels Flussgleichungen den Hamilton-Operator diagonalisieren. Haben aber
der Grundzustand oder typische Eigen-Zustinde des Hamilton-Operators eine erheblich andere Struk-
tur als die anfinglichen Ausgangszustinde, dann kann das nur mit einer sehr komplizierten unitiren
Transformation erreicht werden. Eine solche kann man aber nur schwer ndherungsweise realisieren.
Wir wollen uns daher mit einer einfacheren unitdren Transformation begniigen, die aber die Eigen-
schaft hat, dass der so gewonnene Hamilton-Operator zur weiteren Behandlung sehr geeignet ist. Dies
kénnen wir erreichen, wenn wir den Hamilton-Operator auf eine Form bringen, die noch all die For-
men moglicher Ordnungen enthilt, mit denen wir rechnen miissen. Tatséchlich wollen wir aus der
Zweiteilchen-Wechselwirkung

1
W Z V(k17k27 qlan) : CLlslcqlsICL2sch232 : 6k1+k27Q1+Q2 (2322)

k1,q1,81,k2,92,82

die folgende Wechselwirkungen erhalten, andere aber eliminieren:

(k,q) = Vi(k,—k,q,—q), (23.23)
(k,a) = V(k,q,k, q), (23.24)
Ve(k,q) = Vi(k,q,q,k), (23.25)
(k,q) = V(k,q+ 0,4,k + q), (23.26)
(k,q) = V(k,q+qo,k+q,9), (23.27)
(k,q) = V(k,qo —k,q,90 — q)- (23.28)

Warum sind diese Wechselwirkungen interessant? Die erste, Vg haben wir bereits bei der Behandlung
der Supraleitung kennengelernt. Wir benétigen sie natiirlich auch hier, um den Phaseniibergang zur
Supraleitung beschreiben zu kénnen. Auch Vj ist wichtig, denn es sind genau die Matrixelemente, die
bei der Behandlung des Antiferromagnetismus wichtig sind. Dabei ist ¢o wieder der Wellenvektor, der
die beiden Untergitter voneinander unterscheidet. V- erlaubt nicht nur, dass die Magnetisierung von
Gitterplatz zu Gitterplatz alterniert, sondern auch ein solches Alternieren fiir die Dichte der Elektronen.

Die Beitrage Vi und Vr sind die Beitrige, die in der Hartree-Fock-Niherung verwendet werden.
Vx ist schliefilich ein Beitrag, der eine alternierende Struktur fiir das Supraleitungskondensat zulésst.
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24 Landau-Theorie

Beitrige vom Typ Vi und auch Vg wurden von Landau in der Fermifliissigkeits-Theorie eingefiihrt.
Man spricht auch von der Landautheorie.

Landau nahm an, dass man bei tiefen Temperaturen langlebige elektronische Anregungen nahe der
Fermikante hat und fithrte den Ausdruck
1
— 0 1ot
E=FEy+ kXS: ekénks + m kstl:S’ f(ks,k S )6nks6nkrs/ (241)

fiir die Energie des Systems ein. Dabei sind die dnks die Anzahl von Elektronen, die man dem
Grundzustand oberhalb der Fermikante hinzufiigt oder unterhalb der Fermikante wegnimmt (dies sind
Quasiteilchen, das heisst sie konnen zum Beispiel Elektronen sein, die ihre Umgebung polarisiert haben.
Sie enthalten also Abschirmungs- und #hnliche Effekte). Man erkennt, dass €} die Einteilchenenergie
ist, die man aufbringen muss, um dem Grundzustand ein Elektron hinzuzufiigen oder die man erhilt,
wenn man ihm ein Teilchen entnimmt. Ist der Zustand bereits angeregt, dann dndert sich die Energie

um
dE

€ks = —
s dénks

1
=€)+ 7 kzl:s’f(ks,k's')énkrsr. (24.2)
Die Koeffizienten f geben die Wechselwirkung zwischen den Elektronen wieder.
Die Beitrage von Vi und Vg in (23.24,23.25) lauten

1 1
o k kl : ! s Tr 1Ckls! = S k kl 1) 56 gl 24.
e ) 521(;81 VH( ) ) CiesCksCyer o1 Ck e iy szkl:S, VH( R ) NksONK ( 3)
und )
m Z VF(kak,) : C]T(sck’sc]tfs/cks’ : (244)
k,s,k’,s’

Hieraus nehmen wir die Beitrige mit s = s'. Die anderen kann man prinzipiell auch mitnehmen.
Sie beschreiben die transversalen Fluktuationen im Spin. Wir wollen diese in diesem Abschnitt nicht
berticksichtigen. Dann erhalten wir

1

—m Z Vp(k,k’)énks(Snkrs. (245)

kk',s
Aus beiden Beitrigen erhalten wir

1+ ss'

f(ks, k's'") = Vg(k, k') — Vr(k, k). (24.6)
Vielfach wird die Theorie fiir isotrope Systeme angewendet. Dann h&ngt natiirlich € nur vom Betrag
von k ab. In der Umgebung der Fermikante gilt dann

€ = p + hop(k — kp) (24.7)

mit der Fermigeschwindigkeit vp. Weiterhin erweist sich normalerweise nur die Besetzung nahe der Fer-
mikante als wesentlich. Dann kann man in f die Abhéngigkeit vom Betrag von k und k' vernachlissigen
und muss lediglich die Richtung dieser Vektoren beriicksichtigen. Auf Grund der Isotropie geht dann
nur der Winkel zwischen k und k’ in f ein, so dass man nur die Abhéngigkeit von n = k/k und
n' = k'/k' beriicksichtigen muss, so dass f nur eine Funktion von n - n’ ist. Weiterhin setzen wir
voraus, dass keine Spinrichtung ausgezeichnet ist, also Invarianz gegen die Transformation s — —s.
s’ — —s' besteht. Dann lasst sich f in der Form

f(ks,k's") = f(n-n') +ss'g(n-n') (24.8)

schreiben.
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Wir wollen jetzt betrachten, wie das System auf eine dussere Stérung beschrieben durch
— Y ks hs(k)dny, reagiert. Wir erwarten, dass sich dann die Besetzung verdndert. Im allgemeinen
werden dann die Zusténde bis kr(n) = kpo + 6ks(n) besetzt sein. Wir finden dann insgesamt

ers = €0 (k) — hy( VP kz,:s,f (ks, ks')dny s (24.9)
Die letzte Summe formen wir um zum Integral
kF0+(5k ) ) kl%
dQ,, dk'k"” f(ks,k's') = dQy, f(ks,k's")dks (n' 24.1
oy o [ fles. k') = 5 [ a0, f(hs ks)oky () (2410)
An der Fermikante gilt dann
M= 6]4)1:‘(11),87 (24.11)
also 12
— F
0 = hwpdky(n) — hy(k) + @y Z / dQ,.: f(ks, k's") 0k, (n'). (24.12)

Nachdem f nur von dem Winkel zwischen n und n’ abhéngt, entwickeln wir in Legendre-Polynome
flks,K's') = (fi+ giss)P(n-n') = (fi + gis5) me n)Y;;, (n'). (24.13)
1 1

Ebenso entwickeln wir die Stérung h und die Verdnderung der Fermifliche nach Kugelflichenfunktionen

Il) = Z hsle;m (Il), 6sz Z 6ksle2m (2414)

und erhalten
+ ss' q

0 = h'UF(Skslm - slm + 9.2 Z fl2[ + 1

kst im (24.15)

mit den Losungen
hytm + hym Bt + hyim
hvp+$fl " (1 22 f)
Bytm —hym  htim — hym
th + ﬁg hUF(]. + 2l+1gl)

6k'Tlm + 6k7¢lm =

5lem — (5kum

(24.16)

Hierbei haben wir verwendet, dass aus N = Vpki/(372) unter Verwendung von dN = VpDde und
de = hupdkr die Beziehung DFhUF = k2 / m% mit der Zustandsdichte Dg an der Fermikante folgt.

24.a Kompressibilitat
Die Kompressibilitit 1asst sich ausdriicken

19V 10N
__lov_ 10N 24.1
"TTVeP T Ve op (24.17)

Wir wollen daher dN/du bestimmen und fiihren die Stérung hs = dp ein. Dann folgt

Vamdp

_ op
fhwr (1 + Dr fo)’ ohn) = - .

hsoo = Vamdu, Oksop = hwg (1 + Dr fo)

Damit ergibt sich

ON 3N Vp Dy
i = . 24.19
Bu hkF’UF(]. + DFfO) 1 + DFfO ( )
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24.b Suszeptibilitat

Ahnlich wie die Kompressibilitit kénnen wir auch die magnetische Suszeptibilitit aus der Mag-
netisierung M = ug(Ny — N,)/Vp und der Stérung hs = ppsB berechnen. Man findet

_ oM _ H2BDF

e ol ot Y 24.20
OB 1+ Drgo (24.20)

X

24.¢c Galilei-Invarianz

Ersetzen wir im Hamilton-Operator die Impuls-Operatoren p; durch p; — mv, so bewegt sich der
Grundzustand mit der Geschwindigkeit v. Man erhélt ihn, wenn man die Wellenvektoren k durch
k — mv/h ersetzt. Die Fermifliche wird dann durch

dk(n) =mv-n/h = mvaYlm/h (24.21)

beschrieben, wihrend der Hamilton-Operator in erster Ordnung in v den zusitzlichen Beitrag

hs(k) =hv-k = E U ke Y1m (24.22)
erhélt. Daraus folgt dann
hkr ki
=— - . 24.2
oF m 37r2hf1 (24.23)

Die Fermigeschwindigkeit ist also direkt mit dem Landau-Parameter f; verkniipft. Diese Uberlegungen
gelten nur fiir Fliissigkeiten ohne Substrat. Das Elektronengas hat zum Beispiel das Gitter als Substrat,
daher gilt fiir dieses allein die Galilei-Invarianz nicht.

24.d Imstabilitaten

Wir betrachten jetzt generell Instabilititen des Systems gegen Deformationen der Fermikante. Wir
setzen daher

Skis(n) =Y (6K, + 56kj,,)Yim(n) (24.24)
lm
und erhalten

ey = Lm- N)+L2/d9 /k%msm)dkk?( — )

Vp . Ty A (2m)? £ " Jior, w
+ ﬁz / dQ,dQ,, [ dkdk'f(ks,k's") (24.25)
- 1 hk}%'UF 0 2 Dr f; 1 2 Drg
= o N0+ g S (9K 0+ g7 ) ok ) ).

Eine Stabilitdt ist also nur vorhanden, wenn alle Koeffizienten 1+ D f; /(21 + 1) und 1+ Dg; /(2] + 1)
positiv sind. Man erkennt, dass dann auch die Kompressibilitit und die Suszeptibilitit positiv sind.
Fir 1 4+ Df;/3 erhilt man aus der Galilei-Invarianz hikr/(mor). Man zeige, dass dies die kinetische
Energie pro Volumen, Nmuv?/2V,, ist. Sind die 1 + Df;/(20 + 1) und 1 + Dg;/(2l + 1) nicht positiv,
dann geht der rotations-invariante Zustand verloren. Die Symmetrie des Systems wird dann spontan
gebrochen. Man spricht von einer Pomeranchuk-Instabilitat.
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25 Hochtemperatur-Supraleiter 11

25.a Die Fluss-Gleichungen

Wir kommen nun auf die Behandlung der Hubbard-Wechselwirkung mittels Flussgleichungen zurtick.
Wir miissen natiirlich wieder einen geeigneten Generator n, Gl. (18.25) fiir die Fluss-Gleichungen
aufsuchen. Hierbei werden wir folgendermafien vorgehen: Wir gehen aus von einer quadratischen
Form des Hamilton-Operators

1
G(H) = 5 Zgij,lejink- (25.1)

Diese soll so gewahlt werden, dass sie durch die Fluss-Gleichungen ein Minimum wird. Man wé&hlt also
eine positiv semi-definite Form g und mdochte, dass nach Anwendung der Fluss-Gleichungen nur die
Beitriage mit Eigenwerten 0 {ibrig bleiben. Zunichst wird man g symmetrisch wihlen

Gij,kl = Gkl ij (25.2)

und verlangen, dass G reell ist. Da, H hermitesch ist, folgt

* 1 *
G*(H) = 5 Zgij,leinkl (25.3)

und damit
ikt = 9ji 1k (25.4)

Unter dem Fluss verdndert sich G gemé&f

dG
F Zgij,kl Mjm Hmi — HjmMmi) Hiy = ani(gmj,leimHlk — Gim, ot Hmj Hir). (25.5)
Damit der Ausdruck semi-negativ ist, wiahlen wir

ji = = >_(Gmj bt Him Hik. = Gim et Hong Hit )™ = (= Gjm i Honi Hkt + Gmi it Hjm i), (25.6)

das man auch
n=I[H H", Hj= ngkaz (25.7)

schreiben kann. Da G unter dem Fluss abnehmen soll, wihlt man eine quadratische Form, die fiir die
gewiinschte ”diagonale” Form verschwindet, deren andere Eigenwerte aber positiv sind. Beispielsweise
ist dies mit einem Doppelkommutator mit einem hermiteschen Operator v moglich,

H" = [v,[v, H]]. (25.8)

Mit dieser Wahl betrachtet man die Anteile von H als diagonal, die mit v kommutieren. Nimmt man als
v zum Beispiel den Operator der Anzahl der Quasiteilchen (Zahl der Locher unterhalb der Fermikante
plus Zahl der Elektronen oberhalb der Fermikante), so ergibt dies ein 1, das eine Wechselwirkung
liefert, die die Anzahl der Anregungen iiber die Fermikante erhélt. In der Diagonal-Darstellung von v
ergibt sich HJ; = (v; — v;)?H;;. Am einfachsten kénnen wir v als Einteilchen-Operator einfiihren

v = Z Ukczck (25.9)
k

Ein Beitrag der Form Hk17k27---k’17k’27---021CLQ---ck’lck’z--- erscheint dann in H" mit der Eliminations-
Funktion
2
LTI S T (Ukl + vg, + ... — Upy — Vg — ) (2510)

multipliziert. Sie gibt an, wie dringend dieser Term eleiminiert werden soll. Im allgemeinen wird es
zweckmifig sein, die Beitrdge mehrerer v zu addieren, damit nur speziell die gewlinschten Beitrige in
H iibrig bleiben

_ «@ «@ «@ «@ 2
Tk ko, k) kD, = E (Ukl + Vg, F e — vkll — vké — ) . (25.11)

[e3
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Wir bemerken bei dieser Wahl: Falls der Impuls eines Erzeugungs- und eines Vernichtungs-Operators ii-
bereinstimmen, dann ist die Funktion r die gleiche wie wenn die beiden Operatoren entfernt wiren. falls
insbesondere die Impulse der Erzeugungs- und Vernichtungs-Operatoren paarweise {ibereinstimmen,
dann verschwindet r. Nun méchten wir haben, dass r auch fiir Paare c;r( und ckq, verschwindet. Dann
fordern wir vk = Vkyqq- Ahnlich wollen wir, dass r auch fiir Paare cL und ctk verschwindet. Dazu
wahlen wir v + v_yx = 0.

25.b Storungs-Theorie

Wir wollen nun die Fluss-Gleichung

L = H) = [,V H = [T+ V, V7], T + V) (2512

storungstheoretisch 16sen. In erster Ordnung in der Wechselwirkung erhalten wir

dvi(l
RO _ iz (251
und damit
dVi(ky, ko il

1( 1, dQla q1,42; ) = —AG(le, kQ, q1, q2)2r(k1, kg, q1, qQ)Vl (k‘l, kQ, qi1,4q2; l) (2514)

mit
AG(le, k'2,(]1,(]2) = €k, + €k — €qy — €gy- (2515)

und
Vl (kla k27 q1,q2; l) = eiAe(kl’kz’Q1’Q2)2r(k1’k2’q1’q2)lV(k1 y k2, q1, QQ) (2516)

Daher wird der Zerfall von V; nicht nur durch die Differenz der Energien Ae, sondern auch durch den
Eliminations-Faktor r bestimmt. Fiir die Beitrige in zweiter Ordnung der Wechselwirkung erhélt man

die Gleichung
dVa . r r

Auf der rechten Seite ist die Normal-Ordnung durchzufiihren. Es bleiben dann Terme vom Typ cf™c™
mit m = 1,2,3. Wir werden im wesentlichen Terme mit m = 2 betrachten. Fiir diese kann man die
Differentialgleichung losen. Zu berechnen sind die Beitrége V>, fiir die r = 0 ist. Fiir diese verschwindet
V5 auf der linken Seite der Gleichung. Auf der rechten Seite der Gleichung haben wir Beitrége der
Form V({a})V({b}) mit geeigneten Faktoren r und Ae. Dabei stehen {a} und {b} jeweils fiir vier
Impulse. Wir wollen sie nicht im einzelnen hinschreiben, bemerken aber, dass sie nach Integration auf
Grund der I-Abhéngigkeit (25.16) die Form

r(fa})(2Ae({a}) + Ae({b})) — r({b})(Ae({a}) + 2Ae({b})) (25.18)
r({a})Ae({a})? + r({b})2A¢({b})? '

annehmen. Es stellt sich nun heraus, dass fiir die zu berechnenden Beitrage stets r({a}) = r({b}) gilt,
so dass sich die Faktoren r herauskiirzen und wir keine spezifische Wahl treffen miissen.

Auf diese Weise kénnen wir in zweiter Ordnung in der Kopplung U die effektive Wechselwirkung
der Form (23.22-23.28) berechnen.

V({ah)V({b})

25.c  Freie Energie

Diese Wechselwirkung ist nun auf ihre Stabilitdt gegen Symmetriebrechung zu untersuchen. Das heifit,
wir miissen das groBlkanonische Potential

G=(H—uN)—-TS, (25.19)
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auf sein Verhalten bei Variation der Erwartungswerte

<CLCI> = ngéw + Vg, Vgl = Vl*,kﬂ (25.20)
(chel) = Apy = —Af (a) = Ay (25.21)

untersuchen. Die Wechselwirkung ist eine quadratische Form in den v und A.

E—pN = Eo—pNo+ Y (61 = [1)Vics s
ks
+ 2V Z Ve(k q)Aks —ks'Das,—qs’
P k,q,s,s’
1 " *
+ ﬁ Z (VH(k7q)Vks,kquS’7qs’ - VF(k’q)VkS’ykSVqsrﬁqs)
k,q,s,s’
+ 2V Z Wy (k, a) Aks qo—ks' Das,ao—as’
k,q,s,s’
1 " *
T oo D (Volk, vy s s Ve +asas” — VA (K, @V s s Vaao +as'as) (25:22)
k,q,s,s’

Es bleibt noch die zugehorige Entropie fiir kleine » und A zu bestimmen. Wir gehen aus von der

Matrix ( T . T T)
_ CrCl c,.C _
= < (et <cicj> ) —D+A (25.23)

mit der Diagonal-Matrix D und der Matrix A

nQ ok 0 > < Vk,1 Ay >
D= kR A= ’ k.l . 25.24
< 0 (1=nd)ory )’ —Api —Vik ( )

Nun kann man diese Matrix durch eine unitidre Transformation diagonalisieren, die der Einfiihrung

neuer Fermionen entspricht,
ct u v at
<c>_<V* U*)(a)' (25.25)

Die Diagonalisierung bis zur zweiten Ordnung in den Auflerdiagonal-Matrixelementen ergibt bekannt-
lich die Eigenwerte

Ai =Dy + Ay .
it Aty - Do Djj (25.26)
J#i
Hieraus ldsst sich dann die Spur einer analytischen Funktion berechnen,
trf(D+A4) = Z Fn) = Z f(Di) + Z(/\,» — D)) f' (D) + ...
= Zf i +Zf zz An+ Zf” zz
£
— (D
+ = Z Al]A]Z Dii) = F(Dj;) | 0(4%). (25.27)
Dii — Dj;
i,j#1
Im vorliegenden Fall erhalten wir die Entropie als
S = —kptr(RIn R). (25.28)
Wir haben also f(n) = —kgnInn zu entwickeln und erhalten
R . N k
f(n®) = —kgn®Inn®, f'(n°) = —kg(1 +1Inn°), f’'(n°) = —n—];. (25.29)
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und damit

S = S°+ksBY (ef — wik

k
_ ]%3 Z |Vkrs |2f(ﬁ(62) — H),B(egl — )

kk'

- %B D 1Ak PF(B(e) = ), Blp = ) (25.30)

kE'

bis zur zweiten Ordnung in v und A mit

S° = —kp ) (nflnnd + (1—nf)In(l - np)), (25.31)
k
fay) = /=T (e e’ + 1) (25.32)
@l es1 ¢ 7€
mit dem Limes )
fz,z) = (eei (25.33)
und den Symmetrien

Zur Berechnung des grofikanonischen Potentials miissen wir damit von (25.22)

rs= _kBTT (fB (k)|Aks7—ks’ |2 + fH(k)|Vks,ks’ |2 + fY(k)|Ak37QO—k3' |2 + fC (k)|1/q0+ks,ks’ |2)
k,s,s’
(25.35)
mit
fek) = f(Blex — p), B(p —ex)),  fu(k) = f(Blex — p), Blex — p)),
fy(k) = f(Blex — ), Bl — €qo—x)),  fo(k) = f(B(ex — 1), Bleqo+k — 1)) (25.36)
abziehen.

Diese quadratische Form ist dann daraufhin zu untersuchen, ob sie positiv definit ist. Fiir die vier
Kanaile, die durch die Indices g, g, vy und ¢ gekennzeichnet sind, hat man jeweils eine quadratische
Form

1

U 1
F = — 14+ = AFA — ATA
B 5 qu:(BU)( + th,q) k q+2zk:fk JHAVS

1 U U\ 2 .
Y Z (714’97‘1 + (?) B g + 6k7q> \/f_kAk\/f_qu (25.37)
k,q

it t tv;
Apg = _pt Bpy = _PtVeq (25.38)

Ve/Tifq Ver/fifq
auf ihre Positivitdt zu untersuchen, wobei natiirlich bei zwei Kanélen v statt A steht.

Im weiteren entwickeln wir das grolkanonische Potential bis in zweiter Ordnung in v und A. Der
Beitrag in erster Ordnung in v aus F — u(N) und der Entropie heben sich weg. Die Beitrige in zweiter
Ordnung werden dann einer Stabilitdtsanalyse unterworfen. Solange die quadratische Form in v und
A positiv definit ist, ist das System stabil mit ¥ = 0 und A = 0. Sobald dieser Ausdruck nicht mehr
positiv definit ist, ist dieser symmetrische Zustand instabil. Das System geht in einen Zustand iiber,
in dem v oder A von Null verschieden ist. Man lernt daraus, wann, das heifit bei vorgegebenem U und
t bei welcher Temperatur 7' der Phaseniibergang stattfindet.
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25.d Symmetrien
25.d.a Gittersymmetrie

Wir betrachten Zustinde auf einem quadratischen Gitter. Fiir dieses Gitter haben wir eine Gruppe
von acht Symmetrie-Operationen, die das Gitter in sich iiberfiilhren. Dies niitzt man bei der Sta-
bilititsanalyse aus. Vier der Operationen sind Rotationen R", wobei R eine Rotation um 90° ist. Vier
weitere sind Spiegelungen an den beiden Achsen und an den beiden Diagonalen. Zweckmifig ist es,
zunichst zwischen Zustinden gerader und ungerader Paritéit zu unterscheiden. Die Anwendung des
Paritéits-Operators ist in der Ebene eine Rotation um 180°, wird also durch R? beschrieben. Da eine
Rotation um 360° den Zustand in sich iiberfiihrt, ist R* = 1. Die Eigenwerte von R? sind also +1
(Paritiit). Die Zustéinde positiver Paritéit haben die Form (v(k) + v(—k))/v/2, die negativer Paritét
(v(k) — v(—k))/v/2. Lediglich in den Féllen, in denen v(k) mit v(—k) iibereinstimmt, gibt es nur
den Zustand positiver Paritit v(k). Dies passiert fiir k = (0,0), aber auch fiir k = (Z,0), (0, Z) und
(X,2) = qo, da sich dann k und —k durch einen reziproken Gittervektor unterscheiden.

Bei den Zustéinden positiver Paritéit kann man nun vier Fille unterscheiden. R hat wegen R? = +1
die Eigenwerte £1. Das Gleiche gilt fiir die Spiegelungen. Dabei ergeben sich fiir die Spiegelungen M,
an den Achsen die gleichen Eigenwerte, ebenso fiir die Spiegelungen My an den beiden Diagonalen.
In der folgenden Tabelle fithren wir erst die Notation fiir die entsprechende Symmetrie an, dann ein
Beispiel, und dann die drei Eigenwerte.

| R M, My
Sy 1 +1 +1 +1
s.=g ay—-9y?) |+1 -1 -1 (25.39)
d, % —y? -1 +1 -1
d_ xy -1 -1 +1
Wenn M, = —1, dann hat die Funktion fiir k£, = 0 und k, = 0 einen Knoten, wie auch fiir k, = 7 und

ky, = 7. Falls My = —1 hat die Funktion fiir k, = +k, Knoten.

Fiir die Zustinde ungerader Paritét ist es nicht mdglich, fiir alle Operationen simultan einen be-
stimmten Eigenwert anzugeben. Man kann zum Beispiel R = =i verlangen. Dann fiihrt aber jede
Spiegelung den Zustand mit R = +i in den mit R = —i iiber oder umgekehrt. Oder wir suchen
einen Zustand, der unter Spiegelung an der xz-Achse in sein negatives und unter Spiegelung an der
y-Achse in sich {ibergeht. Dann werden aber die Spiegelungen an einer Diagonalen oder die Rotation
um 90° den Zustand in einen iiberfiihren, der unter Spiegelung an der y-Achse in sein negatives und
unter Spiegelung an der z-Achse in sich iibergeht. Da immer zwei Zustinde derartig miteinander
verkniipft sind, spricht man hier von einer zweidimensionellen Darstellung der Gruppe. Wegen ihrer
negativen Paritit und da die einfachsten Funktionen x und y sind, spricht man von p-Zustinden. Fiir
die p-Zustinde hat man stets zweifache Entartung.

Wir werden die Instabilitdten nach diesen fiinf Darstellungen klassifizieren.

25.d.8 Alternierende Ordnung

Bei den Wechselwirkung Vi, Vo und Vy tritt der Vektor qg in Erscheinung, der ein alternierendes Ver-
halten beschreibt. Wir gehen davon aus, dass V' reell ist, da in der symmetrischen Phase Zeitumkehrin-
varianz und Paritits-Erhaltung gilt. Dann erhélt man unter Berticksichtigung der Hermitezitdt und
der Symmetrie bei Vertauschung der Paare

V(k,q) = V(k +qo,q + qo) (25.40)

Dies hat zur Folge, dass man Eigenzustéinde mit (v(k)£v(k+qg))/v/2 bilden kann, die ich mit Q = £1
kennzeichne.

25.d.y Spin-Singulett und Spin-Triplett

Generell ist zwischen Spin-Singuletts und Spin-Tripletts zu unterscheiden. In dem supraleitenden Kanal
haben wir cLSlctk&. Haben wir eine Funktion gerader Paritit in k, so muss die Spinwellen-Funktion
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antisymmetrisch sein: Spin-Singulett. Ist sie von ungerader Paritit, so ist die Spinwellen-Funktion
gerade: Spin-Triplett. Auch fiir Vy ergeben sich die Spin-Wellenfunktionen aus den Symmetrien der
Orts- (oder besser Impuls-) Wellenfunktionen.

Anders ist die Situation fiir die Teilchen-Loch-Anregungen, die durch Vi, Vg, Vi und Vi beschrie-
ben werden. Wir zerlegen zum Beispiel

Vqs',qs = V, 65 s+ Z Vta ?s’ (2541)

in die Singlett-Amplitude v® und die Triplett-Amplituden v*®. Damit ergibt sich dann fiir die Ausdrii-
cke im Hartree- und im Fock-Anteil der Wechselwirkung

Z’/lts,kquS’,qS’ = Z ls s+ Zu*ta S [CZ Zl/&o‘aﬂs,) = dnlry (25.42)
s,s’ s,s’ o
und
Z Vl):s’7ks’/qs/,qs = Z Vk s',s + Z V*ta a l/ 65 s+ Z VtB 6 = 2V*sl/s + 2 Z l/*ta ta(,25 43)
s,s’ 5,8’
was auf
— Z 2Vii(k, ) — Vi (k, @)l — — Z Vi (k, @)t vl (25.44)
k.q k,q,a

fiihrt, wobei hier allerdings vy stets reell ist. Fiir die anomalen Erwartungswerte sieht die Zerlegung

etwas anders aus
Ags,—qs' = €550 A + (eaa)s,srAEf'. (25.45)

mit € = o¥ und der Symmetrie
=A%, A =-A%. (25.46)

Dann folgt

Z Aks, ks Bas,—as’ = (€50 A7+ (707%)5, 5 AL (€5, Ayt (€0%)s,s AE; ) =2A A +2 ZA*taAE;a-
s,8'
(25.47)
Fiir Singulett- und Triplett-Kanal erhalten wir also die gleichen Beitrdge. Allerdings gehort das Sin-
gulett zu gerader, das Triplett zu ungerader Paritat.
Beriicksichtigen wir alle drei Symmetrien, so unterscheiden wir
a) gemif der Gittersymmetrie s4, s_, d4, d_ und p-Zusténde,
b) homogene und alternierende Ordnungen, letztere mit @ = +1 und @ = —1,
c) Supraleitung und Teilchen-Loch-Ordnung letztere mit S =0 und S =1,
insgesamt also 5 x 3 x 3 = 45 verschiedene Moglichkeiten der Symmetrie-Brechung.
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25.e Diagonalisierung

Fiir diese 45 Moglichkeiten kann man sich numerisch die Matrizen V} , und die Entropiefaktoren fy
berechnen und hat dann die Eigenwerte zu untersuchen, das heifit man bestimmt die Eigenwerte von
%A + (%)QB + 1. Sobald einer negativ wird, wird das System instabil. Man beachte, dass f, A und B
nur von 7'/t abhéngen. Daher bestimmt man fiir festes 7'/t den kritischen Eigenwert (U/t)., fiir den
erstmals ein Eigenwert 0 wird.

Falls die Gittersymmetrie nicht sy ist oder Q = —1, dann verschwindet der Beitrag aus A und man
bestimmt dann den niedrigsten Eigenwert A von B und erhilt das zugehérige (U/t). = 1/v/=A.

Wir geben unten die berechneten Instabilititen an. Wir miissen sie auch interpretieren. Das
Auftreten der Instabilititen bedeutet, dass das System in einen Zustand niedrigerer freier Energie
kommt, indem es den symmetrischen Zustand verldsst und in einen iibergeht, fiir den v oder A ver-
schieden von 0 ist. Gébe es nur die betrachteten quadratischen Terme in der freien Energie, dann
wiirden v oder A beliebig grofl werden. Tatséchlich gibt es Terme hoherer Ordnung in der Entropie,
die wir nicht berechnet haben, die aber dafiir sorgen, dass v und A endlich bleiben. Wir setzen nun die
Erwartungswerte von v und A ein und gehen zu der sich daraus ergebenden neuen Normal-Ordnung
iiber. Dann erhalten wir zum Beispiel aus dem V-Term von (23.23)

2V Z Ve(k,q) : (Ag,, ke + CLSCT ks')(Ras,—qs' + C-qs'Cqs) : (25.48)
p k,q,s,s’
Summieren wir nun
1 1 o a 1 t
m Xq:VB(kaq)AqS,*qs/ = Gss’m zq:VB(qa k)AZ + 2&:6 (60’ )s,s!m zq:VB(kaq)Aq
= VE(K)ess + V" (K)(€0)ss (25.49)

mit
o= e%0". (25.50)
Dabei ist e ein Einheitsvektor. Es kommt hier zum Ausdruck, dass alle Komponenten des Tripletts

entartet sind, so dass man eine beliebige Uberlagerung haben kann. Dann bleibt schlieBlich aufier einer
Konstanten, die die Energieabsenkung beschreibt und Termen : cfcfee : in der neuen Normal-Ordnung

> (BM)eaw + D VB () (e0)a) : el - (25.51)
k,s,s’ @
Ahnliches gilt fiir die anderen Kanile. Wir geben das Verfahren noch explizit fiir Viy und Vi an. Aus

Z Vu(k,q) : (Vs s + CLsckS)(’/qs fas' T CLs'Cqs )

,9,8,8'

" Vi, )t (Vg ks + ClegClsr) (Vastsas + CligiCas) (25.52)

,q,8,8'

2Vp y

B 2Vpk

erhalten wir die folgenden Beitrige : cfe

1
= 2 Vil a) — Vel @)riek e — = D Velk @)y el ol cier
P q.k,s q,k s,s'
Z Vs Ck Cks + Z Vt Cksass’cks’ (2553)
k,s
mit
~ 1
IS 1
t _ t

Vi) = -3= ;Vp(k,q)vq- (25.55)



Auch hier verwenden wir die Entartung des Tripletts.

Betrachten wir jetzt noch die Gittersymmetrie. Die Funktionen v und A sind danch klassifiziert.
Wegen der Invarianz von V' (k, q) unter den Symmetrie-Operationen, sind auch die neuen Funktionen
Vs (k), V5(k) und Vt(k) danach zu klassifizieren. Wir geben nun die Funktionen mit den niedrigsten
Fourier-Komponenten an

sy 1, cos(kga) + cos(kya)
s_ =g | sin(k;a) sin(kya)(cos(kza) — cos(kya))
dy cos(kya) — cos(kya) (25.56)
d_ sin(k,a) sin(kya)
D sin(kya), sin(kya)

Bei halber Fiillung ist an der Fermikante cos(kya) + cos(kya) = 0. Die zweite angegebene Funktion
fiir s1, die auch mit s* bezeichnet wird, hat daher einen Knoten an der Fermikante. Sie ist aber nicht
von der Abstoflung betroffen, das heifit der abstolende Beitrag in erster Ordnung in U wirkt sich fiir
diese Funktion nicht aus. Daher wurde auch sie als Kandidat fiir die Supraleitung diskutiert.

Fiir Va, Vo und V4 miissen wir noch zwischen @@ = +1 und ¢ = —1 unterscheiden. Dann sind die
Funktionen mit den niedrigsten Fourier-Komponenten
Q=+1 Q=-1
Sy 1 cos(kza) + cos(kya)
s— = g | sin(kya) sin(kya)(cos(2kza) — cos(2kya)) sin(kga) sin(kya)(cos(kya) — cos(kya)) (25.57)

dy cos(2kza) — cos(2kya) cos(kya) — cos(kya) )

d_ sin(kya) sin(kya) sin(2k,a) sin(kya) + sin(k, a) sin(2kya)

D sin(2k,a), sin(2kya) sin(kya), sin(kya)

25.f Ergebnisse

channel line pattern
Antiferromagnetism Phir gy sy | e
Pomeranchuk instability phsi0dy | ======--
Band splitting phsiq_p ————————
Superconductivity pp si 0 dy _
Flux phases phsiftrqody | ---ee--
Pomeranchuk instability | phsi 0 s_ =g —_— - -

In den Figuren (auch farbig erhiltlich) zeigen wir die kritischen Werte der niedrigsten (U/t). als
Funktion von 7'/t fiir zwei verschiedene Werte von p/t. Zunéchst sind in der Tabelle die wichtigsten
auftretenden Instabilitdten angegeben. In der zweiten Reihe charakterisieren wir die Instabilitdten: ph
steht fiir Teilchen-Loch (particle-hole), pp fiir Teilchen-Teilchen (particle-particle) si fiir Singulett, tr
fiir Triplett, ¢+ fiir Q = 1, sonst 0.

U/t)e
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Antiferromagnetismus Bei ¢ = 0 (halbe Fiillung) ist die niedrigste Instabilitit die antiferromag-
netische. Es stellt sich allerdings heraus, dass der Beitrag in zweiter Ordnung in U den Antiferromag-
netismus unterdriickt. Das ist im Einklang damit, dass fiir grofle U die antiferromagnetische Kopplung
wieder abnimmt. Wenn wir die halbe Fiillung verlassen, wird der Antiferromagnetismus schwécher
und verschwindet schliefilich.

Die néchste Instabilitdt ist eine Pomeranchuk-d,;-Wellen-Instabilitdt. Sie ergibt einen die tetrago-
nale Symmetrie brechenden Beitrag

2m Z(cos(kza) - cos(kya))c;r(scks =m Z(CI(R+ a,)+cl(R—a,)—cl(R+a,) —cl(R—a,))cs(R).
k,s R,s
(25.58)

Pomeranchuk-Instabilitdt und Verzerrung Diese Instabilitit fiihrt dazu, dass die Fermikante
ihre tetragonale Symmetrie verliert und in einer Richtung ausgebuchtet wird. m kann ein beliebiges
Vorzeichen haben und wichst betragsmifig von T ab mit fallender Temperatur an. Dem entspricht bei
Kopplung an das Gitter eine rhomboedrische Verzerrung und zwar eine rechteckige, die auch tatséchlich
in einer Reihe von Hochtemperatur-Supraleitern gefunden wird.

Die damit verkniipfte Verzerrung kann man folgendermaflen verstehen: Die Hiipfmatrix-Elemente
héngen vom Abstand der Atome ab, verdndern sich also bei Verzerrung. Das fiihrt zu einer Kopplung

—(t— faaqj:) Z(CT(R +a,)+c'(R—a,))e(R) + (z = y)
R
= =2(t— fa;;) Xk: cos(kma)c;r(ck +(x—y) (25.59)

Dabei beschreibt 2% die verzerrung in z-Richtung. Mit dem Erwartungswert

ox
Ay = cos(kpa)(cho) (25.60)
k

und analog fiir A, erhilt die freie Energie nun die Form

F=Foy(Ay, A+ 20 (Lea, 4+ wy )4 Lo (2 (2w (25.61)
e Ay or " oy Y 2 Ox Oy )
Dabei ist Fy der Beitrag zur freien Energie des Hubbard-Modells ohne Ankopplung an die Verzerrungen.

Der letzte Beitrag ist (in vereinfachter Form) die Elasitizitits-Energie des Gitters. Wir miissen nun
das Minimum der freien Energie aufsuchen. Beziiglich der Verzerrung fiihrt das auf

OF ~ ou
—— =24, +C—===0 25.62
0% c % T (25.62)
T
was auf die Verzerrung
Ouy 2t
=——A,, 25.63
Oz C ( )
analog fiir Ou, /0y fiihrt. Da die Instabilitit von d;-Symmetrie ist, folgt 4, = —A, und damit

Ouy [0y = —0uy/Ox.

p-Wellen-Instabilitat Als nichstes folgt eine Teilchen-Loch-Instabilitdt, die zu einem Beitrag
Z i(mg sin(kza) + my sin(kya))c;r(+qoscks (25.64)
k,s

fiihrt. Das ergibt dann Einteilchen-Eigenwerte

é(k) = £4/€2(k) + (mg sin(kgya) + my sin(kya))?, (25.65)

was eine Aufspaltung in zwei Bénder beschreibt, die allerdings an den beiden Stellen e(k) = 0 und
my sin(kza) + my sin(kya) = 0 zusammenhéngen.
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Supraleitungs-Instabilitdt Dieser schliefit sich dann erst die Supraleitungs-Instabilitit mit d,2_2-
Symmetrie an, die allerdings wesentlich stirker als die anderen supraleitenden Instabilitéiten ist. Die
zugehorigen grofiten und kleinsten Eigenwerte A bei halber Fiillung multipliziert mit 100 sind in der
folgenden Tabelle angegeben.

Symmetrie T =0.1¢t T =0.03t
Sy 12,51 ...-0.10 25.90 ...-0.39

s_ =g 0.00...-0.71  0.00...-1.75
dy 0.01...-2.49 0.01...-5.49

d_ 0.69...-0.04 236 ...-0.06

p 1.35...-032 274 ...-097

Dabei ist nur der Beitrag zweiter Ordnung fiir s, berticksichtigt. Daraus ergeben sich kritische (U/t). =
6.34 fiir T = 0.1¢ und 4.27 fiir T = 0.03t¢.

Flussphasen-Instabilitat Es folgt die sogenannte Flussphasen-Instabilitit, die von verschiedenen
Autoren (Kotliar, Affleck und Marston, Chakravarty) diskutiert wurde. (Fiir g4 = 0 ist sie mit der
d;-Supraleitungs-Instabilitit entartet.) Fiir diese erhélt man einen Beitrag zur Einteilchen-Energie

> "i(cos(kya) — cos(kya))cf o, 0 = ——Zelqo (chia, ¥ Ch a —Chia, —Ch a)or.  (25.66)
k

Wir konnen diesen imaginiren Beitrag zum Hiipf-Matrix-Element dadurch veranschaulichen, dass wir
jeweils einen Pfeil auf der Kante (link) zwischen den Nachbarpunkten in der Richtung einzeichnen, in
der der Imaginérteil positiv ist. In Gegenrichtung ist er dann wegen der Hermitezitit negativ.

Man sieht, dass auf dem Weg um eine Quadrat (Plaquette) alle Imaginérteile das gleiche Vorzeichen
haben. Dies kann nicht weggeeicht werden. Vielmehr ist die Summe der Phasen invariant. Sie kann
auch durch einen entsprechenden magnetischen Fluss durch das Quadrat erzeugt werden. Daher spricht
man von einer Flussphase. Durch diese Storung entsteht ebenfalls eine Aufspaltung in zwei Bénder,
die energetisch giinstig ist.

Als néchstes kommt eine g-Wellen-Pomeranchuk-Instabilitat.

Wir haben hier die Instabilitidten in der Reihenfolge ihrer Stirke aufgezihlt. Zu beachten bleibt,
dass eine Symmetriebrechung hiufig andere unterdriickt, so dass sich die stirkste auswirkt. In wieweit
die anderen ebenfalls auftreten, miisste separat untersucht werden.
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U/t)e

SchlieBlich zeigen wir noch das Ergebnis fiir u/t = 1/4, was einer Dotierung z = 0.1159 bis z =
0.1030 entspricht. Die antiferromagnetische Instabilitit ist vollig verschwunden. Es sei noch darauf
hingewiesen, dass die Ergebnisse bei tiefen Temperaturen (7'/¢ < 0.05) mit Unsicherheiten verbunden
sind. Dies wird gegenwirtig verbessert.
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26 Molekularfeld-Naherung

Es gibt viele Systeme, bei denen zwei Phasen bei Anndherung an den sogenannten kritischen Punkt
einander immer dhnlicher werden. Das bekannteste Beispiel ist der kritische Endpunkt der Koexistenz-
linie von Fliissigkeit und Dampf. An diesem Endpunkt und bei héheren Temperaturen kann man nicht
mehr zwischen zwei Phasen unterscheiden: Man hat nur noch das Gas. Ein anderes Beispiel ist ein
Ferromagnet. Unterhalb der Curie-Temperatur ist das System ferromagnetisch. Ob der Magnetismus
in der einen oder anderen Richtung ausgerichtet ist, hingt von der Vorgeschichte ab. Erwidrmt man
den Ferromagneten, so nimmt die Magnetisierung ab, bis sie schliefllich am Curie-Punkt kontinuierlich
verschwindet. Es gibt weitere Arten kontinuierlicher Phaseniiberginge. Thnen allen ist gemeinsam,
dass man sie durch einen Ordnungsparameter beschreibt. Im Falle des Ferromagneten ist das die Mag-
netisierung, im Falle des Gas-Fliissig-Ubergangs die Differenz zwischen der Dichte und der kritischen
Dichte. Dieser Abschnitt ist in erheblichem Umfang dem Abschnitt IT des Uberblicks-Artikels von L.P.
Kadanoff et al. in Review of Modern Physics 39 (1967) p. 395 entnommen.

26.a Landau-Theorie fur kritische Phanomene

Landau hat eine allgemeine Formulierung fiir diese Phaseniiberginge gegeben. Er schreibt die freie
Energie (wir werden spéter sehen, dass es sich um ein Zwischending zwischen Hamilton-Funktion und
freier Energie handelt) als Integral iiber den Raum

F= /d3rf(r) (26.1)
und entwickelt die Dichte f(r) nach Potenzen des ”Feldes” S(r),
f(x) = fo(T) — h(r)S(r) + a(T)S*(r) + b(T)S*(r) + ¢(T)(VS(r))?. (26.2)

Dabei sei S(r) die Grole (Operator), deren Erwartungswert der Ordnungsparameter ist, den wir mit
m bezeichenen, m = (S(r)). Wir nehmen an, dass die S(r) klassische Grofien sind. Der erste Term
go(T') ergibt die freie Energie bei verschwindendem Ordnungsparameter. Der zweite Term beschreibt
die Ankopplung eines duleren symmetriebrechenden Felds (im magnetischen Fall eines Magnetfeldes
h = B). Die weiteren Terme sind gerade in S, da vielfach eine Symmetrie S — —S besteht, die nur
vom hS-Term gebrochen wird.

Wenn F die freie Energie ist, dann erhélt man den wahrscheinlichsten Zustand als Minimum
der freien Energie. Wir ersetzen also unter Vernachlissigung aller Fluktuationen S durch den Er-
wartungswert m und variieren m(r) — m(r) 4+ om(r) und erhalten in erster Ordnung in dm

0F = /d3r6m(r)[—h(r) + 2am(r) + 4bm®(r) — 2cAm(r)] (26.3)

Da der Ausdruck fiir alle dm(r) verschwinden muss, folgt
(2a + 4bm>(r) — 2¢A)m(r) = h(r). (26.4)

Dann ergibt sich aus (26.4) der Ordnungsparameter. Ist die Losung dieser Gleichung nicht eindeutig,
so ist die mit der niedrigsten freien Energie zu wahlen. Damit das Verfahren funktioniert, miissen b
und c positiv sein. Falls b negativ ist, muss man einen S%-Term in der freien Energie hinzunehmen.
Falls ¢ negativ ist, kann der Ordnungsparameter nicht homogen sein.

Im einfachsten Fall ist h konstant. Dann erhélt man

(2a + 4bm*)m = h. (26.5)

Fiir h = 0 hat die Gleichung die Lésungen
m = 0, (26.6)
m = +(—a/2b)'/2 (26.7)
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Die erste Losung ergibt das Minimum der freien Energie fiir a > 0, die zweite fiir a < 0. Landau macht
nun die einfachste Annahme fiir die Temperatur-Abh#ngigkeit von a,

a(T) = (T — Tb). (26.8)

Oberhalb T, verschwindet der Ordnungsparameter, unterhalb ist er von 0 verschieden. Sein Vorzeichen
kann positiv oder negativ sein. Legt man ein schwaches symmetriebrechendes Feld an, so ergibt sich
eine Anderung dm des Ordnungs-Parameters fiir 7' > T, mit

2a(m + 6m) + 4b(m> + 3m?dm) = h, (26.9)
woraus . .
fir T>T. a>0, m=0 Sme=dho— b
c 2}(1, 2a (T;Tc) (2610)

furT<Tc (l<0, m:(—a/Qb)l/Q, (Sm:Tm:m

folgt. Die Suszeptibilitit divergiert also mit [T — T,|7".
An der kritischen Temperatur ergibt sich aus (26.5) ein Anwachsen der Magnetisierung mit

m = <%>1/3. (26.11)

Schliellich beobachten wir noch, dass die freie Energie bei h = 0 von der Form

_ Ve fo(T) fir T > T,
i { Vo (fo(T) —a?/4b) fiir T < Tp). (26.12)
ist. Dieser Extra-Beitrag in der freien Energie fiihrt unter Beriicksichtigung von
Ch = —TO°F/0T*/Vp (26.13)

auf einen Sprung in der spezifischen Wirme AC = T.a'?/2b pro Volumen bei Tt., wobei angenommen
wird, dass die zweite Ableitung von go(T") stetig ist.

Wir geben eine anschauliche Argumentation fiir die Beziehung (26.8). Wir betrachten das System
auf einer Skala, auf der wir zur Bestimmung der Dichte S(r) bereits mehrere Spins eines Ising-Modells
einbeziehen, das heifit wir mitteln {iber ein Volumen AV mit vielen Spins. Dann beschreibt ein S(r)
eine grofle Anzahl von Konfigurationen, die in dem Volumen AV die gleiche Gesamt-Magnetisierung
haben. Unser F enthélt sowohl die Energie wie auch die Entropie des Systems. Da die Wechselwirkung
des Ising-Modells bilinear ist, erwarten wir Terme proportional S(r), wenn ein Magnetfeld anliegt und
proportional S? und (VS(r))2. Da eine parallele Ausrichtung der Spins energetisch giinstig ist, ist
der Vorfaktor a; vor S? negativ und der Koeffizient ¢ vor (V.S(r))? positiv. Dazu kommt dann der
Entropie-Beitrag. Man kann diesen nach Potenzen von S? entwickeln, Sent = fo + a2S5% + b25* + ...
Da die Entropie mit wachsender Ordnung, d.h. mit wachsendem S? abnimmt und zwar immer stéirker,
sind a2 und by negativ. Damit ergibt sich in der freien Energie 7 = E — T'S ein positiver Koeffizient
b = —Thbs, aber a = a; — T'az, wobei sowohl a; als auch as negativ ist. Man erkennt, dass a fiir hohe
Temperaturen positiv ist, da der Entropie-Term tiberwiegt. Fiir tiefe Temperatur ist a negativ, da der
Energie-Term iiberwiegt. Bei T" = T, heben sie sich im Rahmen der Molekularfeld-Ndherung weg.

26.b Korrelationen

Wir betrachten nun die Fluktuationen des Ordnungs-Parameters. Genauer gesagt, wir interessieren
uns fiir die Korrelationen

g(r,r') = ((S(x) = m)(S(') = m)) = (S@)S(x')) — m>. (26.14)

Diese kénnen wir dadurch erhalten, dass wir uns fragen, um wieviel sich der Ordnungs-Parameter
am Ort r dndert, wenn wir am Ort r’ das h-Feld &ndern. Aus

_ tr(Aexp[(—H + A)/(ksT))) _

(AA) — (A)(A)
Ao = S el T Ny 0T

kgT

(26.15)
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folgt dann in erster Ordnung in §h fiir A = S(r) und A = hS(x')

dm(r) = 6(S(r)) = kBLT /d3r’g(r,r’)(5h(r'). (26.16)

Ersetzen wir nun in (26.4) m(r) — m(r) + dm(r) und h(r) — h(r) + oh(r), so folgt
(2a + 12bm? — 2cA)dm(r) = Sh(r). (26.17)
Diese Gleichung wird in drei Dimensionen durch

kT exp(=|r —r'|/£)
N —
9(r,r) = 8¢ v —r'|

- c | (/YT —=T)~"/? fiir T > Te,h =0, (26.19)
“Va+6m® | (¢/2a)'/*(T.—T)"'? fir T <T.,h=0 :
gelost. Wir sehen daraus, dass sich die Korrelation bei Anndherung an den kritischen Punkt iiber

grofle Entfernungen, gegeben durch die Korrelationslinge &, erstreckt. In drei Dimensionen fillt die
Korrelation am kritischen Punkt mit [r—r'| ' ab. In d Dimensionen erfolgt der Abfall mit |r—r/|~(?~2),

(26.18)

26.c Giiltigkeits-Bereich der Landau-Theorie

Diese Theorie nimmt an, dass man die freie Energie nach Potenzen des Ordnungsparameters entwickeln
kann. Dies gilt fiir viele Theorien wie der van der Waals Gleichung fiir eine Fliissigkeit oder der
Weissschen Molekularfeldtheorie. Wir haben auch die Supraleitung in dieser Form behandelt. Diese
Theorien geben in der Regel korrekte Aussagen, so lange man nicht zu nahe am kritischen Punkt ist.
In der unmittelbaren Umgebung des kritischen Punktes ergeben sie aber falsche Ergebnisse.
Ginzburg hat ein Kriterium angegeben, wann die Molekularfeld-Nidherung gut ist. Dabei verwen-
det man folgendes Argument: Man hat erhebliche Fluktuationen des Ordnungsparameters. Jedoch
kann man diese iiber ein Gebiet mitteln. Der grofite Abstand, iiber den das sinnvoll ist, ist die Kor-
relationsldnge. Man verlangt daher, dass die Korrelation klein ist gegen das Quadrat des Ordnungs-
Parameters,
(6S(r)3S (X)) jper|me < M. (26.20)

Wir lassen nun der Einfachheit halber alle Zahlenfaktoren weg, betrachten das Problem aber fiir
allgemeine Dimension d des Raums. Dann ergibt die Ungleichung zunéchst

kBTC |a|

e < (26.21)

Wir bezeichnen nun die Korrelationsldnge bei Temperatur 0 mit &y und fiithren die relative Tempe-
raturdifferenz 7 = £-1= ein. Dann kénnen wir ¢ = &/|7|'/? und a = a'T.7 schreiben, wodurch die
Ungleichung die Form

kb
1ed—2
Ca’'Gy

kpTe|r|%/?~! < a'Te|7|

oder |7|>~%/? >
Cfg_Q b | |

(26.22)

annimt. Wir kénnen nun noch o', b und ¢ eliminieren, in dem wir die Korrelationslange bei Temperatur
0 und den Sprung AC in der spezifischen Warme durch diese Gréflen ausdriicken,

2

c a
§o = T AC = TCT. (26.23)
C
Wir erhalten dann .
_ B
|7_|2 d/2 > é'dAC (2624)
0
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Tatséchlich ist fiir d = 3 noch ein numerischer Faktor einzufiigen. Nach der vorhergehenden Rechnung
wire das 1/(167e) fiir d = 3. Ginzburg und Levanyuk haben eine etwas sorgfiltigere Argumentation
durchgefiithrt und kommen zu dem Ergebnis, dass die Landau-Theorie fiir || groBer als

1 ks \2
=3 (AC§§> (26.25)

gut sein sollte. Der Faktor £§ im Nenner von 7. zeigt an, dass mit wachsender Reichweite der Kréfte,
die zu einer grofleren Korrelationslange &y fiihrt, der Bereich, in dem die Landau-Theorie nicht gilt,
sehr klein werden kann. Dies gilt insbesondere fiir konventionelle Supraleiter. In Zinn findet man
€ = 2300 A und AC = 0.8 x 10* erg/cm®K, woraus 7. ~ 10~ folgt. Im fliissigen Helium hat man ein
&o, das dem Abstand der Atome entspricht. Es folgt 7. =~ 1. In Eisen ist der Sprung in der spezifischen
Wirme AC ~ 3 x 107 erg/cm® K und & = 2 A, woraus 7. ~ 102 folgt. Im Antiferromagneten haben
die Magnetfelder der Spins die Tendenz, sich gegenseitig wegzuheben. Daher ist dort 7. relativ grof.
In Ferroelektrika hat Ginzburg 7. ~ 10~* abgeschitzt. Fiir Antiferroelektrika erwartet man wieder
groflere Tc.

Wir haben die obige Rechnung fiir allgemeine Dimension durchgefiihrt. Damit haben wir nicht nur
eine Abschétzung fiir zweidimensionale Schichten. Wir sehen noch etwas anderes: Wenn némlich d > 4,
dann steht auf der linken Seite der Gleichung (26.24) || hoch einem negativen Exponenten. Das heifit,
dann ist die Umgebung des kritischen Punktes nicht mehr von der Landau-Theorie ausgeschlossen. In
vier Raumdimensionen ist |7|2~%/2 = 1. Tats#chlich ist dies ein Grenzfall fiir die Landau-Theorie, auf
den wir zuriickkommen werden.
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27 Homogenitats- und Skalengesetze

27.a Potenzgesetze und kritische Exponenten

Bereits um die Jahrhundertwende war bekannt, dass das Molekularfeld-Verhalten etwa der van der
Waals-Gleichung das Verhalten in der Umgebung des kritischen Punktes nicht korrekt beschreibt.
(Zur Geschichte der kritischen Phinomene siehe J.M.H. Levelt-Sengers, Physica 73 (1974) 73.)

Beispielsweise hatte man experimentell gefunden, dass die Dichte des Gases bzw. der Fliissigkeit
nicht durch p — p. o (T — T.)® mit 8 = 1/2 beschrieben wird, sondern mit 3 = 0.3434 (Verschaffelt
1900). Auch die anderen Grofien, wie Suszeptibilitit, spezifische Warme, Korrelationen zeigten Gesetze
mit anderen Potenzen,

spezifische Wirme Cxt @

Ordnungsparameter bei h =0 m oc 79

Suszeptibilitét xocT 7

Ordnungsparameter bei T = T, m o h'/0 (27.1)
Korrelation bei Tt g(r,r') oc v — ¢/ |24

Korrelationslange Eox TV,

Man bezeichnet die Grolen «, 3, 7, §, 7 und v als kritische Exponenten. In der folgenden Tabelle
zeigen wir einige Werte von kritischen Exponenten

Exponent Molekularfeld Ising-M. Ising-M. Heisenberg-M. sphérisches M.

d=2 d=3 d=3 d=3
a 0(Sprung) 0(In) 0.109 —0.116 -1
3 1/2 1/8 0.325 0.365 1/2 (272)
~ 1 7/4 1.241 1.387 2 ‘
5 3 (15) 4.82 4.80 5
n 0 1/4 0.031 0.033 0
v 1/2 1 0.630 0.705 1

Zunichst haben wir die Molekularfeld-Werte angegeben. Als néichstes die des zweidimensionalen Ising-
Modells. Onsager gelang 1944 die Losung dieses Modells. Er fand, dass die spezifische Warme eine
logarithmische Singularitit hat. Weitere Rechnungen, vor allem von Yang (1952), brachten auch die
spontane Magnetisierung und die Suszeptibilitéit. Allerdings kennt man die exakte Lésung nur fiir h =
0. Man erkannte hieraus, wie auch aus Rechnungen fiir das sphérische Modell (Berlin und Kac 1952),
dass die kritischen Exponenten sich durchaus von den Molekularfeld-Werten unterscheiden kénnen. Auf
die Werte des dreidimensionalen Ising- und Heisenberg-Modells werde ich spater zuriickkommen. Es sei
aber bereits bemerkt, dass die Werte fiir das dreidimensionale Ising-Modell auch fiir Fliissigkeiten am
kritischen Punkt zutreffen sollten. Man sieht, dass Verschaffelts Exponent 8 = 0.3434, der tatsichlich
nicht so prazis gemessen wurde, gut mit dem g = 0.325 fir das Ising-Modell iibereinstimmt.
Das sphéarische Modell ist ein Modell mit der Wechselwirkung

H = % Y L wSx)S()—h>_ S(r), (27.3)

wobei die Wechselwirkung kurzreichweitig ist und die Felder S(r) reell sind mit der einzigen Ein-
schrinkung Y. S?(r) = N, wobei N die Anzahl der Gitterplatze ist.

27.b Skaleninvarianz und Skalengesetze
27.b.a Kritischer Punkt

Wir wollen jetzt die Idee der Skaleninvarianz einfiihren. Dazu betrachten wir etwa einen Ferromagneten
oder ein Gas-Fliissigkeits-System am kritischen Punkt. Durch ein Mikroskop werden wir Doménen
(oder Tropfchen) unterschiedlicher Grofle erkennen. Es wird Tropfchen in Blasen und Bléschen in
Tropfen geben, da der kritische Punkt durch starke Fluktuationen charakterisiert ist. Nun gehen wir
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zu einer geringeren Vergréferung iiber und reduzieren den Kontrast in geeigneter Weise. Dann werden
wir wesentlich das gleiche Bild vor uns haben, das heifit, auf der neuen Skala haben wir die gleiche
Verteilung von Doménen (oder Tropfen) vor uns. Wir sagen: Das kritische System ist skaleninvariant.
Nehmen wir an, die urspriingliche Vergréflerung ergibt eine Korrelation des Ordnungsparameters

(5(0)S(r)) = g(r). (27.4)

r = br' (27.5)
andert die Dichte des Ordnungsparameters geméf
S(r)dr = S(x")d% = b~2S(x")d%, (27.6)

wobei d die Dimension des Raumes ist. Die Anderung des Kontrasts bewirkt einen weiteren Faktor,
den wir mit b¥» bezeichnen. Dann gilt

S(r) = b5 (v") (27.7)
und
(S(0)S(r)) = b2 —21(5'(0)S" (x'). (27.8)
Da sich das beobachtete Bild nicht gedndert hat, haben wir
(5'(0)8"(x")) = g(r"), (27.9)
woraus
g(r) = p>=Dg(r/b) (27.10)

folgt. Diese Gleichung gilt fiir eine Anderung der Lingenskala um einen Faktor (Vergrofierung) b. Wir
konnen dies p mal anwenden

g(r) = L2 =D (r/bP) (27.11)
und konnen b sehr nahe an eins wahlen. Dann erhalten wir mit b = L und beliebigem L
g(r) = LW =Dg(r/L). (27.12)
Wihlen wir schliefllich L = r, so folgt
g(1)
(S(0)S()e = =577 (27.13)

mit dem kritischen Exponent n = d + 2 — 2yy,.

27.b.f Kritisches Gebiet

Im kritischen Gebiet ist unser System durch die Temperaturdifferenz + = (T —T¢)/T. und ein symme-
triebrechendes Feld h charakterisiert. Wir beobachten das System wieder durch das Mikroskop. Wenn
wir nun die Vergroferung und den Kontrast wie vorher verdndern, beobachten wir ein anderes Bild:
Das System ist nicht mehr skaleninvariant. Bei einer geringeren Vergroflerung beobachten wir jedoch
das Bild, das wir bei der urspriinglichen Vergrofierung bei einer anderen Temperaturdifferenz 7' und
einem anderen symmetriebrechenden Feld A’ beobachten. Daher ist die Anderung der Langenskala
und der Skala des Ordnungsparameters dquivalent zu einer Abbildung von 7 und h nach 7" und h'.
Dann folgt fiir den Ordnungsparameter

m(,h) = ((S(r))rn = b¥"~Im (7', 1'). (27.14)

Fiir die Korrelation folgt
(S(0)S(r))rn = b* W =(S'(0)S" (x')) e (27.15)

124



und damit fiir die Korrelationsfunktion G
G(r,7,h) = (S(0)S(r))rn — m*(1,h) = b2(yh_d)G(%,r’, h'). (27.16)
Auf grofie Entfernungen ist der Zerfall der Korrelationsfunktion ndherungsweise exponentiell,

exp(—r/&(1,h))

r2(d—yn)

G(r,7,h) x (27.17)

Dann folgt fiir die Korrelationslange
&(r,h) = bE(r', h'). (27.18)

Eine dhnliche Beziehung erhilt man fiir die Suszeptibilitat (der Faktor kgT ist hier weggelassen)
) = [ ah(SO) - m)(SE) - )
= bV d/dd ((S"(0) =m")(S"(x") = m")) e 1
= v¥dy(r' 1. (27.19)

Wir werden spéter finden, dass 7/ und A’ nicht-singulidre Funktionen von 7 und h sind. Da sich
definitionsgemafl 7 = 0, h = 0 auf 7/ = 0, A’ = 0 abbilden, konnen wir fiir kleine 7 und h

' =ApT + Xh, (27.20)
B = N'r 4 Anh (27.21)

schreiben. Da ein Vorzeichenwechsel von h nur das Vorzeichen von h' &ndern wird, aber nicht 7/, sind
A" = X" = 0. Wir betrachten nun den Spezialfall 7 = 0. Dann gilt offensichtlich

m(0,h) = b Im(0,\nh), (27.22)
x(0,h) = b (0, \yh). (27.23)

Differenzieren wir (27.22) nach h, so folgt
x(0,h) = b=\, x(0, \ph). (27.24)
Der Vergleich von (27.23) mit (27.24) ergibt
Ap = bV, (27.25)
Ahnlich kann man durch Betrachtung des singulédren Anteils der Energie und der spezifischen Wiarme
Ap = bYE (27.26)

schreiben. Wenn wir nun b = L wie frither setzen, dann erhalten wir die Homogenitatsgesetze

G(r,r,h) = LQ(yh_d)G(%,TLyE,hLyh), (27.27)
§(r,h) = L&((TLY®,hL™), (27.28)
m(r,h) = L m(rL'", L"), (27.29)
x(r,h) = L*"=x(TLY® hL"). (27.30)

Die Gleichung (27.27) kann nach h integriert werden. Dies ergibt die Dichte der freien Energie, die wir
nun mit F' bezeichnen (tatséchlich nur den singuldren Anteil davon)

Fiing (T, h) = L™ Fyng (TLY"  RLY*). (27.31)
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Diese Beziehung gibt wieder, dass sich die Dichte der freien Energie mit dem Faktor L¢ wie das inverse
Volumen umskalt, so dass die freie Energie selbst erhalten bleibt. Genau genommen ziehen wir aus
der freien Energie auch noch den Faktor kgT heraus,

F = F/(VokgT). (27.32)

Tatséchlich ist Fiing nicht die komplette Dichte der freien Energie. Es gibt noch einen reguléren Anteil,
der nicht zum kritischen Verhalten beitrigt,

F = Fyng + Freg. (27.33)
Differenziert man (27.31) zweimal nach 7, so erhélt man den singuldren Anteil der spezifischen Warme
Cuing(T,h) = L7~ Cying (TLY" LY. (27.34)

Aus diesen Ausdriicken kénnen wir nun mit der Wahl A = 0 (manchmal auch 7 = 0) und |7|L¥® =1
ablesen, dass die kritischen Exponenten gegeben sind durch

1
Yoy = = (27.35)

_yE-

_ 2yp—d _d—uyn _ 2yp—d .
o= — /8_ y Y= ) d=
YE YE YE d—yn

Da nur zwei Skalen-Exponenten y, und yg die kritischen Exponenten bestimmen, sind diese nicht
unabhéngig. Vielmehr gelten die Skalengesetze

a+28+7 = 2 (27.36)
2—a = dy, (27.37)

vy = v(2-n) (27.38)

0 = f+y=2—a-—-p. (27.39)

Der letzte Exponent wird auch mit A bezeichnet. FEr verkniipft Groflen, die sich jeweils in einer
Ableitung nach h unterscheiden. Man priife diese Skalengesetze fiir die Daten in der Tabelle (27.1)
nach. Fiir welche Dimension d sind die Daten fiir die Molekularfeld-Naherung erfiillt?

Das Homogenitétsbild lasst sich experimentell iiberpriifen. Wir gehen aus von Gleichung (27.29)

m(r,h) = LY*~4m(rLYE  hLY*) (27.40)
und legen L durch |7|L¥® =1 fest. Dann folgt

m h m h
BT =m(£l1, W) oder EE =m(£l1, W) (27.41)
Fiir den Ferromagneten CrBrs wurde h/|7|® gegen m/|7|? aufgetragen (Ho und Litster, Phys. Rev.
Lett. 22 (1969) 603). Man erkennt, dass die Messpunkte auf zwei Kurven, die eine fiir 7' > Tq,
die andere fiir T < T fallen. Eine dhnliche Auftragung gibt es auch fiir Nickel (Kouvel und Comly,
Phys. Rev. Lett. 20 (1968) 1237). Siehe auch Stanley, Introduction to Phase Transitions and Critical
Phenomena, Kapitel 11, §4.

Die dabei beobachteten Exponenten sind fiir CrBrs g = 0.368, v = 1.215, fiir Nickel g = 0.378,
v =134.
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28 Renormierungsgruppe

28.a Grundidee

Wir haben im vorhergehenden Abschnitt ein intuitives Bild fiir die Homogenitatsgesetze entwickelt. In
diesem Abschnitt wollen wir es mit Renormierungsgruppenideen begriinden. Die Beobachtung, dass die
Korrelationsfunktion am kritischen Punkt skaleninvariant ist, lasst vermuten, dass auch die effektive
Wechselwirkung am kritischen Punkt diese Eigenschaft hat. Wir nennen die Prozedur, die die Skala
der Wechselwirkung veréndert, Renormierungsgruppe (RG). Wir bezeichnen die Hamilton-Funktion
mit A und fiihren

H=H/(ksT) (28.1)

ein. Der Einfachheit halber bezeichnen wir H als Hamilton-Funktion. Die Dichte der freien Energie
ist definiert als 1
—F = — Intrexp(—H). (28.2)

Vp
Die Renormierungsgruppen-Transformation besteht nun aus zwei Schritten
a) einer Anderung der Lingenskala um einen Faktor b = e' in allen linearen Dimensionen. Wir
lassen dabei die Zustandssumme Z = Intrexp(—H) invariant. Da das Volumen um einen Faktor e
schrumpft, gilt fir die Dichten F'

Fy=e¢"YF. (28.3)

b) einer Elimination und/oder Transformation der Freiheitsgrade S, die die freie Energie invariant
lésst.

Der zweite Schritt ist notwendig, um einen Hamilton-Operator zu erhalten, der mit dem ur-
spriinglichen verglichen werden kann. Die Dichte der Freiheitsgrade S muss auf die urspriingliche
reduziert werden durch das Ausdiinnen der Freiheitsgrade, die Fluktuationen kurzer Wellenldngen
beschreiben (Fourier-Komponenten mit grofien Wellenlingen). Zum anderen muss das System erweitert
werden auf eines mit dem Volumen des urspriinglichen. Dann gibt es eine eins-zu-eins-Entsprechung
der urspriinglichen und der neuen Variablen. Wenn wir unser System unter dem Mikroskop betrach-
ten, beobachten wir unter geringerer Vergrésserung weniger Details, was dem Eliminations-Prozess
entspricht. Andererseits beobachten wir dann ein gréfieres Volumen, was der Erweiterung des Volu-
mens entspricht.

Die vollstindige RG-Transformation von Hy nach H; schreiben wir

Hy = R;(Hy), F(Ho)=e “F(H)). (28.4)

In vielen Féllen ist es moglich, die RG-Prozedur fiir infinitesimales ! zu formulieren. Dann kann die
erste Gleichung (28.4) in differentieller Form geschrieben werden

dH
= 9H, (28.5)

wobei G der Generator der Renormierungsgruppe ist. Im allgemeinen wirkt G nichtlinear auf H.

28.b Fixpunkt, Klassifizierung von Operatoren

Nun machen wir zwei Annahmen:
a) Wir nehmen an, dass es eine Fixpunkt-Hamilton-Funktion H* gibt,

GH* = 0. (28.6)

H* ist eine Hamilton-Funktion, die sich auf sich selbst abbildet.
b) Wir nehmen an, dass eine kritische Hamilton-Funktion gegen H* konvergiert.

lim H, = H*. (28.7)

l—o0
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Dies ist eine wesentlich schwéchere Bedingung als die Forderung, die kritische Hamilton-Funktion sei
H*. Die Bedingung (28.7) verlangt nur, dass die effektive Wechselwirkung unter der Renormierungs-
gruppe gegen einen Fixpunkt konvergiert.

Um nun das kritische verhalten zu untersuchen zerlegen wir den Generator G in den linearen Anteil
L und den Beitragen héherer Ordnung Q,

G(H*+ AH)=LAH + Q(AH), (28.8)
wobei Q(AH) = O(AH)?. Wir definieren nun Eigen-Operatoren (Eigen-Funktionen)

und nehmen im Folgenden an, dass die Eigen-Operatoren einen kompletten Satz von Operatoren bilden,
so dass jede Hamilton-Funktion (jeder Hamilton-Operator) Hy entwickelt werden kann als

Hy=H"+Y_ piO;. (28.10)
i

Dann erhalten wir in linearer Ordnung in g

H =H"+Y e’ 0;. (28.11)
i

Je nach Eigenwert y unterscheidet man

y>0 relevante Operatoren
y=20 marginale Operatoren (28.12)
y <0 irrelevante Operatoren.

Der Gleichung (28.11) entnimmt man unmittelber, dass am kritischen Punkt die Felder (in der Feldthe-
orie Quellen) yu; aller relevanten Operatoren verschwinden miissen.

Marginale Operatoren kénnen als relevante oder irrelevante Operatoren agieren. Dies hdngt davon
ab, ob die nichtlinearen Terme pu; nach Null oder von Null wegtreiben. Es gibt auch den seltenen
Fall, dass ein marginaler Operator eine Linie von Fixpunkten erzeugt wie beim zweidimensionalen
Acht-Vertex-Modell.

Es gibt einen speziellen Operator, den konstanten (das heiflt den von S unabhingigen) Beitrag
1o Vp, fiir den formal

O() == Vp, Yo = d (2813)

gilt, da Vp um einen Faktor e~% schrumpft, was durch ein Anwachsen von pg um einen Faktor e?

kompensiert wird. Das Hinzufiigen einer Konstanten dndert am kritischen Verhalten jedoch nichts. Er
ist der Ursprung des reguldren Anteils der freien Energie.

Die Art des kritischen Verhaltens héngt von der Anzahl der symmetrie-erhaltenden relevanten
Operatoren ab. (Symmetrie-erhaltend bedeutet, dass die Symmetrie des Hamilton-Operators erhalten
bleibt; eine spontan gebrochene Symmetrie des Systems wird dadurch nicht ausgeschlossen.) Entwi-

ckeln wir
H=> pl0; H* =) p;0; (28.14)

so erhalten wir
pi = Bl — . (28.15)

Fiir einen normalen kritischen Punkt hat man einen relevanten symmetrie-erhaltenden Operator (aufler
0p) Og, der die kritische Temperatur bestimmt

po =7 = Buy =i = (8= Bom, Be=F (28.16)
E
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Grob gesprochen ist Og proporional zu H abziiglich Erwartungswert am kritischen Punkt. An einem
trikritischen Punkt hat man zwei relevante symmetrie-erhaltende Operatoren (aufler Op) und folglich
zwel Bedingungen fiir kritisches Verhalten.

Die RG-Prozedur ist nicht eindeutig definiert. Dies hat eine Anzahl von Folgerungen, die wir hier
nur aufzéhlen (F.W.; J. Physics C7 (1974) 2098): H* héngt von der RG-Transformation ab. Variiert
man die RG-Transformation infinitesimal, dann &ndert sich H* um Operatoren, die wir redundant
nennen. Formal hingen die Exponenten y der redundanten Operatoren von der Wahl der RG ab,
aber die redundanten Operatoren tragen nicht zur freien Energie bei. Daher haben die Exponenten
der redundanten Operatoren keine physikalische Bedeutung. Die Exponenten der anderen Operatoren
sind invariant gegen infinitesimale Variationen der RG-Gleichungen. Redundante Operatoren kénnen
in numerischen Rechnungen recht stérend sein, wenn sie formal Eigenwerte y > 0 haben. Sie haben
nur kurzreichweitige Korrelationen.

28.c Skalen der freien Energie

Nehmen wir an, es reiche aus nur zwei Operatoren O und den Operator des Ordnungs-Parameters
Oy, zu beriicksichtigen,

H, :H*-l-TOE-l-hOh, (2817)

was
Hy = H* +1e"*'Og + he?*' O, (28.18)

mit
F(r,h) = e~ F(revr! hevnl) (28.19)

ergibt, was mit L = e/ mit der Gleichung fiir den singuliiren Anteil der freien Energie (27.31) unseres
intuitiven Bilds iibereinstimmt.

Normalerweise hat man eine unendliche Anzahl von Stérungen p;0; in Gleichung (28.10). Um
ihren Effekt auf das Homogenitétsgesetz zu betrachten, fiigen wir wenigstens einen hinzu,

H() =H* + TOE + hOh + uiOi (2820)
und erhalten
H; = H* 4+ 12105 + he¥"'O), + uieyi’Oi, (28.21)
h .
N — ||y Hi
F(T7 h)ﬂl) - |T| EF(:E]'7 |7—|yh/yE ) |7_ yz/yE ) (2822)

Wir interessieren uns fiir das kritische Verhalten, das heifit den Limes 7 — 0

Mi 0 y;<0oder u; =0
vi/ye ~ | +oo y; >0 und p; # 0.

(28.23)

|7

Falls O; relevant ist, (y; > 0), dann muss p; explizit beriicksichtigt werden. Fiir irrelevante Operatoren
kann der Term g;/|7|%/¥® vernachlissigt werden, wenn F nach Potenzen von ju; entwickelt werden
kann. Man beachte, dass die rechte Seite von (28.21) die freie Energie weit entfernt vom kritischen
Punkt enthilt. Der irrelevante Operator fiihrt zu einer Korrektur zum Skalen-Verhalten

h
’ |7—|yh/yE

F = |7|*ve F(+1 ,0) + pg|r|(d-v)/ve B (£1 ,0) + ... (28.24)

’ |7—|yh/yE

Solch eine Korrektur wurde im superfluiden Helium gefunden (Ahlers, Phys. Rev. A8 (1973) 530).

28.d Korrelationen

Bisher haben wir nur translationsinvariante Operatoren betrachtet. Wir konnen auch die Eigenwert-
gleichung fiir einen lokalen Operator O; betrachten

LO; = —x;0;. (28.25)
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Dann ergibt sich in linearer Ndherung aus
Hy = H* + );0;. (28.26)

die Hamilton-Funktion R
H; = H* + \e %L0;. (28.27)

An Stelle von O;, das eine Funktion der S(r') ist, konnen wir 0i(r), das wir erhalten, indem wir S(r')
durch S(r' + r) ersetzen. Dieser Operator O;(r) wirkt in der Umgebung von r. Aus

Hy = H* 4+ X;04(r) (28.28)

folgt dann R
Hy = H* + \je "' 0;(re ™), (28.29)

da die Lingenskala unter der RG-Transformation um einen Faktor e~ schrumpft.
Wir kénnen nun die Exponenten z; und y; durch Einfiihren des translationsinvarianten Operators

0; = / d?rO;(r) (28.30)
miteinander verkniipfen. Wir erhalten dann aus
Hy=H" + 1;0; = H* + u; /ddroi(r) (28.31)

die Hamilton-Funktion

H, H* + pie i /ddrONi(re’l)

= H* +,uie(d’“)l/dd(re’l)éi(re’l)
= H* + pield==)0;. (28.32)

Der Vergleich mit (28.11) ergibt
Yi = d— T, (2833)

es sei denn das Integral verschwindet, was passiert, wenn man den Gradienten eines Operators O;
betrachtet. Man liberzeugt sich in diesem Fall leicht, dass aus (28.29)

LVO; =—(z; + HVO; (28.34)
folgt.
Aus einem Hamilton-Operator
Hy = H* + 70 4+ hOp 4+ X104 (0) + X204 (r) (28.35)
folgt dann 3 ~
H, = H* + 12 0p + he¥*' Oy, + Ale(yh*d)th(O) + /\2e(yh*d)10h(re*l). (28.36)

Differenzieren wir die zugehorige freie Energie (diesmal nicht die Dichte), so erhalten wir die Korrela-
tionsfunktion

2
Gl 1) = =5 (VP (o)) ra (28.37)
Da die freie Energie unter der Renormierungsgruppe erhalten bleibt, Vo F'(Ho) = Vi F(H;), folgt
52
G(r,m,h) = REWIW (ViF(Hi))|x=xa=0
= 2= DIG (et revEl pevrl), (28.38)

womit dann auch (27.27) hergeleitet ist.
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28.e Nichtlineare Beitrage

Bisher haben wir angenommen, dass wir nur den linearen Term £ des Generators G zu beriicksichtigen
brauchen. Wir wollen nun betrachten, was nicht-lineare Terme bewirken. Dazu nehmen wir auch
Beitrige zweiter Ordnung in G mit und erhalten die Gleichungen

d/J/i 1
q Ykt > aijkpimk + O(p®) (28.39)

ik

28.e.a« Nichtlineare Skalenfelder

Wir kénnen nun nicht-lineare Skalenfelder g; einfiihren, die exakt

d .
% = Yigi (28-40)

gentiigen sollen, wobei auch diese nach den p entwickelt werden,
1
9i=Hit 5 D bk + O(4®). (28.41)
Jik

Setzen wir nun (28.41) in (28.40) ein, so folgt

1 1 1
yiki + 5 > aijkpink + 3 > (Wi + yr)big ke = yipi + 3 > wibijemime +O(?),  (28.42)
ik -k ik

was mit a
bij = ——2— (28.43)
Yi —Yj — Yk

gelost wird. Solange also jeweils y; # y; + yr (und entsprechendes fiir Terme in hherer Ordnung in
1), kann man diese Skalenfelder g einfithren. Fiir diese gilt exakt

F(..gi..)=e "F(..ge¥l..). (28.44)

28.e. Regularer Anteil der freien Energie

Addiert man eine Konstante zur Wechselwirkung, so &ndert diese nur g im Beitrag uoVp in Gleichung
(28.13). Sie wirkt sich aber nicht auf die anderen p aus. Daher gilt

F(go...9i--) =90+ F(0..g;..) (28.45)

Der reguldre Term der freien Energie ist nun

@0,j,k

s + O (1), (28.46)
—Yi — Yk

1
FregZQOZNO“‘ide
B

wahrend der zweite Beitrag in (28.45) der singulédre Beitrag ist. Der regulire Beitrag wird in der Regel
einen Beitrag proportional 72 enthalten, der dann einen Untergrund zur spezifischen Wirme liefert.

28.e.y Logarithmische spezifische Wiarme

Falls der kritische Exponent der spezifischen Warme verschwindet, o = 0, folgt aus (27.35) 2yp = d.
In diesem Fall kann das Skalenfeld gy nicht so einen einfachen Term proportional 72 haben, da der
Nenner in (28.43) verschwindet. Beschrénken wir uns auf das Gleichungssystem

d,uo 1 2 dr
0 _ a4 z =
a Mo + =0o,E,ET", a

2 = YET, (2847)
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so folgt

1
go = Mo — §a07E7E(l — )%, gp =T (28.48)
Dabei ist Iy eine Integrationskonstante. Wir kénnen nun, da g mit e?/2? anwichst, [ — Iy = % In|gg| =

2 In|7| schreiben und finden schlieflich

1
g0 = po = ao.ppm’ Inlr|, gp=7. (28.49)

Jetzt steckt in dem bisher reguléren gg die logarithmische Singularitit, wihrend der singuldre An-
teil 72 Fyng(T = £1) einen Sprung in der spezifischen Wérme enthalten kann. Eine logarithmische
Singularitdt der spezifischen Warme tritt im zweidimensionalen Ising-Modell auf (Onsager). Im Acht-
Vertex-Modell (Baxter) findet man logarithmische Singularitéten der Form (T' — T,)" In |T — T¢| fiir
gerade n. Die hier gegebene Erklarung findet sich bereits bei Widom und bei Kadanoff.

28.e.0 Marginaler Operator

Interessantes Verhalten ergibt sich auch, wenn ein marginaler Operator O,,, auftritt, y,, = 0. Dann
folgt aus
dum 1 9
= Zammm 28.50
Q= gGmmmbin (28.50)

die Lésung
2 2pm (0)
m(l) = — = . 28.51
a ( ) ammm(l + lO) 2 - ammml,um(o) ( )
Falls apmmp(0) und damit lo = 2/(apn(0)) negativ ist, konvergiert p(l) (sehr) langsam gegen 0, ist
es dagegen positiv, so divergiert es. Hat man nun fiir 7 die Gleichung

-
q " YET t aBmBUmT, (28.52)
so folgt
l l —2aEmE/ammm
7(1) = eve! <—Jlr °> 7(0) (28.53)
0

Dies fiihrt dazu, dass man fiir Erwartungswerte nicht nur Potenzen von 7, sondern auch Potenzen von 7
multipliziert mit nicht ganzzahligen Potenzen von |In|7|| erhalten kann. Solche Singularititen wurden
zuerst fiir das sphiirische Modell gefunden, spiter generell fiir die S*-Theorie in d = 4 Dimensionen
(Larkin und Khmelnitskii), wie auch fiir die S%-Theorie in d = 3 Dimensionen (Riedel und F.W.). Dies
gilt auch in d = 3 fiir bestimmte Systeme mit Dipol-Wechselwirkung.

Literaturangaben in F.W., The Critical State, General Aspects, in C. Domb and M.S. Green (eds.)
Phase Transitons and Critical Phenomena, Academic Press, 6 (1976) p.7-124
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29 Renormierungs-Gruppe mit scharfem Abschneide-Impuls

29.a Ursprung der Renormierung

Das Problem der Renormierung trat zunéchst in der Elementarteilchenphysik auf. Es besteht darin,
dass bei der stérungstheoretischen Berechnung von Groflen Integrale auftreten, die divergieren, und
zwar um so mehr, je hoher die Ordnung der Entwicklung ist. Was tun? Die Integrale divergieren
meist bei groflen Wellenvektoren. Fiihrt man einen maximalen Wellenvektor ein, bis zu dem man
integriert, so bleiben die Integrale endlich. Man weifl aber nicht, welchen maximalen Wellenvektor
A man verwenden soll. Man verglich daher die Ergebnisse fiir verschiedene grofle A und fand, dass
man bei geeignetem Umskalen verschiedener Groien und geeignetem Verdndern von Kopplungen einen
Limes A — oo definieren kann, der endliche Ergebnisse fiir Groflen von festen Wellenvektoren ergibt.
Das Verfahren, das einem den Zusammenhang der Kopplungen und Skalen mit der Anderung des
Abschneide-Impulses A ergibt, nennt man Renormierungsgruppe.

In der Festkorperphysik hat man dieses Problem in der Regel nicht. Man geht zum Beispiel
von einem periodischen Gitter aus. Dann sind die Integrationen nur innerhalb der Brillouinzone
auszufithren. Man hat einen natiirlichen Abschneide-Impuls A. Trotzdem ist auch hier die Renormie-
rungsgruppe bei den kritischen Phinomenen eingezogen. Da wir hier die Langenskala dndern miissen,
sind wir (zumindest bei einem scharfen Abschneiden) gezwungen, die Freiheitsgrade, die nach dem
Umskalen Wellenvektoren grofier A haben, auszuintegrieren und zu verfolgen, wie sich dadurch die
effektive Wechselwirkung bei kleinen Wellenvektoren verdndert.

29.b Renormierung der Landau-Wechselwirkung

Wir wollen nun eine explizite Rechnung mit der Renormierungs-Gruppe durchfiihren. Wir gehen aus
von einer Wechselwirkung der Form vom Landau-Typ (26.2)

a2

1
H= /ddr <§(VS(r))2 + %S(r)2 —hS(r) + Z(S(r)2)2> . (29.1)
Diese Wechselwirkung haben wir gleich fiir das isotrope n-Vektormodell hingeschrieben. Das Feld
unseres Ordnungsparameters hat also n Komponenten und die Wechselwirkung ist isotrop (bis auf den

Term hS, der fiir h # 0 eine Richtung auszeichnet.
Wir fiihren zunéchst die Skalentransformationen durch. Dies ergibt mit n = 0

H' = /ddr' (%(V'S'(r'))Q + a—;bQS'(r')Q — hp?H18! (¢') + %b4_d(S'(r')2)2> , (29.2)

wobei wir r = br’, S(r) = b'~%/28/(r') substituiert haben. Wir lassen im Folgenden die Striche ' weg.
Wir driicken die Wechselwirkung nun durch die Fourier-Komponenten

S(r) = \/% D SqelT (29.3)

aus und erhalten

. l]2 + a1b2 \/— d/2+1 G,Qb4_d
H = Z fsqsfq — v Vphb So + 4Ve Z(S(h SQ2)(SQ3S*Q1*Q2*Q3)' (294)
a

Wir gehen davon aus, dass die urspriingliche Wechselwirkung H Fourier-Komponenten bis A enthielt.
Auf Grund der Skalentransformation enthélt die Wechselwirkung H' Fourier-Komponenten bis Ab.
Wir miissen daher die Fourier-Komponenten zwischen A und Ab eliminieren. Wir miissen daher

e fi=T] ( / dSqa> e M (29.5)

la|>A,a
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ausintegrieren. Dabei numeriert der Index , die n Komponenten von S. Wir werten dieses Integral
aus, indem wir uns fragen: Wie dndern sich die Koeffizienten a; und ay vor S3 und (S3)?? Diese
Beitrage riihren her von

1 azbt—d azbt—d
AH'= 5 37 (6° +101)8qS a+ 5= D (SaS-a)(85) + ——— D~ (SaS0)(S aSo). (296)
la|>A lal>A lal>A
Mit der Wahl b = €', [ infinitesimal, sind alle anderen Beitrige vernachlissigbar. Wir schreiben diese
Wechselwirkung in der Form

1
AH' =5 37 (¢ +1P0)SaaS-asl0as + fas) (29.7)
la|>A
wobei
fas = ¢ (60,558 + 2S0aS05) c’—LH (29.8)
afl — a,B390 0a083 ) - Vp(q2 T b2a1)' .
Nun ist
/dSq,ldng...dSq,ndS_q,ldS_qg...dS_q,n exp | — Z(q2 +6%a1)SqaS-qs(0a.s + fa)
ap
. const (29.9)
(2 +b2ay)det(1 + f)’ '
was )
H (/ dSqa> exp(—AH') = const exp(—§ Z Indet(1 + f)) (29.10)
lal>A,a la|>A
ergibt. Wir entwickeln nun nach Potenzen von f
1
3 > Indet(l+f) = = Z In 1+Zfaa —Z (Faafss — fapfsa) + )
la|>A |01|>A af
= 5 D faa—g Zfaﬁfﬁa +.) (29.11)
lal>A o afB
Fiir infinitesimales [ ergibt die Summe
> g(q) = Veleg(A), (29.12)
la|>A
wobei ¢ eine Konstante ist und sich ¢’ auf
/ a2
== 29.1
= Vol + A2 (29.13)
reduziert. Damit haben wir dann
a9 2
= 2)———< 29.14
Zajfm (n+2) =1y 56 (29.14)
Zf faa = (n+8)¢(82)2 (29.15)
asipe V3 (a1 +A42)2°7° ‘
und damit schlieflich den Beitrag der Eliminations-Prozedur
Z Indet(1 + f) = ( Loytear gz 1( +8) feas (S2)? (29.16)
= n T <55 . .
T A Vo (ar +A2)2 70

\Q\>A

134



Beriicksichtigen wir die Anderung von a;, as und h nach (29.4) und (29.16), so erhalten wir die
Differentialgleichungen

day asc(n + 2)

= 9 i S 29.1
a a; + a1+A2’ (9 7)
das a3c(n + 8)
— = (4- - 29.1
o= -de- 2 (20.19)
dh d
— = (=4+1h 29.1
T = G+ (20.19)
29.c e-Entwicklung
Fiir den Fixpunkt muss nun gelten
dog _day _dh (29.20)

A Al
Da die soeben durchgefiihrte Rechnung exakt ist fiir ax = 0, erwarten wir, dass sie eine gute Ndherung
fiir kleine as darstellt. Auf Grund der Landau-Theorie erwarten wir, dass a; im kritischen Gebiet klein
ist. Wir entwickeln daher die Gleichungen bis zur quadratischen Ordnung in den as,

da; c c
— = 2 — 2)as — — 2 29.21
dl ai + A2 (TL + )GQ A4 (n + )a1a2, ( 9 )
das c 9
i F(n + 8)a3, (29.22)
wobei wir die Abkiirzung
e=4-d (29.23)
eingefiihrt haben.
Wir finden dann
a) den trivialen Fixpunkt mit
al=0, a}=0, h*=0, (29.24)
b) den nicht-trivialen Fixpunkt
e(n +2)A2 eA?
g W Al 5=———, h*=0. 29.25
aq 2(1’L + 8) ’ Qs c(n + 8) ’ ( )

Diese Groflen sind also fiir kleines e tatsichlich klein. Linearisieren wir jetzt die Gleichungen um den
Fixpunkt, so finden wir

day c . . .
v (2 - F(n+2)a2)(a1 —af) + ...(az — a3), (29.26)
das 2c . .
v (e — F(n +2)a3)(ay — aj). (29.27)
Daraus ergeben sich dann die Skalenexponenten fiir den trivialen Fixpunkt
€
YE = 27 Y2 =€, Yn = 3— 5 (2928)

und fiir den nicht-trivialen Fixpunkt zu

2
nr Y2 =—€, Yp=3-— < (29.29)

=2 —
YE n+8€’ 2

Fiir d < 4 hat der nicht-triviale Fixpunkt einen, der triviale Fixpunkt zwei relevante symmetrie-
erhaltende Operatoren. Daher erwartet man fiir d < 4, dass der nicht-triviale Fixpunkt das Verhalten
in der Umgebung eines normalen kritischen Punktes beschreibt. Der triviale Fixpunkt beschreibt das
trikritische Verhalten in drei Dimensionen.

1

1
= — = — :1 2
a=g5,6=717 (29.30)
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Wir hatten anfangs n = 0 gesetzt. Natiirlich ist diese Gré8e zunéchst unbestimmt. Zu bestimmen
ist sie aus dem Vorfaktor von (VS(r))?. In der Tat ist dieser Term der Hamilton-Funktion der einzige,
der nicht klein ist. Er muss erhalten bleiben. Es stellt sich heraus, ohne dass wir das nidher untersucht
haben, dass n in erster Ordnung in € gleich Null bleibt.

Es sei erwiihnt, dass man bei der obigen Rechnung zum Beispiel eine kubische Anisotropie Y Sa(r)
hinzufiigen kann. Es ergibt sich dann ein interessantes Flussdiagram fiir a und die neue Kopplung.

29.d Ergebnisse fiir das isotrope n-Vektormodell

Was wir soeben betrachtet haben, ist der Anfang der e-Entwicklung, das heifit einer Entwicklung der
Exponenten in Potenzen von € = 4 — d. Die Terme in Ordnung e haben wir gerade berechnet. Wir
geben noch die Terme in Ordnung €2 an. Aus 1 und v kann man die anderen Exponenten «, 3, § und
v aus (27.36) bis (27.39) berechnen. Der Exponent w beschreibt die fithrende Korrektur zum Skalen,
W = (d — yz)/yE in (2824)

n+2 , 3
= — 29.31
1= e+ OE) (20.31)
_ n+2 (n +2)(n® +22n + 52) , 3
vo= 1+2(n+8)€+ 2(n +3) e+ 0(e”), (29.32)
3(3n + 14) , ,
= - 7 . 29.
w € CEEE e+ 0(€e) (29.33)

Wir beobachten, dass die Exponenten sowohl von der Dimension 4 — € als auch von der Anzahl n
der Komponenten des Ordnungsparameters m = (S) abhéngen. Systeme, die durch ein und densel-
ben Fixpunkt beschrieben werden, haben gleiche kritische Exponenten. Man sagt, sie gehdren zur
gleichen Universalitatsklasse. Konventionelle kritische und trikritische Phaseniiberginge gehoren zu
verschiedenen Universalitatsklassen. Systeme mit der langreichweitigen Dipol-Wechselwirkung werden
durch eine weitere Universalitdtsklasse beschrieben.

Stanley hat gezeigt, dass das n-Vektormodell im Limes n — oo durch das sphérische Modell
beschrieben wird. Fiir dieses erhélt man im Bereich 2 < d <= 4 die Exponenten n =0, v = 2/(d — 2).
Ausgehend von diesem Limes gibt es eine 1/n-Entwicklung. Fiir d = 3 Raumdimensionen ergibt diese

8 1
= — 29.34
1= o0, 2931)
24 1

Schliefilich haben Mermin und Wagner gezeigt, dass es fiir n > 2 keine spontane Magnetisierung bei
endlichen Temperaturen gibt. Fiir n > 2 gibt es die folgende Entwicklung in € = d — 2

6I

2
= 29.
n n—2+0(€ ), (29.36)
1 1 4—-n .
= - — . 29.
v = n_2+2(n_2)2€ + O(€”) (29.37)
Man kann auch zeigen, dass sich das System mit n = —2 formal weitgehend wechselwirkungsfrei

verhilt, woraus 7 = 0, v = 1 unabhéngig von der Dimension folgt. Jedoch ist keine Entwicklung in
n + 2 bekannt. Man kann ein n, d-Diagramm mit Hohenlinien fiir Exponenten zeichnen. Fiir a und ~
finden sie sich in F.W., Lecture Notes in Physics 54 (1976) 1-29 (Springer).

Viele Daten sind in J. Zinn-Justin, Quantum Field Theory and Critical Phenomena, Oxford Science
Publications zu finden.
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30 Pfadintegrale fiir klassische Felder

30.a Pfadintegrale

Wir wollen uns nun mit Pfadintegral-Darstellungen befassen und zwar sowohl fiir klassische Systeme
als auch fiir quantenmechanische. Wir beginnen mit einem klassischen System, das von einem reellen
Feld ¢(r) abhingt. Wir betrachten also die Zustandssumme

Z= /D¢exp(—5(¢)). (30.1)

Dabei bedeutet D¢, dass wir liber ¢ an allen Orten integrieren. Wie das im Einzelnen zu verstehen
ist, stellen wir im Weiteren dar. Es sei nur bemerkt, dass der Grenziibergang zum kontinuierlichen r
nicht ohne Probleme ist. Da wir an Erwartungswerten und Korrelationen interessiert sind, fiigen wir
einen Quellterm hinzu

2(J) = / D exp(—S() + J - ) mit J - & — / a7 (x)$(x). (30.2)
Durch Differentiation nach J erhalten wir
)
mZ(JﬂJ:o = Z(0){¢(r)) (30.3)

und entsprechend fiir hohere Ableitungen
6n
0J(r1)dJ(r2)...0.J(ry)

Z(J)|1=0 = Z(0){¢(r1)(r2)...0(rn)). (30.4)

Wir wollen zu einer storungstheoretischen Beschreibung iibergehen. Dazu betrachten wir zunachst
das Gauss-Integral

Zo(J) = /D(ﬁexp(—%qbl(qb—l- J - ¢) mit pK¢ = /ddr/ddr'¢(r)K(r,r')¢(r'). (30.5)

Dabei nehmen wir an, dass der Kern K symmetrisch und positiv ist. Wir fiihren nun das Inverse G
zu K ein,

/ddr”Go(r, VK", r') =6(r —1). (30.6)

Dann kann man das Integral (30.5) auswerten, indem man quadratisch ergénzt zu
1 1 1
Zo(J) = /D¢exp(—§(¢ ~ Gol)K (6 = GoJ) + 5.7GoT) = Zo(0) exply TGo.)). (30.7)

Unter Verwendung dieser Gleichung {iberzeuge man sich, dass fiir die Gauss-Verteilung

(p(r1)p(r2))o = Go(ri,r2), (30.8)
(¢(r1)o(r2)e(rs)p(rs))o = Go(ri,r2)Go(rs,ra) + Go(ry, r3)Go(rz,r4) + Go(ri,r4)Go(rs2, 130.9)
gilt. Hat man ein Produkt von 2n Faktoren ¢, so hat man die Orte r; auf alle Arten zu Paaren
zusammenzufiigen und das Produkt der jeweiligen Go aufzusummieren. Es gibt dann insgesamt (2n —
Di'=(2n—1)-(2n —3)...3 - 1 Beitrige.
Wir haben das Feld durch die lokalen Amplituden ¢(r) dargestellt. Man kann auch von einer

anderen Basis ausgehen. Da K und die Wechselwirkung V', die wir unten einfiihren, in der Regel
translationsinvariant sind, ist es hiufig zweckméaBig, die Fouriertransformierte

¢(r) = Vip Zk:qbke“” = @ / A%k, (30.10)
Pk = / d%re(r)er (30.11)
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einzufithren. Dann transformiert sich

1 1
_ d d — _ d
oK ¢ = /d I‘/d r’¢(r)K(r’r’)¢(r’) — V_PZKk¢k¢_k = (27T)d /d kKypxd—x (3012)
mit
Ky = / drK (r)elkr, (30.13)
Speziell fiir
616 = [ dlrm6(x) + (Vo(w))?) (30.14)
folgt .
Ky =m?+k? G(k)—# Go(r,r') = 1 /ddkﬂ (30.15)
k=m T T e T gy m? + k%’ '
Wir kommen nun zur Stérungstheorie. Es sei
1
S(9) = 50K +V(9)- (30.16)
Beachten wir, dass
0  re_ T
6J(r)e = ¢(r)e’ 7, (30.17)
dann konnen wir das Funktional-Integral
2(J) = /D¢exp(—5(¢) +7-9) (30.18)
ausdriicken als 5 .

und damit fiir die Zustandssumme

J 1
Z(O) = exp (-V <m>> exp(§JG0J) o (3020)
Fiir die Korrelationen kénnen wir nach wie vor die Gleichung (30.4) verwenden und erhalten
Z(0)($(01)$(12)..- b)) = o e [~V (<2-)) en(ticon| . (3021)
VOO = S T )8 T () 0 T (1) 3y ) ) TP ‘

Die Ausdriicke (30.20) und (30.21) erlauben uns eine stérungstheoretische Entwicklung nach Potenzen
des Potentials V' durchzufiihren.

30.b Storungstheorie und Diagramme

Man zeichne alle moglichen Diagramme, indem man zunéchst Vertices fiir die Kopplungen Vi (ry,ra, ...1)
in

Vig) = Z % /ddrlddr2...ddrka (r1,r2,..r5)P(r1)d(r2)...d(ry) (30.22)
— k!

in vorgegebener Anzahl zeichnet. Dabei erhalten diese je k duflere Beine, die mit Orten r versehen
werden. Weiter zeichnet man Orte mit Beinen fiir die Faktoren ¢(r), die in der Korrelation auftreten.
Dann verbindet man die verschiedenen Beine die von den ¢s der Korrelationen und den ¢s der Vertices
herrithren, durch Linien, denen man die Propagatoren Go(r,r’) mit den jeweiligen Orten zuordnet.
Die Propagatoren und die Kopplungen V}, sind miteinander zu multiplizieren und iiber die Orte der
Vertices ist aufzuintegrieren. Dies ergibt einen diagrammatischen Beitrag.
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Dieser ist allerdings noch mit einem kombinatorischen Faktor zu multiplizieren. Dazu stellen wir fol-
gende Uberlegung an. Wir nummerieren die Enden der Propagatoren der Reihe nach durch. Zunchst
wahlen wir einen ersten Punkt willkiirlich, als zweiten das andere Ende des Propagators. Dann einen
dritten Punkt nach Belieben, dann den vierten als anderes Ende des von drei ausgehenden Propagators.
Haben wir in unserem Diagramm nj, Faktoren Vj, so haben wir anfangs einen Faktor [], (1/n!k!™*).
Dabei stecken die Faktoren 1/k! bereits in der Definition der Wechselwirkung. Der Faktor 1/ny! rithrt
von der Entwicklung der Exponentialfunktion exp(—V}) her. Wir fragen nun, wieviele Moglichkeiten es
gibt, dieses Diagramm herzustellen. Hangt der Punkt eins an einem V%, so hat man die Wahl zwischen
ny solcher Vertices, dazu noch die Wahl aus & Linien, die von diesem Vertex weggehen; insgesamt also
eine ny, - k-fache Wahl. Beim Punkt zwei besteht, falls er am gleichen Vertex liegt, die Wahl zwischen
k — 1 &uBeren Enden, falls er an einem anderen Vertex Vj liegt, hat man eine (ny — 1)k fache Wahl.
Liegt er an einem Vertex Vi mit k' # k, so bleibt der Faktor ng k'. Lediglich, wenn man an einen
duBeren Punkt gelangt, hat man keine Wahl andere Wahl. Insgesamt stellt man fest, dass durch diese
Faktoren der Anfangsfaktor [],(1/n4!k!™) kompensiert wird. Allerdings kann es sein, dass mehrere
dieser Wahlmoglichkeiten das gleiche Diagramm liefern. Dann hat man zuviel gezdhlt. Gibt es also
insgesamt s verschiedene Abbildungen des Diagramms auf sich selbst, so ist es mit dem Faktor 1/s zu
multiplizieren. So gilt schon, wenn ein Propagator von einem Vertex auf diesen zuriickkehrt, dass allein
dafiir ein Faktor 1/2 anzusetzen ist, da gewissermaflen der Propagator in beide Richtungen durchlaufen

werden kann. Weiterhin ist noch das Vorzeichen (—)Zk "* zu beriicksichtigen.

OO e O=0

In dieser Figur bringen wir zunéchst die Diagramme fiir die Zustandssumme bis zur zweiten Ord-

nung in Vi,

Z 1 1 1 1

—=1-= — — —vl 4. 30.23

Zo TR T s T (30.23)
Der Faktor 1/8 bei vy kommt zum Beispiel dadurch zustande, dass man in jedem der beiden Propaga-
toren die beiden Enden austauschen kann, ohne dass sich dadurch das Diagramm veréndert. Schliefilich
kann man auch die beiden Propagatoren miteinander vertauschen und das Diagramm geht in sich iiber.
Daher drei Faktoren 1/2. Eine andere Betrachtung ist die, dass man zur Berechnung dieses Diagramms
den Erwartungswert eines Produktes von vier Faktoren ¢ an dem Vertex V; /24 zu berechnen hat. Das
Ergebnis ist die Summe der drei Beitrige in (30.9). Daher erhilt man den Faktor 3/4! = 1/8. Wir
bilden nun den Logarithmus von Z,

F 1 1 1
——=InZ=InZy— = — — 30.24
kT MO T MO0 T gU g qgts t (30-24)
Hat ein zusammenhingendes Diagramm v; einen Symmetriefaktor 1/s;, so gilt fiir ein Produkt ], v;"
der Symmetriefaktor [],(1/n;!s;*), da man die n; Diagramme in n;! Permutationen herstellen kann.
Daher gilt fiir die freie Energie, dass man sie als Summe aller in sich geschlossenen zusammenhingenden
Diagramme erhilt.

: dO dl d2

0. &

ds ds
Bei der Berechnung der Korrelationen erhélt man nach (30.21) zunéchst Z(0) multipliziert mit der
Korrelation. Man bemerkt, dass sowohl Diagramme auftreten, bei denen alle Teile iber Propagatoren
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mit AuBeren Enden zusammenhingen, wie auch solche, die Vakuum-Beitrige enthalten. Bezeich-
nen wir die Diagramme ohne Vakuum-Diagramme mit d;, so sieht man, dass sich Z(0)([]; ¢(r;)) =
Zy Y- ,;(£d;/s;)x Vakuum-Diagramme schreiben lisst, so dass man

(H o(ri)) = Y _(di/si) (30.25)

(3

hat. Die Korrelationen ergeben sich als Summe der zusammenhéngenden Diagramme. Im konkreten
Fall der Zweipunkt-Korrelation folgt

(p(r)p(r")) = do — — + dz + dZ + % + . (30.26)

Beachte, dass man die beiden Enden r und r’ nicht miteinander vertauschen kann. Fiir do(r,r’) hat
man Go(r,r').

30.c Dyson-Gleichung

Betrachten wir die Diagramme d; zur Zweipunkt-Funktion, so sehen wir, dass sich in d3 die Schleife aus
dy wiederholt. Allgemein haben die Beitrige zur Zweipunkt-Funktion eine Anzahl von Propagatoren,
bei deren durchschneiden das Diagramm in zwei Teile zerfallt. Zwischen diesen Propagatoren sind
jeweils Beitrige, die man als Selbstenergie ¥ bezeichnet, so dass man schreiben kann

G = Go + GoXGo + GoBGoXGo + ... = Gy + GG oder G™! = Gyt — %. (30.27)

Diese letztere Beziehung ist die Dyson-Gleichung. Die Beitrége erster und zweiter Ordnung finden sich
in der néchsten Figur.
S1 S2 S3
YX=—7Z+ -4+ =+.. 2
5 + 1 + 5 + (30.28)

S3

30.d Vierer-Korrelation

Wir betrachten noch die Vierer-Korrelation (¢(r1)¢(r2)é(rs)e(rs)). Wir beobachten dass wir alle
Beitrige aus GG erhalten und zusétzlich noch Beitrége C', bei denen alle vier Orte ry, ... ry miteinander
verbunden sind,

(p(r1)p(r2)o(r3)o(rs)) = G(r1,r2)G(r3,rs) + G (r1,r3)G(ra,14) + G(r1,14)G (ra,13) + C(r1,12,13,14).

(30.29)
Die Beitrige zu C' bis zur zweiten Ordnung sind in der néchsten Figur gezeigt. Dabei treten allerdings
die Beitrige ¢, in drei Varianten auf, da es drei Moglichkeiten gibt, die dufleren Orten ry ... ry4 zu

Paaren zusammenzufiigen. Die Beitrige c3 treten in vier Varianten auf, da der Selbstenergiebeitrag s;
in jeder der dufleren Linie eingefiigt werden kann.

X>x X

Man erhéilt damit

¢y + 2 Permutationen c¢3 + 3 Permutationen
2 2

C=—c + (30.30)
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Man kann aus C die vier dufleren Beine herausziehen und erhélt
C(r1,ra,1r3,14) = /ddr'lddréddréddrfl(}(rl,r'l)G(rQ,r'2)G(r3,r'B)G(r4,rﬁl)F(r'l,r;,rg,rﬁl). (30.31)

I’ enthilt dann bis in zweiter Ordnung in V4 nur die Beitrige aus ¢; und ¢y, nicht aber aus c¢3, aus
denen man die dufleren Propagatoren entfernt hat.

30.e Komplexe Felder

Man hat bei manchen Problemen auch mit komplexen Feldern ¢ zu tun. Haufig startet man von
Zo(J) = /D¢wﬂ—ﬂK¢+ﬁ¢+@J% (30.32)
Ky = / d?r / dr'¢* (r) K (r, ") (r'), (30.33)

/ Ay J* (1) (r) (30.34)

Jto

mit Kt = K und erhilt
Zo(J) = Zo(0) exp(JTGoJ). (30.35)

Man beachte, dass man jetzt die Kopplungen V in der Form
1
V= Z o / ddry...ddrddr) .. A% Vi (o1, e, 1), o) 0 (1) 0" (21) (1)) .. 0()) (30.36)
o7 kit

schreibt. Es gibt jetzt die Permutations-Symmetrie nur noch beziiglich der k& Faktoren ¢* untereinan-
der und der I Faktoren ¢ untereinander. Dementsprechend kann man jetzt die beiden Enden eines
Propagators nicht mehr miteinander vertauschen. Um das klar darzustellen, ist es zweckméafig, die
Propagatoren mit einem Pfeil vom Ort mit ¢(r) nach dem mit dem Faktor ¢* zu versehen. Damit
ergeben sich andere Symmetriefaktoren und man erhélt fiir die Korrelationen jetzt

(9" (r)o(x")) = do — di +d> +d3 + % + ... (30.37)

und fiir den Logarithmus der Zustandssumme

V1 V2 U3
InZ=nZy——+—+—+ ... 30.38
n n Zy 5 + 3 + 5 + ( )
Treten in V nur Beitriige mit k = [ auf, so ist S gegen Transformationen ¢(r) — e'®¢(r) mit beliebigem
Winkel « invariant. Solange diese Symmetrie nicht gebrochen ist, konnen nur Korrelationen (¢**¢')
von Null verschieden sein, wenn k = I. Welcher Beitrag in (30.29) verschwindet dann? Wie &ndern
sich die Symmetriefaktoren fiir die drei Beitrige c»?
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31 Pfadintegrale fiir Bosonen

Wir wollen nun betrachten, wie man die Zustandssumme Z = tre ?H eines bosonischen Systems
mittels Pfad-Integralen darstellen kann.

31.a Koharente Zustande und Zustandssumme

Es sei |c) eine I"Jberlagerung von Zustédnden unterschiedlicher Besetzungszahl eines Bosons (Erzeuger
b' und Vernichter b), die die Gleichung

ble) = c|c) (31.1)
erfiillt, wobei ¢ eine komplexe Zahl ist. Die Losung findet man mit
b(b')"|0) = n(5)"~"]0) (31.2)
als -
€)= exp(ch)]o) = 3 %cn(bf)ﬂoy (31.3)
n=0

Man bezeichnet solche Zustande als kohdrente Zustande. Man erhélt fiir die Matrixelemente

ey =3 %(C'*)n%cm (O[5" (31)™]0) = exp(c*c). (31.4)
nm b omm!

Wir behaupten nun, dass sich die Identitat schreiben lasst als
1= / dele){clec", (31.5)

wobei wir unter d?c die Integration iiber ¢ in der gesamten komplexen Ebene meinen,

_ dRedSe _ deder _ rdrdg (31.6)
T 27 ™

d%c
mit ¢ = re!?. Denn mit den normierten n- und m-Teilchenzustéinden |n) und |m) folgt

(n|ljm) = /d%@ @"L) emee

e e

rdrdg 1 i( - In,m / 2(.2\n, —r>
n+m 1(n—m r ) n r - 1.
= / —n!m!r e e = dr®(r*)"e = 0p, (31.7)

Wir bestimmen nun das Matrix-Element

@l = 3 ot ety
m:m: N——— ——

m,n

(O[bm = (b1)m~1]0) 24y,

m!
tm—Fk)!

(cl*)m’+kcn’+l

= Z W <0|bm (b’r)n |0> — (cl*)kclec *c_ (318)
m’,’ﬂ’ (Sm/,nrm’!

Hieraus folgt die fiir das Weitere wichtige Identitét
('|A(bT,b)|c) = e “A(d™, 0), (31.9)

wobei der Operator A(bf,b) normalgeordnet sein muss, dass heifit die Erzeuger b' miissen links von
den Vernichtern b stehen.
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Dies konnen wir nun zur Darstellung der Zustandssumme verwenden

Z = tre PH = lim tr(e PH/m)n

n—0o0
n
= i [T [ @arleale™ " lenr)enrle™ M o). cafe M eqheren ke
lideQCl exp(z ce—y — Zc;‘cl H 1-B8H(c,c—1)/n)
1 l l 1
= lim H/d2cl exp Z(cfcl,l —caq—pBH(c,q1)/n). (31.10)
1

n—0o0

Dabei ist ¢y = ¢, zu verstehen. Wir konnen also die Zustandssumme in der Form
Z = /D2cexp(—5), S = Z((cfcl — a1+ BH(cf,c-1)/n)) (31.11)
l

schreiben.
Wir wollen diesen Ausdruck nun fiir ein ideales Gas auswerten. Es sei

Hy = (e — p)b'b. (31.12)
Dann folgt fiir die Zustandssumme

Zy = H/dQCZ exp(— ch*cl + Zc;‘cl_la) mit a =1 — (e — p)/n. (31.13)
1 1 1

Mit

1
1:[/d2cl exp(—c'Ke) = et K (31.14)

erhalten wir

_ 1 —a _ 1 _ 1
Zy=1/ . i g T e (31.15)

—a 1

was auch mit dem bekannten Ergebnis Zy = 1 + e 8(c=#) 4 ¢=26(c=1) 4 {ibereinstimmt.

31.b Kontinuums-Limes

Wir betrachten noch den Kontinuums-Limes. In diesem fiihren wir ¢(7) ein durch

a=cn), n= %B, AT = g (31.16)

und fiihren in der Wirkung S in (31.10) den Kontinuums-Limes n — oo, AT — 0 durch und erhalten

5= / dr(c* (i) + H(e* (7). e(r)). (31.17)
Wir transformieren beziiglich der imaginiren Zeit in den Frequenz-Raum

” = kzc(wj)e*i“ﬂ (31.18)

mit
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womit dann die Randbedingung ¢, = ¢(8) = ¢p = ¢(0) erfiillt ist. Die Frequenzen w; bezeichnet man
als Matsubara-Frequenzen. k ist eine Konstante, iiber die wir noch in verschiedener Weise verfiigen
werden. Damit erhalt man dann umgekehrt

I ;
c(wy) = w/() dre(r)e™i™ (31.20)

oder solange man noch mit diskreten ¢(7;) arbeitet,

c(wj) = k_ln Z c(m)elwim (31.21)

l

Wir stellen nun die Wirkung S durch die ¢(w) dar. In der Kontinuums-Formulierung erhalten wir

S =kp Z(—iwj + e — p)c* (wj)e(w;j), (31.22)

in der diskreten 3
S=kn (1 —ae®™/™)e*(w))e(w)). (31.23)
j

Wir wéhlen nun & = 1/+/n. Dann ist die Transformation unitir und die Normierung von Z ungeéndert.
Im diskreten Fall erhalten wir hieraus

1 1
Zawe =[] 1 = (31.24)
J

— qe2Tij/n T 1—qan

wie vorher. Wir wollen nun fiir die Kontinuums-Formulierung j nur von —(n—1)/2 bis (n—1)/2 laufen
lassen, so dass wir die gleiche Anzahl von Feldern ¢(w;) haben wie fiir die diskrete. Dann erhalten wir

-

n—

2 n n" 1
Zione =[] — =— : (31.25)
-2 + _ n_1 . o 2
Pt mij + B(e — ) Hj:21 (2mj)? Ble — p) Hj;éo(l + (6(2”‘“)) )
was im Limes grofler n
e\" 1 e\" _B—w
Zkont ~ (;) W — (;) e 2 ZdiSk (3126)

ergibt. Der Faktor (e/w)™ riihrt daher, dass die Ersetzung von 1 — exp(iw;3/n) durch —iw;3/n fiir
Werte j in der Grofenordnung n/2 nicht mehr gut ist. Sobald aber w; > € — p ist die Abweichung
durch € — p vernachlissigbar, so dass nur ein von € — 4 unabhéingiger Faktor zwischen Zyont und Zgisk
auftreten sollte. Tatsichlich findet man aber einen Faktor e~ ~“7**. Woher riihrt er?

Der Grund liegt darin, dass wir ¢*(7;)c(r; — A7)Z2b'b durch ¢* (1;)c(r;) im Hamilton-Operator ersetzt
haben. Nun entspricht aber ¢*(7;)c(r + AT)=bbt = bTb+1. Das heiBit c¢*(7)c(7') ist an der Stelle 7/ = 7
diskontinuierlich. Da wir die Funktionen mittels der Fourier-Transformierten dargestellt haben, ergibt
die Riicktransformation den Mittelwert aus 7' = 7+ 0 und 7/ = 7 — 0, das heifit ¢*(7;)c(m)=b'b + 5.
Wir miissen daher entweder in einer stérungstheoretischen Entwicklung stets den Vernichter ¢(7 — 0)
verwenden oder b'b durch ¢*c — % ersetzen. In letzterem Fall bedeutet das, dass man eine Normalord-
nung mit (b'b) = % einfiihren muss und in diesem so normal-geordneten Hamilton-Operator bf=c* und
b=c ersetzt. Insbesondere folgt dann auch bt?b=c*?c — ¢*, b'b*=c*c? — ¢ und bP2b*=c*?c? — 2c*c + 5.
Siehe auch Gollisch und Wetterich cond-mat/0008273.

Fiir unser obiges Beispiel bedeutet das, dass wir zu S noch einen Term —@ hinzuzufiigen
haben, was dann
Z=eflemitg = (3) Zaisi (31.27)
e

ergibt und wir damit abgesehen von der Gesamt-Normierung Ubereinstimmung mit dem diskreten
Limes erhalten.
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31.c Korrelationen

Wir fiigen nun zur Wirkung S wieder Quellterme hinzu
B
Z(J*J) = /D2cexp(—5+ Jte+ctla), Jle= / drJ*(1)e(r) (31.28)
0

und finden (J und J* kénnen unabhingig angenommen werden)

02 = /D2cc(7') exp(—=S + Jic+ct), (31.29)
5J*(7)
02 _ /D cc*(t)exp(=S + Jie+clJ) (31.30)
5I(r) < ' '
und insbesondere
2 - [ (=8) = Z(0)(c"(+")e(r)) (31.31)
6J( NI (r o cc* T) exp = c (t)e(T)). .

Gehen wir auf die diskrete Formulierung (31.10) zuriick, so sehen wir, dass

2ce* (7! _f tr(em (BT Hpte(r =T Hpe—mH) 1t 5 1
/D cc™(1')e(r) exp(=S) = { tr(ei('ﬁiT)Hbe(T’7T)Hb1-e7TIH) g (31.32)

Man fiihrt daher Operatoren

b(r) =e"Hbte ™™ (1) = e Hpe ™H (31.33)
ein und hat damit

"z = —2(0)G(r, ") (31.34)

(SJ(T’)(SJ(T*) J=J*=0 B nr ‘

mit (das Minuszeichen vor G ist Konvention)

67 = (B = { BORE) TS

(31.35)
Man nennt 7 den Zeit-Ordnungs-Operator. Er bringt den Operator mit der grofleren Zeit stets links
vor den Operator mit der kleineren Zeit. Unter Verwendung der zyklischen Invarianz unter der Spur
findet man

G(r,7")=G(r—1). (31.36)
Man hat also Translationsinvarianz in 7 und man findet
G(r <0) =G(T +p). (31.37)
Weiterhin findet man die Limites
—G(+0) = (') =1+n, —G(-0)=(b'b) =n. (31.38)

G ist also bei 7 = 0 unstetig, G(+0) — G(-0) = —1.
Wir fithren nun zu G die Fourier-Transformierte ein

) B+T1o0 .
G(r) =ksT Y e “Gw)), Glw;)= / dre™ T G(r), (31.39)

j 0

wobei wegen der Periodizitat von G(7) ein beliebiges 75 zwischen —f und 0 gewihlt werden kann.
Fiir ein freies Boson folgt mit

Ho = (e — p)b'b, b(r) =el=W7pt  p(r) = e (=17p (31.40)
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und daraus (e—a)
ne—\¢THT T <0,
~Go(r) = { (1+n)e (=W 7 >0,

und

b 1
)= (1 (iw]-—e+lt)‘r — .
Gauoy) = ~(1+m) [ dre ——

Setzen wir jetzt
Tie+clT = "(Jre(w;) + Jjc* (w;),
J
so finden wir mit
B .
So = / dr(c"()é(7) + (e = p)e*(T)e(r) = BY_(—iw; + € — p)e* (wj)e(w))
0 -
J
durch quadratische Erganzung die Zustandssumme
J;J;
Zo(J™ Z — ) =7 T *J; i))-
O(J 7J) 0 0 0 eXp Z ,8 le . €+M)) 0(070) eXp(kB ;Jj J]Go(w]))

Fiir allgemeines H konnen wir G(w;) umformen
3 B ,
Gwj) = kBT/ dT/ dT'e‘wj(Tfr)G(T, ')

= —kBT/ dr d7"e‘“J T (*(T')c(r))
B{c i

(w

wobei wir in (31.18) jetzt k = 1 wéhlen. Dies fiihrt auf
Z(J*,J) = /D2cexp(—5 + Jie+ )

mit

B B
5= / dr(c (1)) + H(e(7), e(r) = B'S —iwje (wy)e(w;) + / drH(c* (1), ().

J

Mit

VD
H=2 e
k,l
folgt

B V(k’l) * *
/0 drH(c" Z T 2 O @) @y elwin)e(wi) 05 5y 5

(31.41)

(31.42)

(31.43)

(31.44)

(31.45)

(31.46)

(31.47)

(31.48)

(31.49)

(31.50)

Dies ist jetzt wieder Ausgangspunkt einer Diagramm-Entwicklung. Dabei hat man jetzt Propagatoren
(c*c¢)o = —kBT'Go und Vertices —8V. An jedem Vertex hat man auf Grund der zeitlichen Translations-

Invarianz eine §-Funktion in den Matsubara-Frequenzen.

Wir haben bisher nur einen Bosonen-Freiheitsgrad betrachtet. Alle Uberlegungen lassen sich analog
fiir viele Bosonen-Freiheitsgrade durchfiihren. Man muss dann nur die Freiheitsgrade (b', b, ¢*, ¢) von

den entsprechenden Orten oder Impulsen abhiingen lassen.

Wir sehen hier auch, warum in der Regel bei kritischen Phinomenen die Quantennatur des Systems
nicht berlicksichtigt werden muss. Fiir w; # 0 hat man im Nenner des Propagators ein zusétzliches
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iw;, das verhindert, dass der Propagator divergiert. Daher tragen diese Matsubara-Frequenzen nicht
wesentlich zum kritischen Verhalten bei. Man kann sich diese Freiheitsgrade vielmehr ausintegriert
denken. Dann bleibt nur noch eine Theorie mit der alleinigen Matsubara-Frequenz 0 tibrig. Dies
ist aber eine klassische Theorie. Geht allerdings die Temperatur gegen 0, dann gibt es auch kleine
Matsubara-Frequenzen. Die zugehorigen Freiheitsgrade konnen dann wichtig werden. Man spricht
dann von quantenkritischem Verhalten.
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32 Pfadintegrale: Ausblick

32.a Fermionen

Wir haben bisher nur die Feldtheorie fiir Bosonen aufgestellt. Dabei waren wir erst von dem klassischen
Feld fiir Bosonen, einem komplexen Feld ausgegangen, und haben fiir solch ein Feld die Pfadintegrale
entwickelt. Daran anschliefend wurde die Pfadintegral-Formulierung fiir Bosonen entwickelt. Es ergibt
sich, dass die Vertauschungs-Regeln zwischen Erzeugern und Vernichtern dazu fiihren, dass man eine
zusitzliche Zeitvariable (letzendlich neben Orts- oder Impuls-Koordinaten) einfiihren muss. Wir haben
die Theorie fiir endliche Temperaturen entwickelt, in der die Zeit imaginir war und von 0 bis ig lief.
Es gibt auch eine Theorie fiir den Grundzustand. Dort rechnet man mit reellen Zeiten. Schliellich
kann man fiir endliche Temperaturen auch neben den imagindren noch reelle Zeiten einfiihren. Dann
multipliziert sich die Anzahl der Felder mit zwei.

Ahnlich kann man fiir Fermionen vorgehen. Man braucht dort zunéchst das dquivalente klassische
Feld. Da die Erzeuger antikommutieren, miissen auch die klassischen Felder antikommutieren. Dies
leisten Grassmann-Variable. Sie kénnen das zum Beispiel unter
http://www.tphys.uni-heidelberg.de/ wegner/grassmann.ps nachlesen. Formal findet man viel Ahn-
lichkeit mit der Herleitung fiir Bosonen.

Auf einen Punkt mochte ich hier noch eingehen. Man definiert die Korrelations-Funktion &hnlich
wie flir die Bosonen,

~6(n ) = e ={ LR TS (32.1)

mit der Zeitentwicklung

fr)y=efle™™ f(r) =™ fe= ! (32.2)
fiir die fermionischen Erzeuger und Vernichter f* und f. Dabei vertauscht der Zeitordnungs-Operator
nicht nur die beiden Operatoren f und f, sondern dndert auch noch das Vorzeichen beim Vertauschen.
Es gilt wieder G(r,7') = G(r — 7'). Man erhdlt G(+0) = —1 + n, G(—0) = n, woraus wieder der
Sprung G(+0) — G(—0) = —1 folgt. Die zyklische Invarianz liefert jedoch

G(r)=-G(t+p), —-p<T<0. (32.3)
Die Folge ist, dass bei der Entwicklung
G(r) = kT 7" G(w)) (32.4)

J

jetzt nicht mehr e i# = 1 gilt, was bei den Bosonen auf die Matsubara-Frequenzen wj = 2jmksT
fiihrte, sondern e i = —1, was die fermionischen Matsubara-Frequenzen wj = (2§ + 1)mksT ergibt.
Insbesondere ist w = 0 keine Matsubara-Frequenz fiir Fermionen.

32.b Summation von Diagrammen

Ein gingiges Verfahren bei der Auswertung von Korrelationen ist es, bestimmte Klassen von Diagram-
men aufzusummieren. Wir hatten im Abschnitt 30.c die Dyson-Gleichung und die Selbstenergie be-
trachtet. Ein Ndherungs-Verfahren besteht darin, bestimmte Beitréige der Selbstenergie mitzunehmen,
im einfachsten Fall etwa das Diagramm s;. Etwas besser rechnet man, wenn man in s; den Propa-
gator Gy durch G selbst-konsistent ersetzt. Dann hat man zum Beispiel auch s, und viele andere
Beitrage berticksichtigt. Man kann sich davon iiberzeugen, dass dies bei den Fermionen der Hartree-
Fock-Naherung entspricht.

Ahnlich wie wir bei der Dyson-Gleichung die Beitrége betrachtet haben, die die Einteilchen-
irreduziblen Einschiibe ¥ sind, kann man bei dem Korrelations-Anteil C' zunéchst die dufleren Propa-
gatoren GG herausziehen, schematisch C' = GGTGG (30.31) und dann betrachten, welche Zweiteilchen-
irreduziblen Anteile K verbleiben, die durch Durchschneiden von zwei Propagatoren nicht zerfallen.
Dies fiihrt auf die Bethe-Salpeter-Gleichung, schematisch

I'= K+ KGGT. (32.5)
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Dies kann auf zwei Arten und Weisen geschehen. Entweder die beiden Propagatoren laufen in die gleiche
Richtung, dann betrachtet man Zwei-Teilchen-Anregungen, oder sie laufen in Gegenrichtung, dann
betrachtet man Teilchen-Loch-Paare. Approximiert man K = V, so erhilt man fiir Teilchen-Loch-
Paare die RPA-Naherung. Im allgemeinen sind die K fiir diese beiden Bethe-Salpeter-Gleichungen
verschieden.

Man kann also bekannte Naherungen durch Klassen von Diagrammen darstellen. Es wird auch
offensichtlich, wie man diese Ndherungen verbessern kann, indem man zum Beispiel zu ¥ oder K
weitere Beitrdge hinzunimmt.

Mehr kann man in Biichern wie Fetter/Walecka, Quantum Theory of Many-Particle Systems,
Abrikosov, Gorkov, Dzyaloshinski, Methods of Quantum Field Theory in Statistical Physics,
Nozieres, The Theory of Interacting Fermi Systems (nur T=0),

Zinn-Justin, Quantum Field Theory and Critical Phenomena finden.
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