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5ВВЕДЕНИЕ В КВАНТОВУЮ МАКРОФИЗИКУ

1. ПОНЯТИЕ О КОЛЛЕКТИВНЫХ ВОЗБУЖДЕНИЯХ СРЕДЫ 
КВАЗИЧАСТИЦАХ

Квантовая макрофизика устанавливает связь между квантовыми
свойствами индивидуальных атомов и молекул, а также свойствами,
обнаруживаемыми при объединении атомов или молекул в гигантс-
кие ассоциации, примером которых служат регулярно упорядочен-
ные системы – кристаллы, в том числе молекулярные кристаллы.

Макроскопические квантовые эффекты встречаются не только в
кристаллах. На основе квантовых представлений теоретически опи-
сываются такие макроскопические свойства биологических объек-
тов, как распространение локализованных возбуждений в дезокси-
рибонуклеиновой кислоте и молекулах белка, самоканализация в гло-
булярных белках, распространение моторных сигналов по нервным
волокнам. Квантовые представления лежат в основе макрофизики
автокаталитических химических реакций, распространения волн и
колебаний в растворах химических реагентов, распространения пла-
мени и т. д. Можно привести многочисленные другие примеры явле-
ний и процессов, которые наблюдаются в макроскопических масш-
табах, но требуют для своего объяснения квантовых представлений
о микроструктуре среды. Чтобы подчеркнуть их особенность и вы-
делить область знаний, альтернативную классической физике сплош-
ной среды, ввели термин «квантовая макрофизика».

Для дальнейшего изложения важно, что многие необъяснимые с
точки зрения классической физики свойства конденсированных сред
могут быть описаны в рамках квантовой теории многочастичных
систем с привлечением понятия так называемых коллективных воз-
буждений среды. Любопытно, что элементарные коллективные воз-
буждения среды по своим параметрам напоминают микрочастицы,
поэтому их часто называют квазичастицами. Приставка «квази-»
означает «как бы», или «почти». Подчеркнем, что концепция квази-
частиц хорошо работает только при слабых внешних воздействиях
на среду.

Квазичастицы подчиняются законам квантовой механики. Глав-
ная особенность одинаковых квазичастиц, которая отличает их от
одинаковых материальных точек классической физики, заключает-
ся в принципиальной неразличимости квазичастиц. В классической
механике можно пронумеровать одинаковые материальные точки, а
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затем детально проследить за движением любой из них вдоль траек-
тории. В квантовой механике микро- и квазичастицы описываются
волновыми пакетами. Квадрат модуля волновой функции системы
частиц определяет вероятность их обнаружения в пространстве. Когда
волновые пакеты, связанные с одинаковыми микрочастицам, про-
странственно разделены, можно пронумеровать пакеты и следить за
каждым из них в отдельности. Однако как только волновые пакеты
микрочастиц перекрываются, уже нельзя различить микрочастицы.
По смыслу волновой функции системы частиц в области перекры-
тия двух пакетов с равной вероятностью находятся обе микрочасти-
цы: какая из них первоначально была первой, а какая – второй в об-
ласти перекрытия пакетов, установить невозможно.

Согласно законам квантовой механики, полная волновая функ-
ция системы тождественных квазичастиц может быть либо симмет-
ричной, либо антисимметричной относительно перестановки мес-
тами квантовых чисел любых двух частиц. Антисимметричную вол-
новую функцию имеют микро- и квазичастицы с полуцелым спи-
ном. Такие частицы называют фермионами (например, электрон
имеет спин, равный 1/2). Симметричные волновые функции описы-
вают тождественные микрочастицы с целым спином. Такие части-
цы называют бозонами (например, кванты электромагнитного поля –
фотоны имеют спин, равный 1). Это правило является обобщением
опытных данных и составляет содержание одного из постулатов кван-
товой механики.

Даже в случае, когда тождественные фермионы совсем не взаи-
модействуют, свойство антисимметрии их волновой функции, при-
водит к определенной согласованности (корреляциям) в движении
отдельных частиц и проявляется во вполне определенном и нети-
пичном для классической физики распределении фермионов по энер-
гиям. А именно, для невзаимодействующих фермионов справедлив
принцип Паули: в каждом квантово-механическом состоянии может
находиться только один фермион. Фермионы – «индивидуалисты»,
и это обусловливает макроскопические свойства Ферми-систем. На-
пример, свойства Ферми-квазичастиц определяют теплоемкость ме-
таллов при низких температурах, проводимость металлов и полу-
проводников.

Подобным образом, когда бозоны совсем не взаимодействуют,
свойство симметрии полной волновой функции системы бозонов
проявляется в особенностях их движения и распределении по энер-
гиям. При этом макроскопические свойства системы бозонов оказы-
ваются совершенно иными по сравнению с системой фермионов.
Тождественные бозоны могут одновременно находиться в одном и
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том же квантово-механическом состоянии. Бозоны – «коллективис-
ты». На макроуровне эта особенность бозонов проявляется, напри-
мер, при самоиндуцированном когерентном излучении среды (в ла-
зерах), в сверхпроводимости некоторых металлов при низких тем-
пературах, а также объясняет температурную зависимость решеточ-
ной теплоемкости твердых тел.

Наша цель состоит в том, чтобы ознакомиться с методами теоре-
тического описания квантовых макросистем и, хотя бы на качествен-
ном уровне, объяснить их поведение. Трудность изложения связана
с тем, что для понимания затрагиваемых вопросов необходимо ис-
пользовать результаты многих разделов физики: аналитической ме-
ханики, теории поля, квантовой механики, термодинамики, статис-
тической физики, электродинамики сплошных сред. Для достиже-
ния замкнутости обсуждения будем делать небольшие математичес-
кие отступления, в которых кратко формулируются сведения, необ-
ходимые для дальнейшего анализа. Строгое и последовательное из-
ложение материала невозможно. Приходится искать компромисс
между описанием особенностей аналитического аппарата и объяс-
нениями на качественном уровне квантовых макроскопических яв-
лений и эффектов. Следующий раздел представляет одно из матема-
тических отступлений.

2. РАСПРЕДЕЛЕНИЕ ЧАСТИЦ ПО ЭНЕРГИЯМ:
ИДЕАЛЬНЫЕ ФЕРМИ- И БОЗЕ-ГАЗЫ

В классической физике идеальный газ – это система из N матери-
альных точек, взаимодействием между которыми можно пренебречь.

Пусть газ заключен в объем V и помещен во внешнее силовое
поле, и пусть потенциальная энергия взаимодействия k-й материаль-
ной частицы с внешним полем зависит только от координат этой ча-
стицы: ( ).kU r


 Тогда каждая частица движется в соответствии со вто-

рым законом Ньютона:

( ),s s
s

mr U r
r
 


  

где s = 1,...,N. Соответствующая частице энергия

2

ε ( ).
2

s
s s

mr
U r 

 

В классической физике можно детально проследить за движени-
ем каждой из материальных точек идеального газа, решая систему

1. Понятие о коллективных возбуждениях ...
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уравнений движения с заданными начальными условиями. Однако
это связано с серьезными вычислительными трудностями и, к счас-
тью, оказывается абсолютно не нужным. Дело в том, что при боль-
шем числе частиц экспериментально наблюдаемые величины опре-
деляются не индивидуальными запутанными траекториями отдель-
ных частиц, а результатом их коллективного действия. Коллектив-
ные свойства не зависят от начальных условий движения частицы и
хорошо описываются в понятиях средних величин и вероятностей.

В курсе классической статистической физики показано, что при
тепловом равновесии идеального газа во внешнем потенциальном
поле среднее число частиц в состоянии с энергией εs определяется
распределением Больцмана:

Б

μ ε
exp ,s

sf k T
 

  
 

                                      (1)

где kБ – постоянная Больцмана; T – температура газа; εs – энергия
одной частицы. Параметр μ называется химическим потенциалом и
определяется условием нормировки, выражающим сохранение пол-
ного числа частиц N в системе:

.s

s

f N

Отметим важный момент. При определении идеального газа пре-
небрегают потенциальной энергией взаимодействия между части-
цами. В то же время причиной установления равновесного распре-
деления частиц идеального газа по энергиям (распределения Больц-
мана) является взаимодействие частиц газа с термостатом и их стол-
кновения друг с другом.

Использование статистических методов при описании квантово-
механических систем тождественных частиц обусловлено теми же
причинами, которые привели к созданию классической статистичес-
кой физики. Если задана начальная волновая функция системы из N
тождественных частиц, то можно проследить за эволюцией систе-
мы, решая уравнение Шредингера:

  
1 1i Ψ ( , ,..., , )Ψ,N NH p q p q

t
 


    

где t – время; Ψ – волновая функция системы;  ,i iq p
 

 – операторы
координат и импульса i-й частицы. В отличие от классической физи-
ки, теперь мы не в состоянии проследить за траекториями частиц,
но по начальной волновой функции системы частиц можем найти ее
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в любой момент времени посредством решения уравнения Шредин-
гера.

Указанная процедура, однако, практически неосуществима даже
тогда, когда число частиц мало, поскольку начальные условия не
бывают известны с нужной степенью точности. В случае большого
числа частиц не стоит даже и пытаться вычислять многочастичную
волновую функцию, потому, что, например, в 1 см3 типичного ме-
талла (Cu, Ag, Al) находится 1023 электронов. Вместо этого полезно
обратиться к статистическим свойствам ансамбля из систем тожде-
ственных частиц, которые различаются только начальными услови-
ями движения частиц. При этом используется эргодическая гипоте-
за. Предполагается, что статистика ансамбля позволяет предсказать
среднее по времени поведение данной системы частиц в состоянии
ее теплового равновесия с термостатом (усреднение по времени за-
меняем усреднением по ансамблю).

Рассмотрим квантово-механическую систему, состоящую из N
слабо взаимодействующих частиц, заключенных в объеме V. Физи-
ческая природа частиц нас не интересует. В частности, это могут
быть даже кванты электромагнитного поля – фотоны. Считаем, что
плотность частиц в системе достаточно мала, чтобы с хорошим при-
ближением ее энергию можно было считать суммой энергий инди-
видуальных частиц.

При сформулированных условиях законы квантовой статистичес-
кой физики дают только два наиболее вероятных распределения ча-
стиц по энергиям.

1. Для N одинаковых частиц с полуцелым спином, при заданной
температуре T среднее число частиц с энергией εs (и с заданной про-
екцией спина, если εs не зависит от спина) описываем распределени-
ем Ферми – Дирака:

Б

1 .
ε μ

exp 1
s

s

f

k T


   

 
                                    (2)

Так же, как и в классической физике, химический потенциал μ
определяем из условия нормировки:

.s

s

f N
Важно, что суммирование производится по всем допустимым кван-
тово-механическим состояниям системы, включая спиновые. В час-
тности, при спине 1/2, когда энергия εs не зависит от спина, каждое
слагаемое входит в сумму дважды.

2. Распределение частиц по энергиям: ...
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2. Идеальный газ из N частиц с целым спином. При тепловом
равновесии среднее число бозонов с энергией εs (и заданной проек-
цией спина, если εs не зависит от спина) определяется распределе-
нием Бозе – Эйнштейна:

Б

1 ,
ε μ

exp 1
s

s

f

k T


   

 
                                    (3)

которое отличается от распределения Ферми – Дирака только зна-
ком перед единицей в знаменателе.

Полное число частиц в идеальном Бозе-газе выражается форму-
лой

,s

s

f N

которая определяет химический потенциал μ. Здесь суммирование
также производим по всем допустимым квантово-механическим со-
стояниям включая спиновые.

В курсе статистической физики показывается, что формально
введенный нами химический потенциал μ связан со вторым началом
термодинамики, а именно, для систем с переменным числом частиц
второе начало термодинамики записываем в следующей форме:

TdS = dE + pdV – μdN,                                 (4)

где T, S, E, p, V, μ, N – соответственно температура, энтропия, внут-
ренняя энергия, давление, объем, химический потенциал и число
частиц в системе. Напомним, что количество теплоты δQ = TdS и
работа δA = pdV не являются полными дифференциалами в матема-
тическом смысле этого слова. Это функции процесса в системе. Со-
гласно законам термодинамики, полными дифференциалами будут
лишь энтропия S и внутренняя энергия E системы частиц. Слагае-
мое μdN в формуле (4) учитывает изменение внутренней энергии
системы, связанное с изменением числа частиц в системе.

Используя второе начало термодинамики (4), нетрудно проверить,
что при заданных T и V имеем:

 
, const

μ ,
T V

F
N 




где функция F = E – TS называется свободной энергией системы.
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Интересно, что в пределе

Б

ε μ
exp 1,s

k T
 

 
 

квантовые распределения Ферми – Дирака и Бозе – Эйнштейна пе-
реходят в классическое распределение Больцмана:

Б

μ ε
exp .s

sf k T
 

  
 

Здесь проявляется принцип соответствия более общей квантовой
физики и ограниченной в своих возможностях классической физи-
ки.

Часто при реальных температурах и энергиях квазичастиц клас-
сическое распределение Больцмана неприемлемо для их описания.
Тогда идеальные газы квазичастиц подчиняются квантовым статис-
тикам. Это и приводит к их необычным (с точки зрения опыта на-
шей обыденной жизни) макроскопическим свойствам. Подчеркнем,
что речь идет о системах микро- или квазичастиц, взаимодействием
между которыми можно пренебречь.

Наша дальнейшая цель состоит в том, чтобы уяснить, почему
приближение идеальных Ферми- и Бозе-газов удивительно хорошо
описывает наблюдаемые макроскопические свойства конденсирован-
ных сред, состоящих из большого числа сильно взаимодействующих
электронов и ионов.

Раздел книги, посвященный электронным свойствам металлов и
полупроводников, предшествует главе, где рассматривается динамика
кристаллической решетки. На наш взгляд, такая последовательность
изложения позволяет на сравнительно простом примере пояснить
плодотворность концепции квазичастиц и необходимость использо-
вания специальных приемов для описания периодических структур.
Отличительная черта книги состоит в том, что в ней не только ото-
браны вопросы, знакомство с которыми представляет необходимый
элемент образования научного работника, но и обсуждаются пути
постепенного подхода к решению рассмотренных задач, то есть то,
что обычно остается «за кадром». Большинство задач квантовой мак-
рофизики начинается с применения качественных методов, которые
составляют наиболее привлекательную и красивую черту этой на-
уки. Речь идет о построении простых моделей, которые корректно
учитывают основные взаимодействия и особенности задачи, и в то
же время допускают точные решения, о технике оценок на основе

2. Распределение частиц по энергиям: ...
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этих моделей, изучении предельных случаев, когда может быть ис-
пользована малость какого-либо параметра, извлечении следствий
из свойств симметрии среды или модели и т. п. Обсуждение конк-
ретных вопросов осуществляется с привлечением взаимодополняю-
щих уровней теоретического описания: используются квантовый,
квазиклассический и феноменологический подходы. Это позволяет
полнее обсудить многогранность макроскопических квантовых эф-
фектов, на деле проиллюстрировать универсальность и эквивалент-
ность используемых теоретических подходов (в общей области их
применимости) и, в конечном счете, вплотную подойти к задачам
нынешнего состояния науки.



13Глава 1. ЭЛЕКТРОНЫ И ДЫРКИ В МЕТАЛЛАХ
И ПОЛУПРОВОДНИКАХ

1.1. ЭЛЕКТРОНЫ В КРИСТАЛЛИЧЕСКИХ ТВЕРДЫХ ТЕЛАХ:
ФОРМУЛИРОВКА УПРОЩЕННОЙ ОДНОЧАСТИЧНОЙ МОДЕЛИ

В конденсированных средах внешние оболочки атомов перекры-
ваются, поэтому валентные электроны атомов могут перемещаться
от одного атома к другому. Высокая энергия связи кристаллических
тел и их специфические механические свойства объясняются таким
перекрытием. Внутренние электронные оболочки атомов в кристал-
лах перекрываются слабо, они почти такие же, как в изолированных
атомах.

Важно, что не только электроны внутренних оболочек, но и по-
чти свободные (валентные) электроны сильно взаимодействуют меж-
ду собой и с ионами кристаллической решетки. Потенциальная энер-
гия этих взаимодействий порядка кинетической энергии электронов.
В такой ситуации построение теории кристаллических твердых тел,
на первый взгляд, кажется совершенно невозможным. Однако в на-
стоящее время существует вполне строгое описание большинства
явлений в кристаллах. Поясним причины такого успеха.

I. Оказывается, теоретическое описание системы из сильно вза-
имодействующих электронов и ионов часто можно свести к анализу
более простой задачи, а именно, к анализу поведения невзаимодей-
ствующих квазичастиц – фермионов в некотором слабом внешнем
поле, представляющем собой усредненное поле решетки и осталь-
ных электронов.

Существуют две основные причины, почему сильное взаимодей-
ствие валентных электронов между собой и с ионами решетки при-
водит к суммарному эффекту, описываемому слабым потенциалом.

1. В области, которая разрешена для валентных электронов, они,
благодаря своей подвижности в кристалле, уменьшают суммарный
потенциал, действующий на отдельный электрон. Во-первых, они
могут экранировать заряд положительных ионов, уменьшая тем са-
мым полный потенциал. Во-вторых, происходит экранировка взаи-
модействия электронов друг с другом. Благодаря кулоновскому от-
талкиванию, каждый электрон отодвигает от себя остальные элек-
троны и потому окружен областью, которая содержит положитель-
ный некомпенсированный заряд неподвижных ионов решетки. Об-
лако положительного заряда, окружающее каждый электрон, дви-
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жется вместе с ним. Каждый электрон «видит» не только другие элек-
троны, но и создаваемое ими зависящее от времени поляризацион-
ное облако. В результате эффективное взаимодействие между элект-
ронами динамически экранируется.

В конечном счете оказывается, что валентные электроны в крис-
талле не имеют ничего общего со свободными электронами в ваку-
уме. Валентные электроны кристаллов превращаются в квазичасти-
цы – фермионы, которые отличаются массой от электронов в ваку-
уме и почти не взаимодействуют друг с другом на расстояниях по-
рядка межатомного.

2. Вторая причина связана с принципом Паули. Взаимодействие
между электронами и ионами наиболее сильно на малых расстояни-
ях. Однако принцип Паули запрещает валентным электронам появ-
ляться по соседству с ионами, поскольку эта область уже занята элек-
тронами ионного остова. Принцип Паули приводит также к ограни-
чению на столкновения электронов проводимости. В результате элек-
троны проводимости редко испытывают рассеяния друг на друге.

Ввиду важности этих причин мы еще вернемся к их обсужде-
нию.

II. Анализ поведения системы электронов в кристалле упроща-
ется, благодаря использованию одночастичной модели. Выделим из
всей системы отдельную слабовзаимодействующую с окружением
квазичастицу – электрон и опишем воздействие на нее всех осталь-
ных частиц системы с помощью эффективной потенциальной энер-
гии. В итоге, исходная многочастичная задача редуцируется к систе-
ме одночастичных уравнений Шредингера:

2

Ψ ( )Ψ εΨ,
2

U r
m

   


где m – масса квазичастицы, сопоставленной электрону; Ψ– стацио-
нарная волновая функция квазичастицы; ε – энергия.

Оказывается, большинство наблюдаемых макроскопических
свойств и наиболее важных явлений в твердых телах можно объяс-
нить путем разумного выбора эффективного потенциала ( )U r


 в урав-

нении Шредингера для отдельного электрона. Очень многое следу-
ет из того факта, что усредненное поле ионов и остальных электро-
нов обладает свойствами симметрии кристаллической решетки, в ча-
стности периодичностью.

Итак, мы полагаем, что периодический потенциал ( )U r


 модели-
рует воздействие на выделенный электрон периодического поля
ионов кристалла, а также периодические эффекты, обусловленные
воздействием на данный электрон остальных электронов кристалла.
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Следует подчеркнуть, что полная периодичность ( )U r


 – это иде-
ализация. Реальные твердые тела никогда не бывают абсолютно чи-
стыми, они содержат примеси. А по соседству с примесным атомом
свойства твердого тела оказываются иными. В реальных кристаллах
имеются разнообразные дефекты. Наконец, ионы в действительнос-
ти непрерывно совершают тепловые колебания около положений рав-
новесия.

Все нарушения периодичности такого рода важны. Например,
основываясь на них, можно объяснить, почему проводимость металла
не бесконечна. Однако при построении теории выгоднее искусст-
венно разбить задачу на две части:

1) сначала рассмотреть гипотетически идеальный кристалл с
абсолютной периодичностью;

2) затем изучить влияние на свойства этого кристалла всевозмож-
ных отклонений от периодичности, которые рассматриваются как
малые возмущения.

Таким способом можно описать реальные макроскопические
свойства кристаллических тел.

III. Периодичность потенциала ( )U r


 – это еще одна из причин
того, почему электроны не должны испытывать рассеяний на решет-
ке кристалла. Волновая функция электрона проводимости в идеаль-
ном периодическом кристалле описывает свободное движение элек-
трона через кристалл потому, что любая линейная волна во всякой
периодической структуре распространяется свободно и лишь в спе-
циальных случаях испытывает отражения (рассеяние) на периоди-
ческой структуре. Далее обсудим это подробнее.

Задача о поведении электронов в периодическом потенциале воз-
никает не только при изучении металлов. Большинство наших об-
щих выводов найдут свое применение при последующем обсужде-
нии диэлектриков и полупроводников.

Чтобы продвинуться дальше в анализе свойств газа невзаимо-
действующих квазичастиц – фермионов в периодическом потенциа-
ле, необходимо ознакомиться с методами теоретического описания
кристаллических решеток твердых тел.

1.2. ТЕОРЕТИЧЕСКОЕ ОПИСАНИЕ ПЕРИОДИЧЕСКОЙ
СТРУКТУРЫ КРИСТАЛЛОВ

Существование периодической ионной решетки имеет фундамен-
тальное значение для современной физики твердого тела. На ней
основаны все аналитические построения. Если бы такой решетки не

1.1. Электроны в кристаллических твердых телах: ...
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было, то теория кристаллов вряд ли достигла столь серьезных успе-
хов. Именно из-за отсутствия периодического расположения ионов
теория аморфных тел до сих пор находится в зачаточном состоянии.
Скромны достижения и теории жидкостей, хотя обе эти формы ве-
щества имеют плотности, близкие к плотности кристаллических тел.

Для описания бесконечных кристаллических структур был со-
здан специальный язык символов. Идеальный кристалл можно по-
строить периодическим повторением в пространстве одинаковых
структурных единиц. В наиболее простых кристаллах структурная
единица состоит из одного атома, в кристаллах более сложных ве-
ществ она может содержать несколько атомов или молекул. Крис-
таллическую структуру будем описывать с помощью периодически
повторяющейся в пространстве элементарной части кристалличес-
кой решетки, называемой элементарной ячейкой, с которой связана
некоторая группа атомов. Эта группа атомов называется базисом.
Базис повторяется в пространстве и образует кристаллическую струк-
туру.

Решетка Браве и основные векторы. Примитивная ячейка,
решетки с базисом

Хотя кристаллическая структура образована повторением реаль-
ных физических объектов (определенной группы атомов или ионов),
для теоретического описания периодической структуры кристалла
используется абстрактное понятие решетки Браве, в узлах которой
могут, в принципе, отсутствовать атомы. В понятии решетки Браве
находит свое отражение только геометрия расположения повторяю-
щихся элементов кристалла независимо от того, что в действитель-
ности представляют собой эти элементы.

Дадим два эквивалентных определения решетки Браве.
Решетка Браве (двумерная или трехмерная) – это бесконечная

периодическая структура, образованная дискретными математичес-
кими точками и имеющая абсолютно одинаковый пространственный
порядок и ориентацию, независимо от того, какую ее точку мы при-
няли за исходную.

Решетка Браве (двумерная или трехмерная) образована матема-
тическими точками с радиус-векторами вида

1 1 2 2 3 3
nR n a n a n a  
   

 (для трехмерного пространства),    (1.1)

1 1 2 2
nR n a n a 
  

 (для плоскости),

где ia


 – любые линейно-независимые векторы; ni – произвольные
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целые числа. Векторы ia


 называются ос-
новными векторами решетки Браве.

В эквивалентности определений убе-
димся на конкретных примерах.

Чтобы лучше понять разницу между
реальным кристаллом, образованным фи-
зическими объектами – атомами, и решет-
кой Браве проще начать не с трехмерного, а с двумерного кристалла.
Простейшим двумерным кристаллом является, например, слой ато-
мов, адсорбированных на грань кристалла – подложки.

Пусть двумерный кристалл образован атомами, расположенны-
ми в вершинах гексагональных «пчелиных сот» (рис. 1.1). Такая
структура кажется одинаковой, если смотреть на нее из точек P и Q,
но вид из точки R отличается от вида из точки P поворотом на 180º,
значит, по первому определению, вершины «пчелиных сот» не обра-
зуют решетку Браве.

Вместе с тем, нетрудно проверить, что никакие два линейно-не-
зависимых вектора, соединяющих атомы кристалла, например 1 2и c c

 

(см. рис. 1.1), не порождают решетку Браве. Поэтому, и по второму
определению, вершины двумерных «пчелиных сот» не образуют ре-
шетку Браве. В данном случае, решетку Браве порождают векторы

1 2 и ,a a
 

 не соединяющие каких-либо реальных атомов. На рис. 1.1
точки решетки Браве помечены звездочками, а реальные атомы –
жирными точками. Этот пример показывает различие между решет-
кой Браве, в узлах которой, в общем случае, находятся абстрактные
математические точки, и физическим кристаллом, в узлах которого
всегда содержатся атомы или ионы.

Термин «решетка Браве» можно применять для обозначения не
только множества точек, но и множества векторов, соединяющих
любую из этих точек со всеми остальными. Любой вектор nR


 (1.1)

определяет некоторую трансляцию (сдвиг), при которой вся сово-
купность элементов системы смещается как целое в пространстве
на расстояние Rn в направлении вектора .nR


 Векторы трансляций

кристаллической решетки связывают разные точки решетки Браве.
Объем пространства, который, будучи подвергнут всем трансля-

циям вида

1 1 2 2 3 3
nR n a n a n a  
   

 (для трехмерной решетки Браве),

1.2. Теоретическое описание периодической структуры кристаллов

Рис. 1.1. Двумерный кристалл, образованный ато-
мами, расположенными в вершинах гексагональных

«пчелиных сот»
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1 1 2 2
nR n a n a 
  

 (для плоской решетки Браве),

заполняет все пространство (всю плоскость), нигде не перекрываясь
сам с собой и не оставляя промежутков, называется примитивной
(элементарной) ячейкой.

Параллелепипед (параллелограмм), построенный на векторах
 1 2 3 1 2, , , ,a a a a a

   
 всегда будет примитивной ячейкой в трехмерномм

пространстве (на плоскости). Однако такой выбор неединствен и не
самый удобный. Далее поясним это утверждение, а пока вернемся к
двумерному кристаллу в форме «пчелиных сот». В этом случае на
одну примитивную ячейку (параллелограмм, образованный векто-
рами 1 2 и ,a a

 
) приходится два атома. Положение любого атома в

решетке формы «пчелиных сот» можно записать в форме

α ,nb R
 

где αb


 – векторы, определенные на рис. 1.2; α 1,2;  1 1
nR n a 
 

2 2 1 2, , ,n a n n


 – целые числа.
Этот пример показывает, что физический кристалл можно опи-

сать, задав лежащую в его основе решетку Браве и указав располо-
жение атомов, молекул, ионов и т.п. в отдельной элементарной ячей-
ке. Чтобы подчеркнуть различие между абстрактным представлени-
ем о точках, образующих решетку Браве, и реальным физическим
кристаллом, обладающим такой решеткой, принято использовать для
реального кристалла специальный термин кристаллическая струк-
тура.

Когда на одну примитивную ячейку приходится несколько ато-
мов, кристаллическая структура всегда описывается решеткой Бра-
ве с базисом. «Пчелиные соты» характеризуются решеткой с бази-
сом. Базисным атомам примитивной ячейки соответствуют точки с
радиус-векторами 1 2и b b

 
. Когда примитивная ячейка содержит один

атом, его можно совместить с узлом решетки Браве. Ситуация упро-
щается таким образом, что точки решетки Браве и позиции реаль-
ных атомов совпадают.

Решетки с базисом приходится исполь-
зовать и для описания таких кристалличес-
ких структур, в которых атомы или ионы
находятся в точках решетки Браве, но пол-
ная трансляционная симметрия последней

Рис. 1.2. Элементарная ячейка двумерного кристал-
ла, изображенного на рис. 1.1; 2 12 ,b b

 
 1 2 13 ,a a b 

 

1 2 ,a a
 

 угол между векторами 1 2и a a
 

 равен 60º



19

отсутствует, поскольку имеется не-
сколько сортов атомов или ионов. Про-
стым примером является кристалл
NaCl, который состоит из равного чис-
ла ионов натрия и хлора, размещенных в чередующихся точках про-
стой кубической решетки таким образом, что ближайшими соседя-
ми каждого иона одного вида являются шесть ионов другого вида.

Пример двумерной решетки Браве, в узлах которой находятся
атомы одного сорта (рис. 1.3), показывает, что выбор основных век-
торов решетки неоднозначен. Неоднозначен и выбор примитивной
ячейки, так как ее всегда можно построить на основных векторах
решетки Браве. Если примитивная ячейка содержит точки на своей
поверхности (см. рис. 1.3), то можно все точки, кроме одной, отнес-
ти к соседним ячейкам.

В общем случае на каждую примитивную ячейку приходится
только одна точка решетки Браве. Поэтому, если n – плотность мате-
матических точек решетки Браве, а Va – объем элементарной ячейки,
то справедлива следующая формула:

11,  или .a aV n V
n

                                    (1.2)

Отсюда следует важное заключение. Поскольку результат (1.2) спра-
ведлив для любой примитивной ячейки, объем элементарной ячей-
ки не зависит от способа выбора ячейки.

Из определения примитивной ячейки следует также, что если
даны любые две примитивные ячейки произвольной формы, то все-
гда можно разрезать одну из них так, чтобы после смещения получа-
ющихся частей на соответствующие векторы решетки при сложе-
нии они образовали вторую примитивную ячейку.

Примитивная ячейка Вигнера – Зейтца

Существует множество всевозможных вариантов выбора прими-
тивной ячейки. Недостаток выбора элементарной ячейки в форме
параллелепипеда заключается в том, что он не отражает полной сим-
метрии решетки Браве. Всегда можно выбрать такую примитивную
ячейку, которая обладала бы симметрией решетки Браве. Примером
такого выбора является ячейка Вигнера – Зейтца.

Рис. 1.3. Пример двумерной решетки Браве без
базиса (в узлах решетки находятся атомы)

1.2. Теоретическое описание периодической структуры кристаллов
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Ячейка Вигнера – Зейтца с центром
в некоторой точке (математической точ-
ке решетки Браве) есть область про-
странства, лежащая ближе к этой точ-
ке, чем к какой-либо другой точке ре-
шетки.

Если подвергнуть ячейку Вигнера – Зейтца трансляциям, опре-
деляемым всеми векторами решетки, то она заполнит все простран-
ство без перекрытия, т. е. ячейка Вигнера – Зейтца представляет со-
бой примитивную ячейку.

Можно предложить следующий простой способ построения ячей-
ки Вигнера – Зейтца.

1. Выбираем какую-нибудь точку решетки Браве.
2. Из выбранного центра (в центре находится точка решетки

Браве) проводим векторы трансляции к ближайшим узлам ре-
шетки.

3. Проводим плоскости, перпендикулярные этим векторам,
проходящие через их середины. Полученная таким образом ячей-
ка наименьшего объема, ограниченная построенными плоскостя-
ми и содержащая данную точку, есть примитивная ячейка Вигне-
ра – Зейтца.

Заметим, что не все ближайшие узлы решетки используются для
построения ячейки Вигнера – Зейтца (рис. 1.4).

Поскольку точки решетки Браве эквивалентны, она должна иметь
бесконечную протяженность. Несомненно, реальные кристаллы
имеют конечные размеры, однако если они достаточно велики, то
большинство точек находится столь далеко от поверхности, что ее
влиянием можно пренебречь. Для удобства теоретических рассуж-
дений обычно выбирают в качестве образца конечную область ре-
шетки Браве, которая имеет наиболее простую форму. Чаще всего
рассматривают образец в форме конечной решетки с N узлами, об-
разованной множеством точек:

1 1 2 2 3 3,
nR n a n a n a  
   

где 1 1 2 2 3 3 1 2 30 ; 0 ; 0 и .n N n N n N N N N N        Далее обсудим
обоснованность такого выбора.

Рис. 1.4. Ячейка Вигнера – Зейтца двумерной ре-
шетки Браве
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1.3. ОБРАТНАЯ РЕШЕТКА. ПЕРВАЯ ЗОНА БРИЛЛЮЭНА.
АТОМНЫЕ ПЛОСКОСТИ

Пусть 1 1 2 2 3 3
nR n a n a n a  
   

 – множество точек, составляющих
решетку Браве, тогда множество точек, соответствующих волновым
векторам ,K


 для которых

 exp i 1,nK R 
 

                                     (1.3)

образует обратную решетку.
Обратная решетка определена по отношению к некоторой кон-

кретной решетке Браве. Решетку Браве, соответствующую данной
обратной решетке, называют прямой решеткой. Если рассматрива-
ют решетку с базисом, то используют обратную решетку, опреде-
ленную только относительно решетки Браве, не учитывая векторов
базиса.

Заметим, что если 1 2и K K
 

 удовлетворяют соотношению (1.3), тоо
любая их сумма и разность также удовлетворяют этому соотноше-
нию. Следовательно, обратная решетка сама представляет собой ре-
шетку Браве (точки обратной решетки образуют решетку Браве).

Прямой проверкой можно убедиться, что обратную решетку трех-
мерного кристалла порождают следующие векторы:

     2 3 3 1 1 2
1 2 3

2π 2π 2π
, , ,

a a a

a a a a a a
b b b

V V V

  
  

       
         (1.4)

где  1 2 3aV a a a  
  

 – объем элементарной ячейки прямой решетки.
В частности, справедливо соотношение

2πδ ,i j ijb a 
 

где δij – символ Кронекера.
Поэтому любой вектор обратной решетки можно представить в

виде

1 1 2 2 3 3,K n b n b n b  
  

                                 (1.5)

где ni – целые числа.
Нетрудно также показать, что если Va – объем ячейки прямой

решетки, то элементарная ячейка в обратном пространстве имеет
объем

 31 2 3 2π .b aV b b b V     

  
                           (1.6)

1.3. Обратная решетка. Первая зона Бриллюэна. Атомные плоскости
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Рис. 1.5. Одномерная прямая решетка (цепочка атомов)

Рис. 1.7. Квадратная прямая решетка (атомы на
грани кристалла – подложки)

Рис. 1.6. Одномерная обратная решетка

Рис. 1.8. Квадратная обратная ре-
шетка

Первая зона
Бриллюэна

Первая зона
Бриллюэна
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Элементарную (примитивную) ячейку Вигнера – Зейтца для обрат-
ной решетки называют первой зоной Бриллюэна (рис. 1.51.9).

Как и предполагает такое название, можно определить следую-
щие зоны Бриллюэна, которые являются элементарными ячейками
иного рода. Высшие зоны Бриллюэна возникают в теории электрон-
ных уровней энергии в периодическом потенциале. Термины «ячей-
ка Вигнера – Зейтца» и «первая зона Бриллюэна» относятся к иден-
тичным геометрическим построениям. Последний из них использу-
ется лишь для обозначения ячейки в обратном пространстве.

Атомные плоскости

Существует тесная связь между векторами обратной решетки и
атомными плоскостями прямой решетки.

Плоскость, проходящая через узлы прямой решетки, называется
атомной плоскостью.

Семейством атомных плоскостей решетки называется множе-
ство параллельных равноотстоящих друг от друга атомных плоско-
стей.

Покажем, что обратная решетка позволяет очень просто класси-
фицировать всевозможные семейства атомных плоскостей.

Для этого сначала поясним геометрический смысл векторов об-
ратной решетки. Пусть прямая решетка Браве образована векторами
вида 1 1 2 2 3 3,

mR a m a m a m  
   

 где mi – целые числа; 1 2 3, ,a a a
  

 – векто-о-
ры основных трансляций; 1 1 2 2 3 3K b n b n b n  

  
 – некоторый фиксиро-

ванный вектор обратной решетки, где ib


 – векторы основных транс-
ляций в обратном пространстве. Далее нас интересует лишь направ-
ление, задаваемое вектором ,K


 поэтому из всех векторов, параллель-

ных ,K


 выберем лишь тот, для которого числа 1 2 3, ,n n n  не содержатт
общих делителей и дают наименьший по длине вектор K


.

Пусть векторы  NR


 определяют множество точек прямой ре-
шетки, которые являются решениями уравнения

1 1 2 2 3 32π( ) 2π const,NR K m n m n m n N     
 

             (1.7)

где N – целое число. При заданных N и K


 числа mi пробегают неко-
торое множество значений. Из аналитической геометрии известно,
что уравнение (1.7) задает плоскость, перпендикулярную вектору K


.

В нашем случае это уравнение атомной плоскости, проходящей че-
рез узлы прямой решетки с нормалью, параллельной вектору K


.

1.3. Обратная решетка. Первая зона Бриллюэна. Атомные плоскости
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Учитывая, что

   cos( ) Пр Пр ,
BA

A B A B A B A B B A


    
        

уравнение атомной плоскости переписываем в виде

 Пр 2π ,NK
R K N
 

                                 (1.8)

где N – целое число, Пр NK
R


 – проекция вектора 
NR


 на направление
вектора K


.  Ближайшее к N целое число либо (N + 1), либо (N – 1).

При том же K


 уравнение 1 2π( 1)NR K N   
 

 определяет в прямой
решетке атомную плоскость, параллельную первоначальной плос-
кости и находящуюся от нее на минимальном расстоянии. Запишем
уравнение этой плоскости в виде

 1Пр 2π( 1).NK
R K N  
 

                            (1.9)

Найдем расстояние между ближайшими атомными плоскостями,
перпендикулярными вектору K


 (рис. 1.9):

1Пр Пр 2π .N NK K
d R R K   

  
                     (1.10)

Общие выводы.

1. Любой вектор K


 обратной решетки определяет семейство пер-
пендикулярных ему атомных плоскостей.

2. Длина минимального из векторов, параллельных вектору K


,
определяет расстояние между ближайшими плоскостями соответ-
ствующего семейства атомных плоскостей (1.10).

Соответствие между векторами обратной решетки и семейства-
ми атомных плоскостей дает удобный способ указания ориентации
атомной плоскости. Ориентация плоскости описывается путем за-
дания вектора нормали к этой плоскости. В качестве нормали есте-
ственно выбрать вектор обратной решетки (выше так и сделано).
Чтобы сделать этот выбор однозначным, выбирают наименьший из
указанных векторов. Таким путем определяются индексы Миллера
данной плоскости.

Координаты наименьшего вектора обратной решетки, перпенди-
кулярного к семейству атомных плоскостей прямой решетки в сис-
теме координат, заданной основными векторами обратной решетки,
называются индексами Миллера.
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для любых lR


, принадлежащих решетке Браве; n – натуральное чис-
ло. При этом собственные значения энергии ε ε ( ).n k



Соотношения (1.11) и (1.12) запишем в следующем виде:

Ψ ( ) Ψ ( )exp(i ).l l

nk nk
r R r k R   

  
                       (1.13)

Поэтому теорему Блоха можно сформулировать иначе.
Теорема Блоха (вторая формулировка).

Собственные состояния оператора 
2

( )
2

H V r
m

   
  можно выб-

рать таким образом, чтобы с каждым из них был связан некоторый
волновой вектор k


, и для любых lR


 из решетки Браве выполнялосьсь

равенство

Ψ ( ) Ψ ( )exp(i ).l l

nk nk
r R r k R   

  

Поясним сказанное выше. Теорема утверждает, что, хотя потен-
циал в одночастичном уравнении Шредингера периодичен, собствен-
ные волновые функции, вообще говоря, не периодичны, но имеют
интересную структуру: похожи на плоскую волну exp(i ),k r

 
 описы-

вающую свободную частицу с волновым вектором .k


Общие выводы.
1. Теорема Блоха вводит в теорию волновой вектор k


, который

играет в общей задаче о движении частицы в периодическом потен-
циале такую же роль, что и волновой вектор k


 для свободной мик-

рочастицы.
2. Волна exp (i )k r

 
 модулирована периоди-

ческой функцией ( )
nk

u r


 с индексом n. При каж-
дом фиксированном k


, как будет показано да-

лее, уравнение Шредингера имеет множество
дискретных решений. Эти состояния нумеруют-
ся индексом n, который называется номером
зоны. Название связано с тем, что при фиксиро-
ванном n собственные энергии частицы ε ( )n k


, за-

висящие от k


, плотно группируются вдоль оси
энергии, образуя зону, которая отделена от сосед-
ней зоны с номером (n + 1) областью запрещен-
ных энергий – энергетической щелью (рис. 1.10).

Рис. 1.10. Схема разрешенных значений энергии ε ( )n k

n-зона

Энергетическая
щель

(  + 1)-n зона
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Поэтому собственные волновые функции и собственные значения
энергии частицы в периодическом потенциале снабжены двумя ин-
дексами, один из которых волновой вектор k


 частицы, а другой –

номер n энергетической зоны.
Доказательство теоремы Блоха. Определим для каждого век-

тора lR


, принадлежащего решетке Браве, оператор трансляции  lRT  ,
под действием которого аргумент любой функции ( )f r


 сдвигается

на lR


:

 ( ) ( ).l
l

RT f r f r R 
 

                                (1.14)

Покажем, что операторы  lRT   и 
2

( )
2

H V r
m

   
  коммутируют.т.

В силу периодичности гамильтониана, имеем

     ( ψ) ( )Ψ( ) ( )Ψ( ) ( ) Ψ( ).l l
l l l

R RT H H r R r R H r r R H r T r      
       

  (1.15)

Поскольку уравнение (1.15) выполняется тождественно для любой
функции Ψ, справедливо следующее операторное тождество:

   .l lR RT H HT                                       (1.16)

Далее заметим, что результат двух последовательных трансля-
ций не зависит от порядка их применения, поскольку для любой
функции ( )r


 имеем

    
2 1 2 1 1 21 2Ψ Ψ Ψ( ) Ψ.R R R R R RT T T T r R R T          

 
          (1.17)

Поэтому получаем

    
1 2 2 1 1 2

.R R R R R RT T T T T                                    (1.18)

Соотношения (1.16) и (1.18) показывают, что гамильтониан H  и
операторы 

RT   для всех векторов R


 решетки Браве образуют набор
коммутирующих операторов. Согласно теореме о коммутирующих
операторах, операторы H  и 

RT   имеют общую систему собствен-
ных функций:

 Ψ εΨ,  Ψ ( )Ψ.RH T c R 


                           (1.19)

Из (1.18), (1.19) имеем

   
1 2 1 12 2 2 1 1 2( Ψ) ( ( )Ψ) ( ) Ψ ( ) ( )Ψ ( )Ψ.R R R RT T T c R c R T c R c R c R R       

     
 (1.20)
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Следовательно, для собственных значений оператора трансляции дол-
жно выполняться равенство

1 2 1 2( ) ( ) ( ),c R R c R c R 
   

                              (1.21)

где 1 2,R R
 

 – произвольные векторы, принадлежащие решетке Браве.
Возьмем в качестве вектора трансляции произвольный s-й ос-

новной вектор прямой решетки Браве. Можно всегда записать ( )sc a


в виде

( ) exp(2πi ),s sc a x


                                 (1.22)

выбрав соответствующим образом величины xs (s = 1, 2, 3).
Подставив выражение для вектора трансляции решетки Браве

1 1 2 2 3 3
lR a l a l a l  
   

 в формулу для ( ),c R


 получим 1 1( ) (lc R c a l 
 

2 2 3 3).a l a l 
 

 Применяя к этому выражению формулу (1.21), находим

     1 2 3

1 2 3( ) ( ) ( ) ( ) ,
l l llс R c a c a c a

   

или, с учетом представления (1.22):

 1 1 2 2 3 3( ) exp 2πi( ) exp(i ),l lс R x l x l x l k R    
 

           (1.23)

где 1 1 2 2 3 3 1 1 2 2 3 3; .lk x b x b x b R a l a l a l     
       

 При записи формулы
(1.23) учли, что векторы прямой и обратной решеток удовлетворяют
условию ортогональности:

2πδ .s p spa b 


Итак, мы показали, что собственные волновые функции Ψ га-
мильтониана H  можно выбрать таким образом, чтобы для каждогоо
вектора lR


 решетки Браве выполнялось равенство:

 Ψ( ) Ψ( ) ( )Ψ( ) exp(i )Ψ( ).l
l l l

RT r r R c R r k R r    
    

        (1.24)

Это как раз и есть теорема Блоха.
Волновая функция должна оставаться ограниченной при произ-

вольных трансляциях в безграничном кристалле, поэтому вектор k


в представлении (1.24) должен быть вещественным.

Граничные условия Борна – Кармана

Налагая на волновые функции соответствующие граничные ус-
ловия, можно показать, что волновой вектор k


 должен быть дей-

ствительным и в ограниченных образцах.



29

Можно предположить, что при больших размерах образца физи-
ческие свойства кристалла внутри его объема не зависят ни от фор-
мы образца, ни от граничных условий на его поверхности. Поэтому
исходя из соображения удобства вычислений обычно выбирают об-
разец в форме параллелепипеда, построенного на векторах

1 1 2 2 3 3, , ,N a N a N a
  

 а в качестве граничных условий используют наибо-
лее простые граничные условия, предложенные Борном и Карманом:

Ψ ( ) Ψ ( ),s snk nk
r N a r  
  

                             (1.25)

где sa


 – тройка основных векторов решетки Браве кристалла; Ns –
положительные целые числа (Ns >> 1), s = 1, 2, 3, N = N1N2N3 – пол-
ное число элементарных ячеек в кристалле. В этом разделе по дваж-
ды повторяющимся индексам нет суммирования.

Согласно граничным условиям Борна – Кармана, электрон, под-
ходя к границе образца, не отражается от нее, а «исчезает» и одно-
временно вновь входит в кристалл со стороны противоположной
грани.

Покажем, что граничные условия (1.25) согласуются с теоремой
Блоха. Применим к граничному условию (1.25) теорему Блоха (1.13):

 Ψ ( ) exp i Ψ ( ) Ψ ( ),s s s snk nk nk
r N a N a k r r     

    
            (1.26)

тогда

 exp i =1.s sN a k


                                   (1.27)

Учитывая, что 1 1 2 2 3 3, 2πδ ,s p spk x b x b x b a b    
    

 из равенства (1.27)
получаем

exp[2πiNsxs] = 1,

следовательно, должны выполняться условия

,s
s

s

m
x

N


где ms – произвольные целые числа. Поэтому разрешенные блоховс-
кие волновые векторы k


 вещественны и имеют вид

3

1

.i
i

ii

m
k b

N



 

                                      (1.28)
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Из (1.28) следует, что объем в k-пространстве, который прихо-
дится на каждый разрешенный волновой вектор k


, равен объему

маленького параллелепипеда с ребрами i ib N


:

31 2

1 2 3

δ .b
k

b Vb b
V

N N N N

 
    

 


 

                           (1.29)

Поскольку  1 2 3bV b b b  
  

 – объем элементарной ячейки обратной
решетки, формула (1.29) означает, что число разрешенных волно-
вых векторов в одной элементарной ячейке обратной решетки равно
числу ячеек в кристалле – N.

Объемы элементарных ячеек прямой и обратной решеток связа-
ны между собой соотношением

3(2π)
.b

а

V
V

                                        (1.30)

Поэтому формулу (1.29) можно записать в другой форме

3 3(2π) (2π)
δ ,b

k
a

V
V

N V N V
                              (1.31)

где V = NVa – объем кристалла.
Получается, что в k-пространстве разрешенные волновые векто-

ры расположены друг к другу тем плотнее, чем больше объем крис-
талла V.

Общие замечания к теореме Блоха

1. Мы показали, что стационарное уравнение Шредингера с пе-
риодическим потенциалом ( ) :V r



2
ΔΨ ( )Ψ εΨ

2
V r

m
  

                              (1.32)

имеет решение

Ψ ( ) ( )exp(i ),
nk nk

r u r k r  
  

где ( ) ( ),
nk nk

u r R u r R  
  

 – вектор решетки Браве кристалла.
Запишем нестационарное уравнение Шредингера

2 Ψ
ΔΨ ( )Ψ i ,

2
V r

m t


  


                            (1.33)
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решением которого будет

iΨ ( , ) ( )exp[i ε ( ) ].nnk nk
r t u r k r k t   

   
                    (1.34)

Каждый электрон описывается суперпозицией волновых функ-
ций (1.34), которые образуют волновой пакет:

iΨ( , ) ( ) ( )exp[i ε ( ) ].nnk
k

r t g k u r k r k t




     


    
               (1.35)

В формуле (1.35) коэффициенты ( )g k


 отличны от нуля только в ма-
лой окрестности Δk некоторого выделенного волнового вектора k


:

( ) 0,если .g k k k k    
  

Из квантовой механики известно, что когда волновой пакет лока-
лизован в k-пространстве в области с характерным размером поряд-
ка Δk, то он локализован и в обычном координатном пространстве в
области с размером

1~ .R
k




                                        (1.36)

Эта область движется как целое с групповой скоростью

ε ( )1 .n k
V

k










                                      (1.37)

Скорость (1.37) определяется градиентом закона дисперсии ε ( )n k


 в
точке с радиус-вектором k


, так как гармоники, составляющие па-

кет, имеют волновые векторы, близкие к вектору k


.
Мы получили интересный результат. Оказывается, в периодичес-

ком кристалле у электрона имеется стационарное состояние, нахо-
дясь в котором он движется с постоянной скоростью, не меняя своей
энергии. И мы не можем рассматривать столкновения электронов с
неподвижными ионами как механизм, определяющий изменение
скорости электрона, поскольку взаимодействие электрона с фикси-
рованной решеткой полностью учтено в уравнении (1.33), решени-
ем которого является (1.34). Такой результат несовместим с класси-
ческими представлениями, он является следствием волновой приро-
ды электронов.

В периодической решетке рассеивающих центров волна способ-
на распространяться без затухания благодаря интерференции рассе-
янных волн. Поскольку результирующая волна (1.35), сопоставлен-
ная электрону в кристалле, не затухает, проводимость идеального
кристалла должна быть бесконечной. Причиной электрического

    1.4. Уровни энергии электрона в периодическом потенциале. Теорема Блоха
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сопротивления реальных металлов являются либо дефекты крис-
таллической решетки, либо примеси, либо колебания ионов решет-
ки, которые нарушают периодичность потенциальной энергии элек-
трона.

2. Теорема Блоха вводит в теорию волновой вектор k


. Величину
k

  часто называют квазиимпульсом электрона. Для свободного элек-
трона квазиимпульс и импульс связаны: .p k


  Для электрона в кри-

сталле .p k

  Это ясно уже из следующих соображений. Наличие

связей ε ε ( ),n k p k 
 

  означало бы, что энергия и импульс электро-
на могут быть измерены одновременно, т. е. соответствующие этим
значениям операторы энергии H  и импульса p


 коммутируют:т:

[ , ] 0.H p 


 В свою очередь, условие [ , ] 0H p 


 означало бы, что им-
пульс электрона является интегралом движения. Последнее невоз-
можно, так как сохранение импульса связано с инвариантностью га-
мильтониана электрона H  относительно произвольных трансляций.
В присутствии неоднородного периодического потенциала гамиль-
тониан электрона H  не обладает полной трансляционной инвари-
антностью, хотя его инвариантность относительно дискретных транс-
ляций, отражающих симметрию кристаллической решетки, сохра-
няется. Мы пришли к противоречию потому, что наше исходное пред-
положение о связи p k


  неверно, для электрона в кристалле

p k

 .

Прямой проверкой убедимся, что для электрона в неоднородном
поле кристалла справедливо следующее: .p k


  Подействуем опе-

ратором импульса  ip   

  на блоховскую волновую функцию элек-

трона

 Ψ ( )exp i .
nk nk

u r k r  
 

В результате получим

   .Ψ Ψ i exp i Ψ
nk nk nk nk

p k k r u k       
   
  

Это и означает, что квазиимпульс электрона в кристалле не имеет
ничего общего с его импульсом: p k


 .

Чтобы понять смысл названия «квазиимпульс», следует рассмот-
реть реакцию блоховских электронов на внешнее электромагнитное
поле. Позднее мы вернёмся к этому вопросу.

3. Всегда возможно выбрать волновой вектор k


 функции Блохаа
так, чтобы он лежал внутри первой зоны Бриллюэна. Если волновой
вектор k


 не лежит в первой зоне Бриллюэна, то его можно предста-
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вить как сумму волнового вектора k


из первой зоны Бриллюэна и какого-
нибудь вектора обратной решетки :K



,k k K  
  

где 1 1 2 2 3 3.K b n b n b n  
  

В качестве примера рассмотрим
квадратную решетку. На рис. 1.11 век-
тор k


 лежит вне первой зоны Брил-

люэна. Ему можно сопоставить вектор k


 внутри первой зоны Брил-
люэна, если вычесть из k


 вектор K


обратной решетки. Волновойой

вектор точки А на границе зоны можно добавлением некоторого век-
тора K


перенести в точку А на противоположной границе той жее

зоны. Возникает вопрос: «Можно ли считать обе точки А и А при-
надлежащими первой зоне»? Ответ: «Мы считаем их идентичными
и рассматриваем только одну из них».

Пусть имеется блоховская функция с волновым вектором k


 вне
первой зоны Бриллюэна:

 Ψ ( ) ( )exp i .
nk nk

r u r k r
 

  
  

                           (1.38)

Заменим k


 на ( )k K
 

 и перепишем формулу (1.38) в следующем
виде:

       Ψ ( ) ( )exp i exp i exp i ( ) exp i ( ).
nk nk nk nk

r u r k r k r K r u r k r u r
  

       
 

   
         

(1.39)
Здесь введено обозначение  ( ) ( )exp i .

nk nk
u r u r K r


  

  

В силу соотношения 2πK R m 
 

 (m – целое число) функция

 exp i ,K r
 

 так же как и ( ),
nk

u r

  является периодической функцией в

решетке Браве, поэтому периодической будет и ( )
nk

u r :

( ) ( ).
nk nk

u r R u r  
 

Вместо исходной блоховской функции с волновым вектором k


получили эквивалентную функцию с волновым вектором k


 в пер-
вой зоне Бриллюэна:

 Ψ ( )exp i ,
nk nk

u r k r  
 

 ( ) ( ).
nk nk

u r R u r  
 

Рис. 1.11. Первая зона Бриллюэна для плоской
квадратной решетки
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4. Ответим на вопрос: «Почему номер зоны дискретен?»
Будем искать решение уравнения Шредингера (1.32) в форме

блоховской волны:

 Ψ ( ) ( )exp i .
nk

r u r k r 
  

Подставляя это выражение непосредственно в уравнение (1.32), на-
ходим, что функция ( )u r


 является решением задачи на собственные

значения:

 2
2( i ) ( ) ( ) ε ( )

2 kk
Н u k V r u r u r

m
      
  


   

             (1.40)

с граничным условием

( ) ( ).u r R u r 
 

Оператор 
k

H   в (1.40) – эрмитов:   .
k k

Н Н

   Верхний индекс ’’+’’’

указывает на операцию эрмитова сопряжения.
Благодаря периодическому граничному условию, уравнение (1.40)

можно решать в пределах одной элементарной ячейки прямой ре-
шетки. Таким образом, мы имеем задачу на собственные значения
для фиксированного конечного объема. Любые такие задачи имеют
дискретный спектр. Это и объясняет происхождение индекса n у
функции ε ( )n k


(n = 1, 2, ...).

Поскольку оператор 
k

H   эрмитов, его собственные значения
ε ε ( )n k


 вещественны.

В задачу на собственные значения (1.40) волновой вектор k


 вхо-
дит лишь в качестве параметра, поэтому можно предположить, что
функция ε ( )n k


 зависит непрерывно от k


. То обстоятельство, что в

силу граничных условий Борна – Кармана волновой вектор k


 может
принимать лишь дискретные значения, не имеет отношения к не-
прерывности ε ( )n k


 как функции от переменной k


. Формулировкаа

задачи на собственные значения (1.40) не зависит от размеров крис-
талла. От них зависит лишь плотность разрешенных волновых век-

торов 
3

1

i
i

i i

m
k b

N

 
 

 в обратном пространстве. Задача (1.40) имеет смысл

при любых размерах кристалла, а значит, при любых k


.
5. Поскольку векторы k


 и ( )k K
 

 физически эквивалентны, энер-
гия ε ( )n k


 должна быть периодической функцией в обратном про-

странстве:

ε ( ) ε ( )n nk K k 
 

с периодами основных трансляций 1 2 3, , .b b b
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Таким образом, приходим к описанию энергетических уровней
электрона посредством семейства непрерывных функций ε ( )n k


,

каждая из которых имеет периодичность обратной решетки. Эти фун-
кции определяют зонную структуру твердого тела.

Каждая из функций ε ( )n k


 периодична и непрерывна по k


. Сле-
довательно, у нее есть верхняя и нижняя грани, а поэтому все уров-
ни энергии ε ( )n k


 при заданномм n лежат в зоне энергии, расположен-

ной между этими двумя пределами. Зоны с разными значениями n
могут быть разделены энергетическими щелями, но могут и пере-
крываться.

6. Блоховская функция

 Ψ ( ) ( )exp i
nk nk

r u r k r  
  

является решением уравнения Шредингера:

  2
Ψ ε ( )Ψ , ( ).

2nnk nk
H k H V r

m
     
                    (1.41)

Поскольку собственные значения εn вещественны: ε εn n
   и веще-

ствен оператор   : ,H H H  из (1.41) имеем

 * *Ψ ε ( )Ψ .nnk nk
H k 



Здесь и далее символом ’’*’’ обозначена операция комплексного со-
пряжения. Блоховская функция Ψ

nk
  определяет волновой вектор k


:

 Ψ ( ) ( )exp i .
nk nk

r u r k r  
  

Возьмем от этой функции комплексное сопряжение

 * *Ψ exp i .
nk nk

u k r   
 

Мы видим, что волновой функции Ψ
nk

   соответствует волновой век-
тор (– k


). Поэтому справедлива цепочка равенств

Ψ ε ( )Ψ ε ( )Ψ ,n nnk nk nk
H k k      

 

и, следовательно, собственные значения оператора энергии электро-
на инвариантны относительно замены k


 – k


:

ε ( ) ε ( ).n nk k 
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7. Как правило, кристаллические решетки обладают значитель-
ной симметрией. Для симметричных решеток экстремумы функций
ε ( )n k


 находятся либо на границах зоны Бриллюэна, либо в ее цент-
ре. В этом мы убедимся на конкретных примерах.

Поверхность Ферми

Основное состояние системы блоховских электронов в кристал-
ле строится с учетом двух принципов:

1) принципа минимальной энергии (электроны заполняют разре-
шенные энергетические уровни последовательно начиная с нижне-
го уровня);

2) принципа Паули.
Одноэлектронные уровни энергии ε ( )n k


 зависят от двух кванто-

вых чисел n и k


 и удовлетворяют условию ε ( ) ε ( ).n nk k K 
  

 Волно-
вые векторы, отличающиеся на вектор обратной решетки, физичес-
ки эквивалентны и отвечают одному и тому же значению энергии.
Поэтому, если мы хотим учесть каждый уровень энергии только
один раз, то значения k


 должны быть ограничены первой зоной

Бриллюэна.
На один уровень энергии ε ( )n k


, в соответствии с принципомм

Паули, нельзя поместить более двух электронов. При наличии двух
электронов на уровне энергии с квантовыми числами n, -спиныk



электронов должны быть противоположны, тогда это будут разные
квантовые состояния.

После распределения по уровням энергии имеющихся электро-
нов, в соответствии с указанными принципами, могут получиться
конфигурации двух типов.

I. Некоторые зоны могут оказаться полностью заполненными
электронами, а все остальные – пустыми (рис. 1.12). Разность энер-
гий εg между «вершиной» самой верхней занятой зоны и «дном» са-
мой нижней пустой зоны называется запрещенной зоной, или энер-
гетической щелью.

Твердое тело, у которого εg >> kБТ, является диэлектриком.
Если же εg ~ kБТ, то это собственный полупроводник.

Число уровней в зоне совпадает с числом разрешенных волно-
вых векторов, которое равно числу элементарных ячеек в кристалле – N.
На каждый уровень приходится два электрона. Следовательно, мак-
симальное число энергетических состояний в каждой зоне равно 2N.
Чтобы получить полупроводник или диэлектрик, необходимо, что-
бы число электронов в расчете на одну элементарную ячейку было
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четным. В противном случае не
все квантово-механические со-
стояния в самой верхней из зон
будут заполнены электронами.
Это необходимое условие для
формирования полупроводни-
ков и диэлектриков, однако оно
не является достаточным, так
как зоны могут перекрываться.

II. Некоторые зоны могут оказаться заполненными частично
(рис. 1.13). Такие кристаллические тела являются металлами.

Если в кристалле число валентных электронов на элементарную
ячейку чётное, то необходимо отдельно рассматривать случаи пере-
крывающихся и неперекрывающихся энергетических зон. Если зоны
перекрываются, то вместо одной заполненной зоны, характерной для
диэлектрика, мы можем иметь две или более частично заполненные
зоны, приводящие к тому, что кристалл обнаруживает свойства ме-
талла.

Энергия самого верхнего заполненного уровня называется энер-
гией Ферми εF.

В трехмерных кристаллах энергия Фер-
ми может лежать в областях нескольких зон.
В k-пространстве каждой частично заполненной
зоне соответствует поверхность, отделяющая не-
заполненные состояния от заполненных. Такую
поверхность называют поверхностью Ферми.
Аналитически Ферми-поверхность определяет-
ся уравнением

Fε ( ) ε .n k 


                         (1.42)

Ферми-поверхность не обязательно одно-
связна, она может существовать в форме отдель-
ных участков, имеющих разные значения индек-

Рис. 1.12. Распределение по уровням
энергии имеющихся электронов. Есть
только полностью заполненные элек-
тронами зоны и пустые зоны. Элек-
троны обозначены жирными точками

Рис. 1.13. Распределение электронов по уровням энергии.
Имеются частично заполненные электронами зоны

    1.4. Уровни энергии электрона в периодическом потенциале. Теорема Блоха
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са n в формуле (1.42). При этом число разных участков с различны-
ми n, лежащих в разных частично заполненных зонах, всегда неве-
лико.

Большинство электронных свойств металлов определяется имен-
но формой поверхности Ферми, поскольку электрический ток воз-
никает при изменении числа занятых электронами состояний вбли-
зи нее.

Поскольку ε ( )n k


 – периодическая функция в обратном простран-
стве, решение уравнения (1.42), определяющее поверхность Ферми,
обладает тем же свойством: поверхность Ферми в k-пространстве
периодична с периодами 1 2 3, , .b b b

  

Геометрически поверхность Ферми можно изображать по-разно-
му. Если нарисовать ее при всех допустимых векторах ,k


 получится

периодическая поверхность. Это один из способов, который называ-
ется способом повторяющихся зон. Можно ограничиться изображе-
нием периодической Ферми-поверхности в пределах первой зоны
Бриллюэна. В этом случае каждый физически различный уровень
энергии электрона будет представлен всего одной точкой на поверх-
ности Ферми, ни один из уровней не будет утерян или учтен дваж-
ды. Такое изображение поверхности Ферми характерно для так на-
зываемой схемы приведенных зон.

Ситуация аналогична тому, как изображать периодическую функ-
цию, например sin x, на всей числовой оси (схема повторяющихся
зон), или же в пределах одного из периодов (схема приведённых зон).
Далее мы еще вернемся к этому вопросу.

1.5. ЭЛЕКТРОНЫ В СЛАБОМ ПЕРИОДИЧЕСКОМ ПОЛЕ

Рассмотрим задачу о движении отдельного электрона в кристал-
ле при наличии слабого периодического потенциала. В этом случае
движение электрона является почти свободным, и с помощью тео-
рии возмущений можно получить полное представление об энерге-
тическом спектре электронов и деталях поверхности Ферми.

Модель почти свободных электронов хороша для металлов из
I–IV групп таблицы Менделеева, у которых имеются валентные s- и
p-электроны, а внутренние оболочки атомов металла полностью за-
полнены электронами. Эта модель позволяет качественно ответить
почти на все вопросы, касающиеся поведения электронов в металле.

Металлическое состояние представляет собой одно из важней-
ших состояний вещества. Химические элементы явно предпочита-
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ют металлическое состояние: более 2/3 из них – металлы. Поэтому,
хотя модель почти свободных электронов более применима к метал-
лам, чем к полупроводникам, ее значение трудно переоценить.

Прежде чем приступить к изложению основного материала, сде-
лаем небольшое математическое отступление.

Разложение периодических функций по плоским волнам
в случае нескольких измерений

Плоские волны образуют полный набор функций, по которым
может быть разложена любая функция, обладающая свойством пе-
риодичности. В одномерном пространстве, когда функция f (x) обла-
дает свойством периодичности

f (x)=f (x+L),

ее можно представить в виде ряда Фурье

 ( ) exp i ,K

K

f x f Kx

где K = 2πn/L, n – целое число:

 
0

1 exp i ( )d .
L

Kf Kx f x x
L

 
В трехмерном случае ситуация аналогична. Если функция ( )f r



имеет периодичность решетки Браве:

( ) ( ),f r R f r 
 

где векторы 1 1 2 2 3 3R n a n a n a  
   

 определяют точки решетки Браве,
ее можно записать в форме разложения

( ) exp ,i
K

K

f r f K r 
 
 

  


  
                             (1.43)

где 1 1 2 2 3 3K b m b m b m  
  

 ( 1 2 3, ,b b b
  

 – векторы трансляций обратной
решетки),

 31 d exp i ( ).
K

a Va

f r K r f r
V

 
  

                       (1.44)

Интегрирование в (1.44) ведется по объему Va любой элементарной
ячейки прямой решетки. Выбор ячейки несуществен, поскольку по-

1.5. Электроны в слабом периодическом поле
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дынтегральное выражение в (1.44) периодично. Интеграл от перио-
дической функции по элементарной ячейке не зависит от выбора
ячейки. В самом деле, любую примитивную ячейку можно разло-
жить на части и, перенося их на векторы трансляций решетки Браве,
получить любую другую примитивную ячейку, а периодическая фун-
кция  exp i ( )K r f r

  
 при таких трансляциях не меняется.

Докажем полезное тождество:

3
.,

1 d exp i( ) δK K
a

Va

r K K r
V 

      
  

                      (1.45)

Подынтегральная функция в (1.45) имеет периодичность ре-
шетки Браве. Поэтому интеграл не изменится, если сдвинуть об-
ласть интегрирования на произвольный вектор .d


 Интеграл отт

exp i( )K K r   

  
 по смешанной ячейке aV   можно записать как ин-

теграл по исходной ячейке Va от exp i( ) ( ) :K K r d    

  

3 3d exp i( ) d exp[i( ) ( )].

a a

r K K r r K K r d

V V

         

      

      (1.46)

Поскольку результат не зависит от выбора ячейки, в формуле (1.46)
можно заменить aV   на Va и переписать ее в виде равенстваа

  3exp i( ) 1 d exp i( ) 0,
Va

K K d r K K r            

    

которое должно выполняться при любых .d


 Однако для K K
 

 пос-с-
леднее возможно лишь при условии

3d exp i( ) 0.

aV

r K K r     

  
                          (1.47)

Мы доказали справедливость тождества (1.45) для K K
 

. При ус-

ловии K K
 

 оно также является верным, так как 31 d 1.
Va a

r
V




С помощью тождества (1.45) легко убедиться в справедливости
представления (1.44) для коэффициентов 

K
f   в разложении (1.43).

Для этого равенство (1.43) следует умножить на  exp iK r 
 

 и про-
интегрировать результат по r


 в пределах элементарной ячейки Va.
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Теория возмущений в случае слабого периодического
потенциала

1. Поскольку в уравнении Шредингера для электрона в крис-
талле

2
Ψ ( )Ψ εΨ,

2
U r

m
   

                              (1.48)

потенциальная энергия имеет периодичность решетки Браве:
( ) ( ),U r R U r 
 

 представим ее в форме разложения в ряд Фурье

 ( ) exp i ,
K

K

U r U K r  
 

                             (1.49)

где K


 – вектор обратной решетки. Фурье-коэффициенты 
K

U   связа-
ны с ( )U r


 соотношением

 31 d exp i ( ).
K

a
Va

U r K r U r
V

  
  

                      (1.50)

В формуле (1.50) интегрирование производится по элементарной
ячейке Va решетки Браве кристалла.

2. Поскольку всегда можно изменить потенциальную энергию
на аддитивную постоянную величину, выберем эту величину так,
чтобы среднее значение U0 потенциала, взятое по одной элементар-
ной ячейке, обращалось в нуль:

3

0
1 d ( ) 0.

K
Va a

U r U r
V

 
 

                           (1.51)

3. Потенциальная энергия – вещественная функция, поэтому спра-
ведливо равенство

.
K K

U U 


                                        (1.52)

4. Когда кристалл обладает центральной симметрией, при над-
лежащем выборе системы координат имеем ( ) ( ).U r U r 

 
 Тогда из

(1.50) и (1.52) следует цепочка равенств:

.
K K K

U U U 


                                       (1.53)

Таким образом, для кристаллов с центром инверсии 
K

U   – дей-
ствительная величина. Заметим, что одномерная решетка всегда име-
ет центр инверсии (рис. 1.14).

1.5. Электроны в слабом периодическом поле



42 Глава 1. Электроны и дырки в металлах и полупроводниках

Пусть образец имеет форму парал-
лелепипеда (рис. 1.15), построенного

на векторах .i i iL N a
 

 Здесь i = 1, 2, 3 (по дважды повторяющемуся
индексу i нет суммирования), Ni – положительные целые числа, ко-
торые определяют длины сторон параллелепипеда.

При ( ) 0U r 


 и периодических условиях Борна – Кармана

Ψ( ) Ψ( )ir L r 
 

                                   (1.54)

решение уравнения Шредингера (1.48) тривиально:

 
2 21Ψ exp i , ε ( ) .
2nk

kk r k
mV

  

  

Здесь 1 2 3V L L L    

  
 – объем кристалла, допустимые значения вол-

нового вектора имеют вид
3

1

,i
i

i i

m
k b

N

 
 

                                      (1.55)

где mi – произвольные целые числа. При больших размерах образца
(при больших Ni) волновые векторы (1.55) плотно заполняют все
k-пространство.

Наша цель – рассчитать по теории возмущений, как изменяются
волновые функции и уровни энергии электрона при наличии слабого
периодического поля ( ) 0.U r 


 Расчеты и окончательные результаты

близки для трехмерного и одномерного кристаллов. Конечно, одно-
мерный случай во многих отношениях нетипичен, он отличается от
двухмерного и трехмерного. Например, в нем нельзя ввести поверх-
ность Ферми, в нем не бывает перекрытия зон. Однако в данной зада-
че он делает более наглядными сложные геометрические понятия. По-
этому все расчёты и рисунки приведем для одномерного кристалла, а
затем вернемся к трехмерной задаче и
прокомментируем реальную ситуацию.

Одномерный кристалл – это цепоч-
ка из N атомов длиной L = Na, где а –
расстояние между соседними атомами
(см. рис. 1.14).

Рис. 1.14. Цепочка из N-атомов – одномерный
кристалл

Рис. 1.15. Кристалл в форме параллелепипеда
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Нормированная волновая функция
Ψk и уровни энергии свободного элект-
рона ε0(k) в одномерном кристалле име-
ют вид

 1Ψ ( ) exp i ,k x kx
L

       (1.56)

2 2

0
2πε ( ) , .

2 s
k sk k k
m N a

  

Функция (1.56) удовлетворяет граничному условию Борна – Карма-
на Ψ(x + L) = Ψ(x), если s – произвольное целое число.

Энергия свободной частицы как функция волнового числа имеет
вид параболы (рис. 1.16). Точки на параболе соответствуют допус-
тимым значениям энергии электрона.

При больших N расстояния Δk между соседними точками вдоль

оси k уменьшаются, причем 2π 0k
Na

    при N . Поэтому, го-
воря об энергии электрона, мы часто будем рисовать непрерывные
кривые, игнорируя тот факт, что в действительности речь идет о на-
борах близко расположенных дискретных точек, которые лежат на
этих кривых.

Условие периодичности для одномерного кристалла имеет про-
стой вид:

U(x + na) = U(x),

где n – произвольное целое число.

Волновые векторы обратной решетки 2π ,s
sK K

a
   где s – це-

лые числа.
Разложение потенциала U(x) в ряд Фурье запишем в форме, ко-

торая облегчит дальнейший переход от одномерного случая к трех-
мерному:

   2π( ) exp i exp i ,K KnK n

U x U Kx U nx
a

  

 
0

1 d exp i ( ).
a

KU x Kx U x
a

 

Для вычисления поправок к энергии ε0(k) свободного электрона,
обусловленных периодическим потенциалом U(x), используем кван-

1.5. Электроны в слабом периодическом поле

Рис. 1.16. Энергия свободного электрона
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тово-механическую теорию возмущений для стационарного уравне-
ния Шредингера:

22

2
d Ψ ( )Ψ εΨ.

2 d
U x

m x
  

Рассматривая слабый потенциал U(x) как возмущение, по тео-
рии возмущений имеем




2

0
, 0 0

Ψ Ψ
ε( ) ε ( ) Ψ Ψ ,

ε ( ) ε ( )

k k

k k
k k k

U
k k U

k k



 

 
        

         (1.57)

где Ψk – векторы состояния свободного электрона.

Вычислим матричные элементы Ψ Ψk kU    для одномерногоо

кристалла ( , ) :s sk k k k  

 *

0 0

2πi 2πi1Ψ Ψ d Ψ ( )Ψ d exp ( ) expnss K

L Na L Na

k k k k
n

x nU x U x x s s U x
L Na a

 


     
  

0

2πi1 d exp ( ) .
L Na

Knn

xx s s nN U
L Na

        
             (1.58)

Задача свелась к вычислению интеграла

0

0, если 02πi1 d exp ( )
1, если 0.

L Na s s nNxx s s nN
L Na s s nN

              

Поскольку условие s – s + nN = 0 эквивалентно равенству s sk k  
0,nK   запишем окончательный результат в форме

( ), .Ψ Ψ δ
K

k k k k K KU U                               (1.59)

Подобный результат справедлив и в трехмерном случае. Пере-
ход к трехмерному кристаллу соответствует формальной замене:

, ,k k k k K K   
  

 в соотношении (1.59).
Матричный элемент 0Ψ Ψ 0,k kU U     в силу выбора начала

отсчета потенциальной энергии кристалла (1.51), поэтому первая
отличная от нуля поправка к энергии свободного электрона, обус-
ловленная периодичностью потенциальной энергии, имеет вид

2 2

, 00 0 0 0

Ψ Ψ
.

ε ( ) ε ( ) ε ( ) ε ( )
k k K

k k k K

U U
k k k k K
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В итоге энергия электрона в периодическом кристалле

2

0
0 0 0

ε( ) ε ( ) .
ε ( ) ε ( )

K

K

U
k k

k k K
  

 
                     (1.60)

Теория возмущений имеет право на существование, когда каж-
дая последующая поправка получается меньше предыдущей. В дан-
ном случае это требование не выполняется в окрестности точки k =
= K/2, так как ε0(K/2) = ε0(–K/2) и знаменатель во втором слагаемом в
формуле (1.60) при k  K/2 становится малым. Для таких значений k
теория возмущений неприменима и нуждается в модификации.

В трехмерном случае вычисления и результат аналогичны одно-
мерному:

2

0
0 0 0

ε( ) ε ( ) .
ε ( ) ε ( )

K

K

U
k k

k k K

  
 






  

Теория возмущений неприменима для тех значений волнового век-
тора, при которых

0 0ε ( ) ε ( ).k k K 
 

                                 (1.61)

Отличие от одномерного случая только в том, что в трехмерном
случае k


 – это не число, а вектор, и потому условие (1.61) дает

ограничение не только на величину, но и на направление волново-
го вектора.

Чтобы проанализировать условие (1.61), распишем его в явном
виде:

2 2 2
2
.( )

2 2
k k K
m m

 
  
 

Отсюда следуют два равенства:

,k k K 
  

                                    (1.62а)

2
.

2
Kk K 

 
                                     (1.62б)

Из аналитической геометрии известно, что при фиксированном
K


 уравнению (1.62б) отвечает плоскость в k-пространстве, перпен-
дикулярная вектору K


. Если волновой вектор k


 электрона отложить

от начальной точки O в k-пространстве, то его конец будет лежать на
этой плоскости. Из (1.62а) следует, что указанная плоскость не толь-
ко ортогональна вектору K


, но и делит его точно пополам, если век-

1.5. Электроны в слабом периодическом поле
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тор K


 отложить от начальной точки О в k-пространстве. В справед-
ливости последнего утверждения легко убедиться, используя теоре-
му о равенстве прямоугольных треугольников по катету и гипотену-
зе (рис. 1.17).

Напомним, что K


 – это вектор обратной решетки кристалла. Если
из множества параллельных друг другу векторов обратной решетки
взять вектор минимальной длины, то плоскость, проходящая через
середину вектора K


, будет границей первой зоны Бриллюэна. Та-

ким образом, теория возмущений будет неприменимой, например,
вблизи границ зоны Бриллюэна.

Внутри первой зоны Бриллюэна    0 0ε ε 2 ,k k K 
  

 поэтому
рассмотренная теория возмущений справедлива, и уровни энергии
электрона в слабом потенциале мало отличаются от уровней энер-
гии свободного электрона. Это одна из причин, по которым первая
зона Бриллюэна является наиболее удобной элементарной ячейкой
в обратном пространстве для определения волнового вектора элект-
рона.

При произвольных длинах векторов K


 в обратном простран-
стве, кроме границ первой зоны Бриллюэна, будут и другие плос-
кости типа

2 2,k K K 
 

                                     (1.63)

на которых также неприменима изложенная теория возмущений.
Попытаемся выяснить физический смысл условия (1.63).

Напомним, что волновой вектор электрона связан с длиной вол-
ны де Бройля, сопоставленной электрону: 2π λk 


. Пусть minK


 –

Рис. 1.17. Геометрические соотношения для плоскости (1.62) в k-пространстве

Плоскость
в -пространствеk
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вектор наименьшей длины, параллельный
вектору K


, тогда minK n K

 
 где n – на-

туральное число. Ранее показано, что

min 2π/ ,K d


 где d – расстояние между
последовательными атомными плоскостя-
ми прямой решетки, ортогональными век-
тору K


. Отсюда следует, что 2πK n d


. Обозначим (π/2 – θ) – уголол

между векторами k


 и K


. Преобразуем условие (1.63) с учетом сде-
ланных замечаний:

  2π 2π 2π1cos θ 2 sinθ 2 sin θ λ.
2 λ 2

k K K n d n
d

     
  

Условие неприменимости теории возмущений оказалось в точ-
ности эквивалентным формуле Вульфа – Брэггов:

2 sinθ λ,d n                                      (1.64)

которая определяет условия дифракции пучка рентгеновских лучей
в кристалле (рис. 1.18).

Формула (1.64) – это условие максимума для интерференции
рентгеновских лучей N1 и N2 (см. рис. 1.18). Разность их хода равна
2d sin θ. В рентгеновской кристаллографии угол падения принято
отсчитывать от плоскости отражения, а не от нормали к этой плос-
кости (как в оптике). Поэтому мы и ввели угол (π/2 – θ) между векто-
ром ,k


 определяющим направление падающего пучка электронов, и

вектором K


, направленным по нормали к атомным плоскостям, ко-
торые являются плоскостями отражения.

Возможность наблюдения дифракции электронов в кристаллах
по тем же законам, что и для рентгеновских лучей, была проверена в
экспериментах Дэвисона и Джермера (1921–1923 гг.).

Общие выводы.

1. Рассмотренный вариант теории возмущений справедлив
только для волновых векторов электрона, лежащих внутри пер-
вой зоны Бриллюэна. При волновых векторах, лежащих на грани-
цах зоны Бриллюэна, происходит когерентное отражение от атом-

Рис. 1.18. Брэгговское отражение рентгеновских
лучей от семейства атомных плоскостей, отстоящих

на расстояние d

1.5. Электроны в слабом периодическом поле
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ных плоскостей комплексной волны, сопоставленной движению
электрона.

В общем случае, теория возмущений неприменима, когда выпол-
няется условие Вульфа – Брэггов. При выполнении этого условия
электрон, движущийся в решетке, интенсивно отражается кристал-
лическими плоскостями, и его волновая функция подвергается зна-
чительным изменениям.

2. В окрестности брэгговских плоскостей, определяемых усло-
вием 2 2,k K K 

  
 электрон имеет два близких значения энергии.

Именно это обстоятельство делает непригодной традиционную тео-
рию возмущений. Следовательно, чтобы описать поведение элект-
рона при таких волновых векторах, необходим другой вариант тео-
рии возмущений (теории возмущений при наличии вырождения).

Мы выяснили, что существуют «опасные» плоскости в обратном
пространстве, вблизи которых энергия электрона сильно изменяет-
ся. Нас интересует, как выглядят энергия электрона в случае, когда
волновой вектор электрона лежит вблизи таких плоскостей.

Для выяснения этого вопроса будем искать решение уравнения
Шредингера (1.48) в виде комбинации двух волновых функций с
близкими энергиями ε(k)  ε(k – K):

Ψ = A1Ψk + A2Ψk–K ,                                 (1.65)

где A1, A2 – некоторые постоянные. Подставив (1.65) в уравнение
Шредингера

22

2
d ( ) Ψ εΨ,

2 d
U x

m x

     


получим

1 0 2 0 1 2[ε ( ) ε]Ψ [ε ( ) ε]Ψ [ Ψ Ψ ] 0.k k K k k KA k A k K U A A         (1.66)

Умножая уравнение (1.66) последовательно на * *Ψ иΨ ,k k K  интег-
рируя по x в пределах 0  x  L = Na, используя условие ортогональ-
ности и нормировки волновых функций, а также матричные элемен-
ты оператора U(x), которые мы вычисляли ранее, получаем линей-
ную однородную систему, которая определяет коэффициенты A1, A2:

1 0 2

1 2 0

(ε ( ) ε) 0,

[ε ( ) ε] 0.

K

K

A k U A

U A A k K

  


   
                        (1.67)

Условие равенства нулю детерминанта системы (условие существо-
вания нетривиального решения) дает квадратное уравнение для вы-
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числения собственных значений энергии электрона вблизи брэггов-
ских плоскостей:

   2 2

0 0 0 0
1ε( )= ε ( ) ε ( ) ε ( ) ε ( ) / 4 .
2 Kk k k K k k K U         (1.68)

Оно принимает особенно простой вид для волновых векторов элект-
рона, лежащих непосредственно на брэгговской плоскости:

0( / 2)= ( / 2) .KK K U                               (1.69)

Мы видим, что формула (1.68) вполне корректна, так как при k = K/2
не содержит никаких особенностей. Модифицированная нами тео-
рия возмущений применима при условии, если |UK| << ε0(K/2).

Согласно (1.69), на брэгговской плоскости одно из возможных
значений энергии квазичастицы будет больше, а другое меньше энер-
гии свободного электрона. Выбор нужного решения определяется
тем, что вдали от «опасных» плоскостей энергия электрона должна
быть близка к ε0(k). Из соображений квазинепрерывности функции
ε(k) вблизи значения k = K/2, для поправки нужно брать знак «ми-
нус» при k < K/2 и знак «плюс» при k > K/2. В итоге на «опасных»
плоскостях происходит скачок энергии электрона, образуется щель
при любом сколь угодно малом потенциале.

В трехмерном кристалле получается точно такое же выраже-
ние для энергии электрона (1.68), только нужно заменить волновое
число k на волновой вектор k


, число K – на вектор обратной ре-

шетки K


.
Чтобы упростить вычисления для трехмерного кристалла, выбе-

рем в обратном пространстве систему координат так, чтобы проек-
ция волнового вектора электрона zk


 была направлена вдоль вектора

K


, и введем новую переменную:

kn = kz – K/2.

Запишем выражения для энергии свободного электрона в трехмер-
ном кристалле в форме, удобной для дальнейшего анализа:

2
2 2 2

0ε ( ) 4 ,
2 n nk k k K Kk
m 
     




2 2 2 2
0( ) 4 ,

2 n nk K k k K Kk
m 
       

 


где k


 – проекция волнового вектора электрона на плоскость с

нормалью K


.

1.5. Электроны в слабом периодическом поле
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Проводя преобразования формулы (1.68), получаем выражение для
энергии электрона вблизи брэгговской плоскости:

   
222 2 22 2ε( ) .

2 2 2n n K
Kk k k Kk U

m m

 
      



 

Нетрудно видеть, что 
0

ε 0,

n

n k
k



 


 т. е. у функции ε( )k


 есть экст-

ремумы на границах зоны Бриллюэна.
Вычислим вторую производную функции ε( )k


 в точке экстре-

мума:

 
   2 2 2 20 0

2

0

2ε 2 2ε 2ε 0.
K Kn kn

K K

m m mU Uk


     
  

 

  

Учли, что  0ε 2 .
K

U K


Следовательно, квазинепрерывная функция ε( )k


 вдоль направ-
лений, перпендикулярных к границам зоны Бриллюэна, имеет либо
локальные максимумы, либо локальные минимумы на самих грани-
цах (рис. 1.19).

Поскольку скорость электрона 1 ε ,V
k







 то же самое можно ска-

зать иначе: компонента скорости электрона, перпендикулярная к гра-
нице зоны Бриллюэна, обращается в нуль на самой границе.

Вернемся к одномерной модели. На рис. 1.20 приведен график
функции ε(k) при учете изменений энергии электрона на всех брэг-
говских плоскостях. Этот способ представления уровней энергии
электрона называют схемой расширенных зон. В такой схеме наибо-
лее наглядна связь энергетического спектра электрона в кристалле и
спектра свободного электрона (ср. рис. 1.16 и 1.20).

Замечание. На рис. 1.22 изображена лишь одна парабола, хотя
ε(k) периодическая функция с перио-
дом 2π/а. Остальные параболы совме-
щаются с нарисованной путем транс-
ляций вдоль оси k на 2πn/а (n – целое
число) и поэтому эквивалентны нари-
сованной.

Рис. 1.19. Пересечение поверхности ε( )k


 = const
плоскостью kn = 0 в k-пространстве
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Если предпочтительнее
задавать уровни энергии
электрона посредством вол-
новых чисел k из первой
зоны Бриллюэна, можно пе-
ренести кусочки кривых на
рис. 1.20 в первую зону, про-
делав смещения на векторы обратной решетки. При этом мы перечис-
лим все допустимые уровни энергии и ни один из них не учтем дваж-
ды. Для двух нижних зон результат показан на рис. 1.21. Это представ-
ление спектра энергии электрона называют схемой приведенных зон.

Отметим, что появление экстремумов в центре зоны Бриллюэна
на рис. 1.21 связано с симметрией одномерной решетки: U(x) = U(–x)
(одномерный кристалл, образованный атомами одного сорта, всегда
имеет центр инверсии).

Можно подчеркнуть периодичность энергии электрона в k-про-
странстве, продолжив периодически рис. 1.21 на все k-пространство.
В результате получается рис.1.22, из которого хорошо видно, что
всякий уровень с заданным k может быть описан также и другими
волновыми векторами, отличающимися от k на любой из векторов
обратной решетки. Такое представление энергии электрона в крис-
талле называют схемой повторяющихся зон.

Схема повторяющихся зон является наиболее общим представ-
лением, но такое описание, в отличие от схемы приведенных зон,
избыточно. Каждый уровень энергии показан на рис. 1.22 много раз
для всех физически эквивалентных волновых векторов: ε(k) = ε(k +
+ 2πn/a), где n – целое число.

Мы показали, что слабый периодический потенциал оказывает
главное воздействие лишь на те
уровни свободных электронов, вол-
новые векторы которых лежат вбли-
зи брэгговских плоскостей. Перио-
дический потенциал приводит к по-
явлению энергетических щелей в
спектре электрона.

Рис. 1.20. Спектр энергии элект-
рона в одномерном кристалле в

схеме расширенных зон

Рис. 1.21. Изображение уровней энергии
электрона в схеме приведенных зон

1.5. Электроны в слабом периодическом поле
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Рис. 1.22. Изображение допустимых значений энергии элект-
рона в кристалле в схеме повторяющихся зон

Рис. 1.24. Плотности вероятности обнаружения электрона в
кристалле при выполнении условия Вульфа – Брэггов:
2

вΨ  – сплошная кривая, 
2

нΨ  – штриховая линия; жирные точки – центрыры
ионных остовов

Рис. 1.23. Изменение потенциальной энергии электрона в од-
номерном кристалле.

Жирные точки – центры ионных остовов
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Чтобы проанализировать вид волновой функции электрона вблизи
брэгговских плоскостей

Ψ = А1Ψk + A2Ψk–K,                              (1.70)

вернемся к алгебраической системе (1.67), определяющей коэффи-
циенты А1, А2. Ввиду линейной зависимости уравнений достаточно
взять одно из них, например,

1 0 2(ε ( ) ε) 0.KA k U A                                (1.71)

При k = K/2 имеем ε = ε0(K/2) ± |UK|, поэтому из (1.71) находим

1 2.
K

K

U
A A

U
 





В такой форме записи результат справедлив и для трехмерного кри-
сталла.

Для кристаллов с центром инверсии Фурье-компонента потен-
циала 

K
U   вещественна, поэтому

1 2sign .
K

A U A                                     (1.72)

В то же время следует помнить, что одномерный кристалл в отличие
от трехмерного всегда имеет центр инверсии. Поэтому в одномер-
ном случае всегда справедлива формула (1.72).

Для одномерной модели изменение потенциальной энергии элек-
трона в поле ионных остовов представлено на рис. 1.23. Вблизи ион-
ных остовов потенциальная энергия должна быть отрицательной, так
как сводится к кулоновской энергии взаимодействия электрических
зарядов противоположного знака. Вне ионных остовов электрон ве-
дет себя как свободный, поэтому потенциальная энергия U  0.

Полагая в формуле (1.72) UK < 0, находим 1 2.A A   В результате
из соотношения (1.70) получим две волновые функции, одна из ко-
торых соответствует верхнему краю энергетической щели, а другая –
нижнему:

 
22

0в
1Ψ ~ sin дляε = ε ,
2 2 K

KKx U

 
22

н 0
1Ψ ~ cos дляε = ε .
2 2 K

KKx U

В одномерной решетке K/2 = /а.

1.5. Электроны в слабом периодическом поле
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Общие выводы.

1. Когда выполняются условия Вульфа – Брэггов, сопоставлен-
ные электрону бегущие волны де Бройля не могут распространяться
по решетке. В результате их отражения от брэгговских плоскостей и
последующей интерференции в кристалле образуются стоячие вол-
ны де Бройля.

2. Напомним, что квадрат волновой функции определяет плот-
ность вероятности обнаружения электрона в координатном простран-
стве. Квадрат волновой функции 

2

нΨ  имеет пучности в местах рас-
положения ионов. Вблизи ионов вероятность обнаружения электро-
на выше. Это обстоятельство понижает кулоновскую энергию вза-
имодействия электрона с ионами, а значит, и полную энергию элек-
трона в кристалле. Функция 

2

вΨ , напротив, имеет пучности в обла-
стях, удаленных от ионных остовов, и узлы в местах расположения
ионов (рис. 1.24). В результате состояние, которое описывается та-
кой функцией, соответствует большей энергии электрона.

Описанная схема – ключ к пониманию происхождения энергети-
ческих щелей в спектре энергии электрона в кристалле.

1.6. ЭНЕРГИЯ ФЕРМИ, ПОВЕРХНОСТЬ ФЕРМИ,
ТЕМПЕРАТУРА ФЕРМИ, ТЕПЛОВОЙ СЛОЙ ФЕРМИ

ДЛЯ ГАЗА СВОБОДНЫХ ЭЛЕКТРОНОВ

Для введения ряда новых терминов и упрощения последую-
щих геометрических построений полезно на время пренебречь пе-
риодичностью потенциальной энергии электрона в кристалле и
рассмотреть формальную задачу о газе невзаимодействующих ква-
зичастиц, сопоставленных электронам: газ свободных фермионов
в ящике с периодическими граничными условиями Борна – Кар-
мана.

Замечания к упрощенной модели.
1. Уже в рамках такой модели можно понять, почему поверхность

Ферми можно ввести только в двух- и трехмерных кристаллах.
В одномерном случае это сделать нельзя.

2. Зная поверхность Ферми свободных электронов в ящике, можно
построить поверхность Ферми для реальных электронов в металле,
используя полученные ранее результаты о влиянии слабого перио-
дического потенциала на электрон.

3. Результаты модели свободных электронов помогают численно
оценить параметры, характеризующие свойства металлов.
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4. Уже в рамках такой
модели можно понять,
почему многие парамет-
ры металлов слабо зависят от температуры и имеют те же значения,
что и при Т = 0 K.

Рассмотрим задачу: идеальный газ квазичастиц – электронов на-
ходится в потенциальном ящике с граничными условиями Борна –
Кармана. Ящик частично моделирует взаимодействие электронов с
положительными ионами кристаллической решетки. Хотя потенци-
альная энергия отдельного электрона в рамках такой модели посто-
янна вне и внутри кристалла, эти постоянные значения разные. Вне
кристалла U = 0, а внутри U = U0 < 0 из-за взаимодействия электрона
с положительными ионами. Выводя электрон на поверхность крис-
талла, мы должны совершить работу против сил притяжения со сто-
роны положительных ионов.

При решении квантово-механической задачи потенциальную
энергию электронов удобно отсчитывать от дна потенциальной ямы,
поэтому сделаем ее дно нулевым уровнем (рис. 1.25). Это преобра-
зование правомерно, так как потенциал определен с точностью до
константы. Тогда энергия свободных электронов

 
2 2

ε .
2

kk
m



                                       (1.73)

В силу граничных условий Борна – Кармана значения волно-
вого вектора k


 меняются дискретно. Объем в обратном простран-

стве, который приходится на один разрешенный волновой вектор k


,
равен (2π)3/V. При объеме кристалла V, стремящемся к бесконечнос-
ти, разрешенные волновые векторы квазинепрерывно заполнят все
обратное пространство.

Пусть 3d k


 – это элемент объема в обратном пространстве. Най-
дем количество разрешенных векторов, содержащихся в объеме 3d k


,

поделив 3d k


 на объем обратного пространства, приходящийся на
один волновой вектор:

 
 

3
3

3
3

2π dd : .
2π

V kk
V




                                (1.74)

Рис. 1.25. Потенциальная яма:
а – исходный вид; б – преобразованный

вид с дном ямы на нулевом уровне

а б

1.6. Энергия Ферми, поверхность Ферми, температура Ферми, ...
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Для свободных электронов энергия и волновой вектор k


 связа-
ны соотношением (1.73). Каждое энергетическое состояние могут
занимать два электрона, которые отличаются значениями проекции
спина. Поэтому разрешенных значений энергии в объеме 3d k


 будет

в два раза больше, чем разрешенных значений k


:

 

3

3
2 dd .

2π
k

V kn 


                                     (1.75)

Здесь d
k

n  – число разрешенных энергетических состояний электро-
на в объеме 3d k


.

Не все разрешенные законами квантовой механики энергетичес-
кие состояния заполняются электронами. При термодинамическом
равновесии число электронов с заданным значением проекции спи-
на и энергией ( )k


 определяется распределением Ферми – Дирака:

   Б

1 .
exp ε μ 1

f
k k T


  
 


                        (1.76)

Величина f показывает, сколько электронов находится в состоянии с
энергией ( )k


 при температуре T с заданным значением проекции

спина.
Поскольку объем 3d k


 мал, то в пределах этого объема все энер-

гии одинаковы. Следовательно, полное число электронов dN, запол-
нивших в состоянии термодинамического равновесия квантово-ме-
ханические состояния в объеме 3d k


, можно найти как произведение

количества электронов в данном энергетическом состоянии f и чис-
ла состояний d

k
n :

 

3

3

2 d
d d .

2π
k

Vf k
N f n 



                              (1.77)

Полное число электронов в кристалле N получим, если проин-
тегрируем выражение (1.77) по всему k


-пространству::

 
3

3
2 d .
2π

VN k f 


                                 (1.78)

Фактически, это условие нормировки, которое определяет хими-
ческий потенциал μ как функцию от температуры кристалла и кон-
центрации электронов в нем n = N/V, но не зависящую от объема
кристалла μ = μ(T, n).
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Для Ферми-газа функция f (ε) представляет собой размытую сту-
пеньку (рис. 1.26). Область размытия ступеньки ~kБT сосредоточена
около значения ε = μ.

Если ε < μ – kБT, то f (ε)  1.
Если ε > μ – kБT, то f (ε)  0.
Интересно, что для любых Т > 0 при ε = μ имеем f (ε = μ) = 1/2.
При T  0 график функции f(ε) трансформируется в прямоуголь-

ную ступеньку (рис. 1.27). Это означает, что, в соответствии с прин-
ципом Паули, в основном состоянии кристалла при Т = 0 К электро-
нами заполнены все уровни энергии – по одному на каждое кванто-
во-механическое состояние вплоть до энергии Ферми. Энергия Фер-
ми совпадает со значением химического потенциала металла при
Т = 0 К.

Замечания.
1. На рис. 1.28 изображены уровни энергии в потенциальной яме

(в кристалле), заполненные электронами.
Чтобы вырвать электрон из кристалла, необходима энергия

Δε = U0 – εF (высота ящика за вычетом энергии самого энергетичес-
ки способного электрона). Уже в этом отличие рассматриваемой кван-
товой задачи от результата классической физики, где при Т = 0 К для
извлечения из потенциальной ямы одной из невзаимодействующих
частиц требуется энергия U0.

2. Как мы вскоре покажем, химический потенциал металлов сла-
бо зависит от температуры, поэтому даже при
комнатных температурах

μ(Т)  εF.

1.6. Энергия Ферми, поверхность Ферми, температура Ферми, ...

Рис. 1.26. Функция распределения Ферми – Дирака

Рис. 1.27. Вид функции распределения Ферми – Дирака при T  0

Рис. 1.28. Энергетические уровни в потенциальной яме
заполненные электронами
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Но при точных расчетах не следует отождествлять химический по-
тенциал и энергию Ферми. Это может привести к ошибкам.

В основном состоянии системы N невзаимодействующих элект-
ронов (при Т = 0 К) занятые электронами энергетические уровни
находятся внутри шара:
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Fε ε .
2
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m

                                    (1.79)

Поверхность шара – это и есть поверхность Ферми. Ее радиус

F F
1 2 ε .k m


                                    (1.80)

При T = 0 K величины kF и εF можно рассчитать. Заменим в фор-
муле для концентрации электронов в кристалле
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                              (1.81)

функцию f – прямоугольной ступенькой. Это приведет к ограниче-
нию области интегрирования в k-пространстве:
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                 (1.82)

Из (1.82) находим радиус сферы Ферми kF как функцию от кон-
центрации электронов:

 
1

2 3
F 3π .k n                                     (1.83)

Практически для всех металлов n ~ 1/a3, где a – постоянная
решетки. Межатомные расстояния в кристаллах a ~ 10–8 см. При
расчетах для kF обычно используют оценку kF ~ π/a, поэтому kF ~
~ π·108 см–1.

Зная связь между kF и εF, выразим энергию Ферми через концен-
трацию и массу электронов:

2
2 2 /3

Fε (3π ) .
2

n
m

                                   (1.84)

Для концентраций n, соответствующих металлам, энергия Ферми
лежит в интервале εF ~ 1,5 – 15 эВ.

Введем понятие скорости Ферми:

8F
F 10 см/с.

k
V

m
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Это довольно большая скорость, она составляет 1% от скорости све-
та. С точки зрения классической физики, полученный результат по-
нять невозможно, так как при нуле градусов Кельвина электрон дол-
жен полностью прекратить движение. Согласно законам классичес-
кой физики, даже при комнатной температуре скорость теплового
движения электрона

7Б3
10 см/с.

k T
V

m
 

Для того чтобы оценить ширину теплового размытия ступеньки
Ферми (см. рис. 1.26), вводится понятие температуры Ферми:

4 5F
F

Б

ε
10 10 К.T

k
 

Из соотношения kБT/εF = T/TF, учитывая, что комнатная темпера-
тура порядка 300 К, находим, что

kБT ~ (10–2 – 10–3)εF << εF.

Область теплового размытия много меньше εF. Следовательно,
только малая доля всех электронов металла, равная kБT/εF, под дей-
ствием температуры и внешних полей может изменять свои кванто-
во-механические состояния. Но именно эти электроны определяют
проводимость, теплоемкость, теплопроводность и прочие свойства
металлов. Перечисленные макросвойства металлов не могут быть
объяснены классической физикой.

Поскольку изменение числа занятых энергетических состояний
происходит вблизи поверхности Ферми, большинство свойств ме-
таллов определяется ее формой. Поэтому важно определить, какую
форму имеет поверхность Ферми у реальных металлов.

1.7. МЕТОД ПОСТРОЕНИЯ ПОВЕРХНОСТИ ФЕРМИ
ПРИ НАЛИЧИИ СЛАБОГО ПОТЕНЦИАЛА:

ВТОРАЯ И ПОСЛЕДУЮЩИЕ ЗОНЫ БРИЛЛЮЭНА

Метод построения поверхности Ферми в трехмерном (или дву-
мерном) кристалле в рамках модели почти свободных электронов
состоит в следующем.

1. Сначала строим поверхность Ферми для свободных электро-
нов – это сфера в обратном пространстве с центром в точке 0.k 



1.7. Метод построения поверхности Ферми ...
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Сферу пересекают брэгговские плоскости. Они перпендикулярны век-
торам обратной решетки K


 и проходят через их середины (рис. 1.29).

2. Следует учесть, что каждый раз, когда сфера пересекает брэг-
говскую плоскость, она деформируется определенным образом с
образованием энергетических щелей и локальных экстремумов на
каждой брэгговской плоскости (рис. 1.30). Если мы, таким образом,
учтем влияние всех брэгговских плоскостей, то получим изображе-
ние поверхности Ферми в схеме расширенных зон.

3. Для того чтобы получить изображение поверхности Ферми в
схеме приведенных зон, необходимо транслировать на векторы об-
ратной решетки отдельные части поверхности Ферми, полученной в
предыдущем пункте, и перенести их в первую зону Бриллюэна.

Чтобы систематизировать изложенную процедуру, вводится по-
нятие высших зон Бриллюэна, на границах которых также выполня-
ется условие Вульфа – Брэггов:

2 2.k K K 
  

                                      (1.85)

Напомним, что этой формуле удовлетворяют векторы k


, концы ко-
торых лежат на плоскости, перпендикулярной вектору K


 и деля-

щей его пополам. Это не обязательно граница первой зоны Бриллю-
эна. Вектор K


– произвольный вектор обратной решетки:

1 1 2 2 3 3.K n b n b n b  
  

                               (1.86)

Теперь можно дать новое определение первой зоны Бриллюэна.
Первая зона Бриллюэна – это совокупность точек, которые мож-

но достичь из начальной точки, не пересекая ни одной брэгговской
плоскости.

Брэгговская
плоскость

Брэгговская
плоскость

Рис. 1.29. Пересечение поверхности Ферми брэгговской плоскостью

Рис. 1.30. Поверхность Ферми, деформированная вблизи брэгговской плоскости
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Поясним построение первой зоны Бриллюэна на примере дву-
мерной квадратной решетки в k-пространстве. Чтобы построить пер-
вую зону Бриллюэна, достаточно взять наименьший по длине век-
тор 1K


 и еще три эквивалентных ему по длине вектора (рис. 1.31),

провести линии, перпендикулярные этим векторам и проходящие
через их середины. В трехмерном кристалле это будут брэгговские
плоскости. Область, ограниченная прямыми, будет первой зоной
Бриллюэна. Как видим, новое определение первой зоны Бриллюэна
эквивалентно прежнему.

Вторая зона Бриллюэна – это совокупность точек, которые мож-
но достичь из первой зоны, пересекая всего одну брэгговскую плос-
кость.

Чтобы построить такую зону, нужно, наряду с вектором 1K


 и

эквивалентными ему по длине, взять вектор 2K


, больший по длине,
и эквивалентные ему по длине векторы (рис. 1.32). Провести линии
через середины всех векторов. Эти линии пересекутся между собой
и с линиями, использованными при построении первой зоны Брил-
люэна. В пересечении линий нужно взять только области, в которые
можно попасть из первой зоны Бриллюэна, пересекая всего одну из
линий. Эти области и будут второй зоной Бриллюэна.

Важно, что каждая из зон Бриллюэна является элементарной ячей-
кой обратной решетки, поэтому все зоны Бриллюэна имеют одина-
ковый объем и могут быть совмещены друг с другом путем трансля-
ций их отдельных кусочков на векторы обратной решетки. Для при-
мера на рис. 1.33 представлено приведение второй зоны Бриллюэна
к первой.

В общем случае n-я зона Бриллюэна – это совокупность то-
чек обратной решетки, которые лежат вне (n–1)-й зоны и кото-
рые можно достичь из (n–1)-й зоны, пересекая одну брэгговс-
кую плоскость. Так строятся зоны третьего и остальных поряд-
ков (рис. 1.34).

Рассмотрим пример: поверхность Ферми (сфера) касается гра-
ниц второй зоны Бриллюэна (рис. 1.35). При этом первая зона пол-
ностью заполнена электронами, а вторая – нет. Кусочки второй зоны,
заполненные электронами, приведем к первой зоне (рис. 1.36). Гра-
ница между заштрихованной и незаштрихованной областями – это
поверхность (в двумерном случае – линия) Ферми в схеме приведен-
ных зон.

Для того чтобы перейти от поверхности Ферми свободных элек-
тронов к поверхности Ферми почти свободных электронов, необхо-
димо учесть следующее.

1.7. Метод построения поверхности Ферми ...
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Рис. 1.31. Первая зона Бриллюэна для
двумерной решетки (заштрихована)

Рис. 1.34. Третья зона Бриллюэна

Рис. 1.33. Приведение второй
зоны Бриллюэна к первой

Рис. 1.32. Вторая зона Бриллюэна

Рис. 1.35. Поверхность Ферми, касающа-
яся границ второй зоны Бриллюэна

Рис. 1.36. Приведение кусочков
второй зоны, заполненных элек-
тронами, к первой зоне Брил-

люэна
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1. В результате взаимодействия электронов с
периодическим потенциалом кристалла на грани-
цах зон появляются энергетические щели.

2. Поверхность Ферми будет пересекать грани-
цы зон Бриллюэна перпендикулярно к ним.

3. Влияние внутрикристаллического потенциала будет особо
сильно чувствоваться в острых углах поверхности Ферми.

4. Полный объем, охватываемый поверхностью Ферми, зависит
только от концентрации электронов, а не от особенностей взаимо-
действия электронов с решеткой.

С учетом этих замечаний поверхность Ферми в схеме приведен-
ных зон примет вид, представленный на рис. 1.37 (ср. рис. 1.36 и
1.37).

Без детальных расчетов, конечно, нельзя точно сказать, как транс-
формируются части поверхности Ферми вблизи границ зон Бриллю-
эна. В приведенном примере возможен такой вариант. Из углов вто-
рой зоны Бриллюэна (см. рис. 1.37) электроны перейдут в третью
зону Бриллюэна. Тогда придется отдельно рисовать еще и эти кусоч-
ки поверхности Ферми в третьей зоне Бриллюэна.

Поверхность Ферми периодична в k-пространстве и, чтобы отра-
зить этот факт, иногда полезно использовать схему повторяющихся
зон (рис. 1.38).

Из всех представленных схем, на первый взгляд, наиболее про-
стой кажется схема расширенных зон, однако для аналитических
вычислений она непригодна.

Для расчетов теплоемкости, проводимости и других свойств ме-
таллов особенно удобна схема приведенных зон. В этой схеме к од-
ной зоне Бриллюэна отнесены все разные состояния электрона в

кристалле и ни одно из них не учтено дваж-
ды. Для расчетов удобно, когда все интег-
рирования по k


 ограничены только одной

зоной Бриллюэна.
Схема повторяющихся зон полезна при

теоретическом описании динамики элект-
рона в кристалле, когда, например, под дей-

Рис. 1.37. Поверхность Ферми почти свободных электронов в
схеме приведенных зон

Рис. 1.38. Поверхность Ферми во второй зоне Брил-
люэна в схеме повторяющихся зон

1.7. Метод построения поверхности Ферми ...
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ствием внешнего электромагнитного поля волновой вектор k


 элект-
рона приближается к границе зоны Бриллюэна. При вычислениях
желательно сохранять непрерывность вектора k


. Это невозможно

сделать в схеме приведенных зон: как только волновой вектор k


«переходит» границу зоны Бриллюэна, его приходится возвращать
назад, в зону, путем трансляции на вектор обратной решетки. Такая
процедура создает значительные аналитические трудности. Далее мы
еще обсудим нетривиальную динамику электрона в кристалле.

1.8. ЭЛЕКТРОННАЯ ТЕПЛОЕМКОСТЬ НОРМАЛЬНЫХ МЕТАЛЛОВ

С помощью модели идеального газа фермионов в периодичес-
ком поле выведем выражение для электронной теплоемкости метал-
лов. Хотя мы называем Ферми-частицы, образующие газ, электрона-
ми, они в действительности совсем не похожи на реальные электро-
ны. Речь идет о квазичастицах – частицеподобных объектах, в кото-
рые превращаются реальные электроны в результате взаимодействия
с ионами кристалла и другими электронами. Отметим отличия ква-
зичастиц от электронов.

1. Квазичастицы не взаимодействуют друг с другом.
2. У квазичастиц масса отличается от массы электронов.
Поскольку квазичастицы в кристалле не взаимодействуют, число

заполненных ими состояний в элементе объема 3d k


 обратной решет-
ки будет таким же, как у газа свободных электронов (фермионов).

Число разрешенных энергетических уровней для электронов в
элементе объема 3d k


 имеет вид

3

3
2 dd = ,
(2π)k

V kn 


                                     (1.87)

а число электронов, заполнивших в состоянии термодинамического
равновесия эти уровни энергии,

d =d .
k

N n f                                        (1.88)

Здесь f – функция распределения Ферми – Дирака.
Но есть и отличия фермионов в кристалле от газа свободных

фермионов.
1. Для фермионов в кристалле все возможные состояния k


 мож-

но ограничить первой зоной Бриллюэна (для свободных фермионов
в потенциальном ящике такого ограничения не было).
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2. Энергетический спектр электронов в кристалле образует зоны
так, что энергии электронов с разными n разделены большими энер-
гетическими щелями εg. Таких щелей не было в спектре энергии сво-
бодных электронов в ящике.

Если брать волновые векторы электронов из первой зоны Брил-
люэна, то при одном и том же k


 будет несколько функций ε ( )n k


,

отличающихся номером n зоны. При этом нижние по энергии ветви
спектра ε ( )n k


 полностью заполнены электронами. Для вычисления

тепловых свойств металла достаточно рассмотреть поведение элек-
тронов из самой верхней по энергии, частично заполненной элект-
ронами зоны энергетического спектра. Электроны полностью за-
полненных зон не влияют на тепловые свойства металла, так как
для их возбуждения требуется очень большая энергия порядка ши-
рины щели εg.

Далее, для простоты, будем считать, что частично заполненная
зона всего одна, и не будем писать индекс n у номера этой зоны:
вместо ε ( )n k


 пишем ( )k


. Энергию ( )k


 газа электронов удобно от-т-

считывать от дна частично заполненной зоны.
С учетом указанных замечаний энергия Ферми-газа описывает-

ся формулой
3

3

ε( ) d
2 ,

(2π)

k f k
W V 

 

                                (1.89)

где интегрирование по волновому вектору k


 ограничено первой зо-
ной Бриллюэна.

Удельную теплоемкость газа электронов при постоянном объе-
ме получаем дифференцированием энергии (1.89) по температуре:

   
 

3

3
1 d= 2 ε .

2πV

fW kс k
V T T


 



                     (1.90)

Химический потенциал μ определяем из условия сохранения
полного числа частиц:

 

3

3
d2 .
2π

kN V f 


                                  (1.91)

Здесь N – число электронов в самой верхней частично заполненной
зоне (эти электроны называют электронами проводимости).

Поскольку N = const, V = const, имеем

 

3

3
d2 0.
2π

fN k
T V T

  
 



                            (1.92)

1.8. Электронная теплоемкость нормальных металлов
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Здесь интегрирование также ведется по физически различным k


 из
первой зоны Бриллюэна, а не по всему k-пространству, как для сво-
бодных электронов.

Учитывая, что 
f
T



 имеет вид

ε μ dμ
,

ε d
f f
T T T
         

                            (1.93)

из (1.90) и (1.92) получаем систему уравнений

 

3

3

ε μ dμ d2 ε ,
ε d 2π

f kc
T T

   
    



 

3

3

ε μ dμ d2 0 .
ε d 2π

f k

T T

   
   



                         (1.94)

Интегралы по k


 могут быть преобразованы следующим обра-
зом. Рассмотрим поверхность постоянной энергии в k-пространстве:

 ε const .k 


 Тогда интегрирование по 3d k


 может быть разделено
на интегрирование по изоэнергетической поверхности и по нормали
к ней (рис. 1.39). Если dS – элемент изоэнергетической поверхнос-
ти, то 3d =d d ,nk k S


 где dkn означает интегрирование по нормали к

элементу.
Напомним, что градиент по k


 от функции ( )k


, т. е.  ε ,

k
k 


представляет собой вектор, перпендикулярный к поверхности

 ε constk 


, и поэтому

 dε = ε d ε d d dε ε .n nk k k
k k k        
 

               (1.95)

Используя этот результат, формулу (1.87) представляем в виде

3

3 33

d d dεd dε d
= = ,

4π 4π4π ε
k

k

n k S S

V v










                        (1.96)

где 1 ε
k

v   



 – групповая скорость волнового пакета, описывающе-

го электрон.
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Обозначим через  ν ε dε  вели-
чину

 
   

3

ε ε ε dε ε ε const

1 dε dν ε dε d .
4πk

k k

Sn
V v

    

  

               (1.97)

Функцию ν(ε) называют плотностью уровней (или состояний), пото-
му что величина  ν ε dε  дает число уровней энергии электрона в еди-
нице объема кристалла в интервале значений энергии от ε до (ε + dε).

Для выяснения физического смысла этой величины вычислим
ν(ε) для газа свободных электронов:

 
2 2

2
2 ε= , ε , .

2
k k mv k k

m m
 

   


                      (1.98)

Используя формулы (1.97), (1.98), находим

 
 

2
3 3 2 2 2 2 2

ε ε const

1 d 1 2 εν ε 4π .
4π 4π π π

k

S m mk m mk
v k

 
 
 

 

          (1.99)

Величина  ν ε dε  дает число разрешенных состояний, а нас боль-
ше интересует число состояний, занятых электронами. Поэтому вво-
дим еще одну характеристику dN/V – плотность электронов, кото-
рые заполнили в состоянии термодинамического равновесия энерге-
тические уровни в интервале от ε до (ε + dε):

   d ε ν ε dε.N f
V

                                (1.100)

Функция f (ε)ν(ε) описывает характер заполнения уровней электро-
нами. Зависимость ее от ε представлена на рис. 1.40.

Напомним, что функция ε ( )n k


 периодична в обратном простран-
стве и при каждом значении n ограничена сверху и снизу. Кроме того,

Рис. 1.39. Переход от интегрирования по
элементу объема в обратном пространстве
к интегрированию по изоэнергетической

поверхности и по нормали к ней

1.8. Электронная теплоемкость нормальных металлов
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она дифференцируема. Отсюда
следует, что в каждой зоне Брил-

люэна эта функция имеет, по крайней мере, один локальный мини-
мум и один локальный максимум. Точки экстремума определяются
условием ε 0.

k
 

Когда ε ( )
k

k 


 обращается в нуль, в подынтегральном выраже-
нии в формуле (1.97) для плотности уровней появляется особенность.
Можно показать, что в трехмерном случае подобные особенности
оказываются интегрируемыми и дают конечные значения для плот-
ности состояний ν(ε). Однако они все же приводят к обращению в
бесконечность величины dν(ε)/dε, т.е. наклона кривой ν(ε). Такие син-
гулярности называют особенностями Ван Хова (рис. 1.41).

Далее мы увидим, что значение производной dν(ε)/dε при ε = εF

входит в низкотемпературные разложения различных наблюдаемых
величин. В частности в разложение химического потенциала элект-
ронного газа по степеням температуры. Отсюда следует вывод: если
на поверхности Ферми есть точки, где ε ( ) 0,

k
k 


 то следует ожи-
дать аномалий в низкотемпературных свойствах металлов. Впервые
их существование было предсказано И.М. Лифшицем.

Далее, для простоты, считаем, что плотность состояний ν(ε) не
имеет сингулярностей Ван Хова на поверхности Ферми-электронов.

В результате перехода от интегрирования по 3d k


 к интегрирова-
нию по ε система (1.94) приобретает вид

 
0

ε μ dμ
dε εν ε ,

ε d
f

c
T T


       

 
0

ε μ dμ
dε ν ε 0.

d ε
f

T T


                             (1.101)

Обе формулы содержат f /ε. Но если kБT << μ, что, как уже ска-
зано, всегда справедливо для металлов, то f /ε отлично от нуля толь-

Рис. 1.40. Зависимость функции f (ε)ν(ε) от ε.
Сплошная кривая – состояния, занятые электронами
при абсолютном нуле; площадь заштрихованной фигу-
ры – число электронов в единице объема металла;
штриховая кривая описывает характер заполнения со-
стояний электронами при некоторой конечной темпе-
ратуре T > 0, но такой, что kБT << εF. При повышении
температуры системы от 0 K до T часть электронов за
счет теплового возбуждения переходит из области 1 в

область 2. Площади под кривыми одинаковы
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ко в малой области энергий по-
рядка kБT вблизи значения μ (см.
рис. 1.26). Это обстоятельство по-
зволяет сформулировать общий
метод приближенного вычисления
интегралов типа

 dε ε .
ε

f
F



                                    (1.102)

Поскольку f /ε отлично от нуля лишь вблизи ε = μ, разложим в
подынтегральном выражении (1.102) функцию F(ε) в ряд Тейлора
по степеням (ε – μ):

           21ε μ ε μ μ ε μ μ ... .
2!

F F F F           (1.103)

Конечно, это можно делать только в том случае, когда функция F
меняется не слишком быстро в окрестности точки ε = μ.

Вычислим

 2
Б Б

1 1
.

ε 4 ch ε μ / 2

f

k T k T


 

    
                   (1.104)

Из-за быстрого уменьшения этой функции по мере удаления от точ-
ки ε = μ пределы интегрирования по ε в формуле (1.102) могут быть
взяты от – до +. В силу четности функции (1.104), нечетные чле-
ны разложения F(ε) дают нуль при интегрировании в формуле (1.102).
Оставшиеся члены выражаются через интегралы

dε 1,
ε

f





 

                                   (1.105)

     Б Б

2 22 2 2

2

ξ dξ πdε ε μ 2 .
ε 3ch ξ

f
k T k T

 

 

 
     

  
 

      (1.106)

Рис. 1.41. Особенности Ван Хова в плот-
ности уровней (указаны стрелками, пер-

пендикулярными оси ε)

1.8. Электронная теплоемкость нормальных металлов
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При вычислении (1.106) учли, что
2 2

2

ξ π2 dξ .
3ch ξ






В результате

   
 

 
2

π
dε ε μ μ ... .

ε 6
Бk Тf

F F F
    
            (1.107)

Применяя правило приближенного вычисления интегралов
(1.107) к системе (1.101), находим

   Б

2 2πdμ dμν μ μν μ ,
d 3 dμ

Tk
c

T
    

   Б

2 2πdμ dν μ ν μ 0.
d 3 dμ

Tk
T
                        (1.108)

При получении этих уравнений мы пренебрегли поправками
высшего порядка в коэффициенте при dμ/dT так как dμ/dT считали
малой величиной:

Б

Б

dμ1 1.
d εF

k T
k T

                                 (1.109)

В процессе вычислений обоснуем такое предположение и приведен-
ную оценку. Предположим, что μ(T) мало отличается от своего зна-
чения при T = 0 K, т. е. от εF : μ  εF. Тогда в последнем уравнении
системы (1.108) функции ν(μ) и ν(μ) заменим их значениями ν(εF) и
ν(εF) соответственно, после чего получим

   Б

2 2πdμ
ν ε ν ε 0

d 3F F

Tk
T

                         (1.110)

и проинтегрируем

   
 
 

2

Б

ν ε1μ ε π .
6 ν ε

F
F

F

T k T


                         (1.111)

Здесь слагаемое εF дает основной вклад, а (πkБT)2 ν(εF)/6ν(εF) пред-
ставляет собой поправочный член.

Для его оценки рассмотрим свободный электронный газ, для ко-
торого

   
 

ν ε 1ν ε ~ ε .
2εν ε

F

FF


                        (1.112)
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При этом относительная величина поправки

   
 

 
22 2

2

Б Бν ε
~

ε ν ε ε

F

F F FF

k T k T T

T

  
  
 

                   (1.113)

составляет около 10–4 даже при комнатных температурах. Приведен-
ная оценка оправдывает исходные предположения:

Б

Б

1 dμ
μ ε , 1.

d ε
F

F

k T

k T
  

Заметим, что при T  0 K химический потенциал μ(T) (1.111) бу-
дет меньше, чем εF, так как обычно ν(εF)/ ν(εF) > 0.

Подставляя второе уравнение системы (1.108) в первое, находим

      
2 2 2 2 2 2

Б Б Бπ π π
μν μ μν μ ν μ .

3 3 3

k T k T k T
c            (1.114)

Учитывая, что в главном приближении μ  εF, получаем окончатель-
но следующее равенство:

 
2 2

Бπ
ν ε .

3 F

k T
c                                  (1.115)

Количественная оценка электронной теплоемкости может быть
произведена на примере газа свободных электронов:

 
 2 2

2 ε
ν ε ,

π
F

F

mm
 

                            (1.116)
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2 3ε 3π .
2

F n
m




                               (1.117)

Перепишем формулу (1.117) в виде
3

2 22 3πε
2 εF

F

n
m

 
  
 


                              (1.118)

и подставим в (1.116):

  3ν ε .
2 εF

F

n                                    (1.119)

1.8. Электронная теплоемкость нормальных металлов
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Используя (1.119), преобразуем выражение (1.115) для электронной
теплоемкости металла:

2

Б
Бπ

.
2 εF

k T
c nk

 
  

 
                               (1.120)

Сравнивая (1.120) с результатом классической физики для теп-
лоемкости идеального газа

Б
3

,
2

с nk                                      (1.121)

видим, что статистика Ферми – Дирака приводит к понижению удель-
ной теплоемкости газа электронов за счет множителя ~kБT/εF, кото-
рый пропорционален температуре. Порядок его величины составля-
ет 10–2 даже при комнатной температуре. Тем самым квантовая тео-
рия объяснила отсутствие наблюдаемого вклада электронов в тепло-
емкость металла при комнатной температуре, которое было вопию-
щим расхождением теории и опыта в классической физике. Класси-
ческая физика не могла дать ответа на вопрос: «Почему электроны в
металле, обладая способностью свободно двигаться, в то же время
дают столь малый вклад в теплоемкость?». Ответ на этот вопрос
смогли дать лишь квантово-механический принцип Паули и распре-
деление Ферми – Дирака.

При выводе выражения для электронной теплоемкости металла
нам не нужны были конкретные сведения о поверхности Ферми.
Следовательно, у всех металлов электронная теплоемкость пропор-
циональна температуре. На качественном уровне этот квантовый
результат можно понять даже без вычислений.

Когда мы нагреваем образец от абсолютного нуля, не каждый
электрон в нем приобретает энергию ~kБT, как следовало бы со-
гласно классической теории газов; испытывают тепловое возбуж-
дение и, следовательно, приобретают энергию лишь электроны, на-
ходящиеся в состояниях с энергиями в интервале шириной kБT вбли-
зи уровня Ферми. Количество приобретаемой этими электронами
избыточной энергии порядка kБT, как и показано на рис. 1.26. Это
позволяет дать оценку теплоемкости газа электронов проводимос-
ти. Если n – полное число электронов в единице объема металла,
то тепловое возбуждение при повышении температуры от 0 до T
может испытывать лишь доля T/TF этих электронов, принадлежа-
щая тепловому слою Ферми, т. е. теплоемкость металла определя-
ет не n, а nT/TF электронов. Каждый из nT/TF электронов обладает
избыточной тепловой энергией порядка kБT. Следовательно, пол-
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ная энергия ΔE теплового возбуждения электронов составляет ве-
личину

Б~ .
F

nTЕ k Т
T

                                    (1.122)

Электронную теплоемкость металла получим обычным путем,
взяв производную от ΔE по абсолютной температуре:

Б~ .
F

E Тc nk
T Т


                                (1.123)

Результат оценки (1.123) с точностью до множителя порядка едини-
цы совпал с точным расчетом (1.120).

Вернемся еще раз к формуле для электронной теплоемкости ме-
талла (1.115), но запишем ее иначе. Учитывая, что
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                                   (1.124)

Величина kF имеет один порядок для всех металлов: kF ~ π/a, где a –
период решетки, который, как известно, мало отличается для раз-
ных веществ. Поэтому при заданной температуре электронная теп-
лоемкость зависит только от эффективной массы m квазичастиц –
электронов. Эффективная масса может сильно меняться от металла
к металлу.

В формировании эффективной массы принимают участие следу-
ющие взаимодействия.

1. Взаимодействие электронов проводимости с периодическим
потенциалом неподвижной (жесткой) кристаллической решетки.
Эффективную массу электрона в таком потенциальном поле называ-
ют зонной эффективной массой. Она может быть даже меньше, чем
масса свободного электрона.

2. Взаимодействие электронов проводимости с колебаниями ре-
шетки. Электрон стремится исказить кристаллическую решетку вок-
руг себя. Движущийся электрон как бы тянет за собой ионы, встре-
чающиеся на его пути, что проявляется в возрастании его эффектив-
ной массы.

3. Взаимодействие электронов проводимости между собой.
Движущийся электрон окружен облаком возмущенного электрон-

1.8. Электронная теплоемкость нормальных металлов
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ного газа, что также приводит к возра-
станию его эффективной массы.

4. Особенно велика масса квазичас-
тиц – электронов, принадлежащих к сла-
бо перекрывающимся незаполненным
внутренним оболочкам атомов переход-
ных металлов.

Поясним последнее утверждение.
При образовании кристалла из N изолированных атомов каждый
уровень энергии изолированного атома вследствие взаимодействия
атомов между собой расщепляется в зону из N близко расположен-
ных подуровней. Зоны, сформированные в результате слабого пере-
крытия внутренних оболочек атомов, имеют малую ширину Δε. Мож-
но показать, что масса квазичастиц в такой зоне m ~ 1/Δε. Поскольку
Δε мало, масса квазичастиц, сопоставленных электронам, будет боль-
шой. Это случай так называемой сильной связи электронов с ядрами
атомов.

На опыте, конечно, измеряется не электронная, а полная тепло-
емкость металла. Полная теплоемкость состоит из теплоемкости элек-
тронов и теплоемкости решетки. При комнатной и более высоких
температурах в полную теплоемкость основной вклад вносят не элек-
троны, а тепловые колебания ионов кристаллической решетки. Од-
нако при температурах гораздо ниже комнатной часть теплоемкос-
ти, связанная с колебаниями решетки, уменьшается по кубическому
закону c ~ T 3 и при очень низких температурах становится меньше
теплоемкости электронного газа, которая зависит от температуры по
линейному закону. Поэтому полная теплоемкость металла при очень
низких температурах может быть представлена в виде

cполн = AT + BT 3.                                (1.125)

Построив график зависимости cполн/T от T 2 (рис. 1.42), получим
при низких температурах прямую линию. По графику можно опре-
делить оба коэффициента: А и В.

Рис. 1.42. Зависимость cполн/T от T2
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1.9. ЭКРАНИРОВАНИЕ КУЛОНОВСКОГО ПОЛЯ
ВНЕШНИХ ЭЛЕКТРИЧЕСКИХ ЗАРЯДОВ В МЕТАЛЛАХ
(МОДЕЛЬ ТОМАСА – ФЕРМИ) И ПОЛУПРОВОДНИКАХ

В основе используемой нами одноэлектронной модели металла
лежит предположение о том, что многочастичные кулоновские взаи-
модействия между электронами и ионами кристалла почти полнос-
тью экранируются. Дадим количественную оценку эффекта экрани-
рования.

Для этого обсудим движение электронов в упрощенной модели
металла в так называемой модели «желе» (модель Зоммерфельда).
В такой модели отдельные ионы кристалла заменяются равномерно
распределенным положительным неподвижным зарядом – фоном.
Мы используем предположение о равномерном распределении заря-
да ионов лишь потому, что учет их реального периодического распо-
ложения сильно осложняет задачу. В то же время основные коллек-
тивные эффекты экранирования зарядов легко оценить в модели
«желе». Положительный фон обеспечивает выполнение условия элек-
тронейтральности образца. В такой модели, в равновесии, плотнос-
ти положительных и отрицательных зарядов в любой точке образца
равны константе n0.

Чтобы понять, что происходит в металлах с полем любого не-
скомпенсированного заряда, рассмотрим следующую простую зада-
чу. Поместим внутрь металла в точку с радиус-вектором 0r 


 вне-

шний заряд Q. Тогда в металле произойдет перераспределение элек-
тронов в пространстве. Постоянная плотность электронов n0 сменится
переменной ( )n r


 и появится электрическое поле с напряженностью

,E


 которое создаст силу ,F


 действующую на отдельный электрон в
металле:

.F e E 
 

Из электростатики известно, что

E  
 

где потенциал  является решением уравнения

4πρ. 

Здесь  полная некомпенсированная плотность заряда

 = ext + ind.

Она включает плотность внешнего (внесенного нами) заряда

extρ δ( )Q r


1.9. Экранирование кулоновского поля внешних электрических ...
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и плотность заряда перераспределенных электронов

ind 0ρ ( ( ) ).e n r n  


Таким образом, чтобы найти электрическое поле E


 внутри ме-
талла, возникшее в результате внесения внешнего заряда, надо ре-
шить уравнение

  04 δ( ) ( ) .Q r e n r n    
 

                    (1.126)

Это уравнение не является замкнутым, так как распределение ( )n r


зависит от потенциала .
В принципе, плотность электронов ( )n r


 можно выразить черезз

одночастичные волновые функции Ψi, являющиеся решениями урав-
нений Шредингера:

2

Ψ ε Ψ ,i i ie
2m
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Однако такой последовательный путь расчета ( )n r


 сложен.
Упростить вычисления можно, предположив, что потенциал ( )r



является плавно меняющейся функцией от r


. Пусть характерный
масштаб L изменения функции ( )r


 много больше длины волны де

Бройля для электрона:

2π~ ~ ,
F

L a
r k




 
                            (1.127)

где a – межатомное расстояние. Тогда зависимость энергии электро-
на от его волнового вектора может быть задана в каждой точке про-
странства и разумно предположить, что она определяется в рамках
квазиклассического приближения:

2 2

0 0ε( , ) ε ( ), ε ,
2

kk r e r
m

   
                         (1.128)

где k


 – волновой вектор электрона, m – его масса.
Напомним, что плотность электронов в отсутствие внешнего за-

ряда вычисляется с помощью распределения Ферми – Дирака:

 

3

0 3
0 Б

d 1(μ) 2 .
exp ε μ 1(2π)

kn
k T


   




               (1.129)
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Поскольку при появлении внешнего заряда изменяется энергия
электронов (1.128), их плотность (1.129) также изменяется:

 
 

3

03
0 Б

d 1(μ) 2 μ .
(2π) exp ε μ 1

kn n e
e k T

   
     




   
(1.130)

Значения химических потенциалов можно считать совпадающи-
ми в формулах (1.129) и (1.130) при условии, что потенциал ( )r



отличен от нуля лишь в конечной области пространства, вне которой
возмущение электронной плотности мало.

Будем считать, что

( ) μ ε .Fe r  


                                (1.131)

В этом случае можно разложить ρind в ряд Тейлора по ( )e r


 и огра-
ничиться первым членом разложения:

2 0
ind 0 0ρ (μ ) (μ) ( ).

μ
n

e n e n e r


          


          (1.132)

Воспользовавшись уже изложенным способом приближенного
вычисления интегралов, легко показать, что для газа свободных элек-
тронов вплоть до комнатных температур и выше справедливо соот-
ношение

0 ν(ε ).
μ F

n


                                     (1.133)

Здесь ν(ε )F  – плотность состояний на поверхности Ферми.
В результате уравнение (1.126) для определения  приобретает

простой замкнутый вид:
24π δ( ) λQ r   


                            (1.134)

где

2
2

2

4
λ .

π
Fme k




                                   (1.135)

Оценим постоянную . Для этого введем боровский радиус

2

Б 2a
me

                                        (1.136)

и используем оценку для радиуса сферы Ферми:

π~ ,Fk
a

                                       (1.137)

1.9. Экранирование кулоновского поля внешних электрических ...
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где a – межатомное расстояние. Подставляя формулы (1.136) и (1.137)
в (1.135), а также учитывая, что aБ ~ a, находим

2 1
2

Б

4 1λ ~ λ ~ .
π

Fk
a

a a
                         (1.138)

Прямой проверкой можно показать, что при 0r 


 решение урав-
нения Пуассона (1.134) имеет вид

exp( λ ).
Q

r
r

                                    (1.139)

Убедимся, что сингулярность решения (1.139) в точке с радиус-

вектором 0r 


 согласуется с сингулярностью члена 4π δ( )Q r


 в урав-

нении (1.134). Для этого проинтегрируем его по шаровому объему V
радиусом r0  0, окружающему начало координат.

Интеграл от левой части уравнения (1.134) преобразуем с помо-
щью теоремы Гаусса – Остроградского в интеграл по поверхности
сферы радиусом r0:

3 3d div d d .
V V S

r r S         
  



В главном приближении при r0  0 имеем

3 .
Q r Q
r r

    
 

Поэтому в пределе r0  0 находим

0

3
3 2

0

1d d d 4π .
r

V S S

Q
r r S Q S Q

r r 
       

 
 

Правая часть уравнения (1.134) после интегрирования по мало-
му объему V дает

1

3 2 34π d δ( ) λ d .
V V

Q r r r  

  

                         (1.140)

Покажем, что в пределе r0  0 вклад от второго слагаемого в
(1.140) равен нулю. Для этого запишем элемент объема в сфери-
ческих координатах: 3 2d d dΩ.r r r


 Интегрирование по телесному

углу dΩ дает некоторую постоянную. Вычислим 3d r


 с точнос-
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тью до этой константы. В пределе r0  0 можно считать, что
,Q r   поэтому

0

0

3

0

0d const d 0.

r

rr r r    


Очевидно, что интегралы от правой и левой частей уравнения
(1.134) в пределе r0  0 дают одинаковые результаты. Следователь-
но, сингулярности уравнения (1.134) и решения (1.139) согласова-
ны.

Проанализируем полученное решение:

1exp( λ ), λ ~ .
Q

r
r a

  

В пределах сферы радиусом порядка межатомного расстояния
(при λr < 1) потенциал ( )r


 точечного заряда Q в металле такой же,

как в вакууме: φ  Q/r. В то же время вне указанной сферы (при λr > 1)
имеем exp(–λr)  0 и, следовательно, φ  0, т. е. уже на расстояниях
порядка межатомного перераспределение свободных электронов
полностью экранирует электрическое поле внесенного в металл за-
ряда.

Подчеркнем, что, несмотря на квазиклассический характер рас-
четов, полученный результат учитывает распределение электронов
по энергиям в соответствии с квантовой статистикой Ферми – Дира-
ка. Обсудим, что изменится, если весь расчет провести в рамках клас-
сической физики.

Плотность классического идеального газа электронов во внеш-
нем потенциальном поле ( )U r


 описывается распределением Больц-

мана

0
Б

( )
( ) exp .

U r
n r n

k T
 

  
 




В нашем случае ( ) ( ),U r e r  
 

 поэтому

0
Б

( )
( ) exp .

e r
n r n

k T
 

  
 




                             (1.141)

Пусть Б( ) .e r k T 


 Разложим экспоненциальный множитель в
формуле (1.141) в ряд Тейлора по малому параметру |е|/kБТ и огра-
ничимся двумя первыми членами разложения

0
Б

( )
( ) 1 .

e r
n r n

k T
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Получим

 
2

0
ind 0

Б

ρ ( ) ( ).
e n

e n r n r
k T

     
 

Таким образом, можно сделать вывод, что классическая физика
по-прежнему дает уравнение (1.134) для расчета потенциала . Од-
нако длина экранирования внешнего заряда плазмой электронов ока-
зывается другой:

1 Б
2

0

λ .
4π

k T

n e
                                    (1.142)

Интересно и важно, что для электронов и дырок в полупровод-
никах распределение Ферми – Дирака редуцируется в распределе-
ние Больцмана. Далее мы обоснуем это утверждение, которое озна-
чает, что экранирование взаимодействий электрических зарядов в
полупроводниках хорошо описывается классической физикой.

Итак, мы показали, что электроны металла экранируют распре-
деление внесенного в металл внешнего электрического заряда. Од-
нако экранирование будет сказываться и на взаимодействии элект-
ронов друг с другом, так как любой электрон можно рассматривать
как внешний заряд.

Чтобы подробнее обсудить динамическое экранирование элект-
рон- электронных взаимодействий, необходимо ознакомиться с эле-
ментарными коллективными возбуждениями электронного газа в
металлах со свойствами квазичастиц – с плазмонами.

1.10. ПЛАЗМОНЫ И ДИНАМИЧЕСКОЕ ЭКРАНИРОВАНИЕ
ЭЛЕКТРОН-ЭЛЕКТРОННЫХ ВЗАИМОДЕЙСТВИЙ В МЕТАЛЛАХ

Будем исходить из модели, в которой ионы решетки заменяются
равномерно распределенным фоном положительного заряда.

Пусть произошло локальное изменение плотности электронов
так, как это изображено на рис. 1.43. В области, из которой ушли
электроны, образовался положительный заряд неподвижных ионов.
И, наоборот, в области, куда пришли электроны, образовался избы-
ток отрицательного заряда. В результате нарушения баланса заря-
дов появилось электрическое поле ,E


 которое действует на каждый

электрон с силой F e E 
 

 и пытается вернуть его в прежнее поло-
жение равновесия с координатой x = 0. Под действием этой силы
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электроны будут двигаться по направле-
нию к начальному положению равнове-
сия и по инерции «проскочат» его. При
этом возникнет электрическое поле, кото-
рое опять будет пытаться вернуть элект-
рон к положению равновесия с коорди-
натой x = 0. Процесс примет периодичес-
кий характер. Это и есть колебания элек-
тронной плазмы, которые нам предстоит
описать.

Для упрощения анализа примем, что
движение центра масс каждого волнового пакета, соответствующе-
го электрону, описывается вторым законом Ньютона:

,mx e E                                      (1.143)

где m – масса электрона; E – компонента электрического поля вдоль
оси Ox; x – координата электрона. Правомерность такого приближе-
ния обсудим позднее.

Электростатическая индукция D


 в металле определяется урав-
нением Максвелла:

внешdiv 4πρ .D 


                                  (1.144)

Поскольку в данном случае в металле нет внешних зарядов (ρвнеш = 0)
и задача одномерна, уравнение (1.144) имеет вид

0.D
x

 


                                        (1.145)

Здесь D – компонента вектора D


 вдоль оси Ox: ( ,0,0).D D


 Посколь-
ку при x  ± поле 0,D


 решением уравнения (1.145) будет

0.D 


                                        (1.146)

Однако заметим, что

4π ,D E P 
  

                                   (1.147)

где E


 – напряженность электрического поля в металле, P


 – диполь-
ный момент единицы объема среды. В рассматриваемой задаче у всех

1.10. Плазмоны  и динамическое экранирование электрон-электронных ...

Рис. 1.43. Локальное изменение равновесной плот-
ности электронов в металле
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векторов имеются только x-компоненты. Из уравнений (1.146) и
(1.147) выразим электрическое поле через электрический диполь-
ный момент единицы объема среды P


:

4π .E P 
 

Электрический дипольный момент легко вычисляется:

0 .P n p
 

Здесь n0 – концентрация электронов в металле, а ( ,0,0)p e x 


 –
дипольный момент, возникающий в результате смещения из поло-
жения равновесия отдельного электрона.

Таким образом, x-компонента электрического поля, возвращаю-
щая электрон к положению равновесия, имеет вид

04π .E e n x                                    (1.148)

С учетом формулы (1.148) уравнение движения электрона (1.143)
оказывается эквивалентным уравнению гармонического осциллято-
ра:

2ω ,рx x                                        (1.149)

где ωp – частота плазменных колебаний равная

2
2 04π

ω .р

n e
m

                                    (1.150)

Решение уравнения (1.149) имеет вид

x = A sin(ωpt + φ),                                (1.151)

где A,  – постоянные интегрирования. Формула (1.151) описывает
продольные коллективные колебания газа электронов, при которых
электронная плазма колеблется, сгущаясь и разряжаясь относитель-
но неподвижных ионов решетки. Подобные коллективные колеба-
ния должны возникать при любом нарушении однородности распре-
деления электронов в металле. Они стремятся восстановить нару-
шенную электронейтральность системы электронов и ионов.

Последовательное квантово-механическое описание колебаний
электронной плотности в металле приводит к квантованию энергии
этих колебаний:  ω 1 2 ,n рE n   где n = 0, 1, 2, ... .

При последовательном решении задачи взаимодействие между
электронами трактуется как результат обмена виртуальными кван-
тами плазменных колебаний с энергией hωp. Кванты плазменных
колебаний играют ту же роль, что и фотоны в вакууме. Как и фото-



83

ны, они обладают свойствами квазичастиц, поэтому их назвали плаз-
монами.

Движущийся в металле электрон непрерывно обменивается кван-
тами энергии ωр  с окружающими его электронами, поэтому егоо
энергия определена с точностью до энергии отдельного кванта: ΔE =
= ωр . Время , в течение которого происходит изменение энергии
электрона, можно оценить из соотношения неопределенностей:

.E ћ  

Отметим, что виртуальное изменение энергии электрона проис-
ходит в течение настолько малого времени, что экспериментально
исследовать виртуальные переходы электрона невозможно. Вместе
с тем важным следствием изложенной картины является связь ради-
уса действия сил между электронами с энергией кванта ω р , кото-
рыми обмениваются электроны в металле. В самом деле, за время

1 ,
p p

ћ ћ
E ћ

   
  

в течение которого происходит виртуальный обмен энергией между
двумя электронами, они могут разойтись на расстояние, не превы-
шающее

r0 = 2τVF,

где 2VF – относительная скорость электронов. Максимальным рас-
стояние r0 будет в том случае, когда электроны двигаются в противо-
положных направлениях (их скорости по величине близки к скорос-
ти Ферми). Имеем

2
30

0 0 2

4π2 2 1, ω ,
ω ω 3π

F F
p F

р р

n eV k
r n k

m m
    



 
2 2

2
0 2 2 2

0

4 13π .
4π

F

F

k mr
km n e me

 
 

                   (1.152)

Виртуальный плазмон не может распространиться на расстояние,
превосходящее r0. Следовательно, два электрона, обменивающиеся
плазмоном, не смогут провзаимодействовать, если расстояние меж-
ду ними заметно превышает r0.

Таким образом, радиус сил между электронами в плазме метал-
ла порядка r0. Оценим r0:

 2 2Б
Б 0 Б2 2

3ππ 1~ , ~ 3π ~ ~ 3 ~ .
πF

F

a a
k a a r a a a

a kme me
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Иными словами, электроны в металле на расстояниях, больших меж-
атомного, не взаимодействуют между собой.

Полученное выражение для r0 с точностью до множителя поряд-
ка единицы воспроизводит прежнюю формулу для длины экраниро-
вания взаимодействий между зарядами в электронной плазме метал-
ла. Два разных подхода дают одинаковый результат.

Интересно, что обычное взаимодействие электронов в вакууме,
с квантово-механической точки зрения, также связано с обменом
виртуальными фотонами. Аналогичный расчет радиуса сил взаимо-
действия между двумя электронами в вакууме дает оценку

0 ~ ,
ω
cr

где ω – частота виртуального фотона, c – скорость света. Поскольку
частоты виртуальных фотонов могут быть сделаны сколь угодно
малыми, радиус сил взаимодействия между электронами в вакууме
будет бесконечным. В полном соответствии с законом Кулона F ~ 1/r2,
сила взаимодействия между электронами в вакууме обращается в
нуль только при r . В металле частота каждого плазмона не мо-
жет быть меньше ωp, поэтому радиус сил взаимодействия электро-
нов в металле оказывается конечным.

Концепция взаимодействия квазичастиц одного сорта через про-
межуточные поля других квазичастиц общепринята в квантовой те-
ории поля, квантовой теории твердого тела и физике элементарных
частиц.

Реальные, а не виртуальные плазмоны, могут возникать в элект-
ронной плазме металла, например в случае, когда через металл про-
летают быстрые заряженные частицы (или поток частиц) с большой
энергией. Энергия, требуемая для возбуждения одного плазмона,
весьма велика и составляет величину порядка 10 эВ.

1.11. ПРИНЦИП ПАУЛИ И ПОДАВЛЕНИЕ ЭЛЕКТРОН-ЭЛЕКТРОННЫХ
СТОЛКНОВЕНИЙ В МЕТАЛЛАХ

В рамках модели динамического экранирования электрон-элект-
ронных взаимодействий частота электрон-электронных столкнове-
ний в металле остается высокой, поскольку кулоновское взаимодей-
ствие оказывается достаточно сильным даже при учете экранирова-
ния. Иными словами, эта модель не объясняет большую длину сво-
бодного пробега электронов в металле, которая, как правило, равна
~ 10–4 см. В металлах более существен другой механизм подавле-
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При упругих столкновениях электронов справедлив также закон
сохранения импульса. Учитывая, что для свободных электронов им-
пульс линейно связан с волновым вектором ( ),p k


  запишем закон

сохранения импульса в форме закона сохранения суммарного волно-
вого вектора электронов (см. рис. 1.44):

1 2 3 4 .k k k k  
   

                                 (1.154)

Можно показать, что учет (1.154) приводит к тому, что число элек-
тронов, способных к рассеянию, уменьшается еще в ε1/εF раз. Таким
образом, число электронов, с которыми возможно взаимодействие
электрона с энергией (εF + ε1) > εF, в (ε1/εF)

2 раз меньше общего числа
электронов, находящихся внутри сферы Ферми.

Рассмотрим случай, когда температура не равна абсолютному
нулю. Тогда ε1 по порядку величины будет равно kБT, что много
меньше, чем энергия Ферми. Оценим, какая часть электронов в этом
случае будет способной к рассеянию при комнатной температуре
(Т = 300 K). Полагая при оценке εF = 8 эВ, получаем

   
2

2 5 4
Б ε ~ 8.6 10 300К 8эВ ~ 10 .

KF
эВk T            (1.155)

Взаимодействие электронов между собой экранируется на рас-
стояниях порядка межатомного (a ~ 10–8 см). Следовательно, «раз-
мер» электрона будет порядка a, его поперечное сечение в этом слу-
чае – порядка a2. С учетом того, что не каждый электрон может яв-
ляться мишенью, находим площадь эффективного сечения электро-
нов:

 
22

Б~ ε .FS a k T                                 (1.156)

Оценим длину свободного пробега электрона, как это делается в
курсе общей физики. Будем считать общую концентрацию электро-
нов

n ~ a–3.                                          (1.157)

Каждый электрон движется практически свободно между столкно-
вениями.

Найдем объем цилиндра, который «заметает» электрон при сво-
бодном движении между двумя последовательными столкновения-
ми (рис. 1.46)

Vцил = Sl,
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где l – длина свободного пробега электрона.
Поскольку внутри объема Vцил движется только
один электрон, имеем

Sln = 1,

или, что то же самое,

l = 1/Sn.                                       (1.158)

Подставляя формулы (1.156) и (1.157) в (1.158), получаем оценочное
соотношение для длины свободного пробега электрона в металле:

l ~ (εF/kБT)2a >> a.

При комнатной температуре, используя формулу (1.155) и значе-
ние a ~ 10–8 см, находим l ~ 10–4 см.

Таким образом, принцип Паули дает ответ на центральный воп-
рос теории металлов: «Почему электроны в металле движутся прак-
тически свободно?»

1.12. КОНЦЕПЦИЯ ДЛИНЫ СВОБОДНОГО ПРОБЕГА ЭЛЕКТРОНОВ.
ПРОВОДИМОСТЬ И ТЕПЛОПРОВОДНОСТЬ МЕТАЛЛОВ.

ЗАКОН ВИДЕМАНА – ФРАНЦА

Высокие электропроводность и теплопроводность металлов свя-
заны с наличием электронов в самой высокой частично заполненной
энергетической зоне (в отличие от диэлектриков и полупроводни-
ков, где теплопроводность определяется решеткой). Эти явления
нельзя объяснить, считая, что потенциал, в котором находятся элек-
троны в металле, чисто периодический, потому что в таком потен-
циале волновые пакеты, сопоставленные электронам, двигаются сво-
бодно с постоянной групповой скоростью. Сопротивление и тепло-
проводность металлов является следствием неидеальности кристал-
лической решетки. Она содержит примеси и дефекты, кроме того,
периодичность кристалла нарушают колебания ионов решетки.

Мы не будем обсуждать полную квантово-механическую теорию
различных механизмов рассеяния электронов в металлах. Оказыва-
ется, многое можно понять и даже вывести явные формулы для про-
водимости и теплопроводности металлов, если просто предположить,

Рис. 1.46. Цилиндр, который «заметает» электрон при дви-
жении между столкновениями

1.12. Концепция длины свободного пробега электронов. ...
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что какие-то механизмы рассе-
яния существуют и полностью
характеризуются средним вре-
менем τ между столкновениями
электронов с рассеивателями
(приближение времени релакса-

ции). За единицу времени электрон может испытать столкновение с
вероятностью 1/τ. Время τ называют временем релаксации. Длина
свободного пробега электрона l, т. е. среднее расстояние, которое
проходит электрон в металле между столкновениями, связана с
τ соотношением

l = VFτ.                                       (1.159)

Отметим, что параметр τ может зависеть от температуры.
Исходя из сделанного предположения найдем прежде всего ко-

эффициент диффузии для электронов в металле.
Пусть концентрация электронов неоднородна вдоль оси Oz. За

счет градиента концентрации в направлении этой оси возникает сред-
ний поток частиц. Рассмотрим плоскость z = z0 (рис. 1.47).

Если бы все электроны двигались в одном направлении, то чис-
ло электронов, прошедших через единичную площадку плоскости
z = z0 за единицу времени, было бы равно

j = nVz.                                       (1.160)

Считая, что значение модуля вектора скорости всех электронов рав-
но VF, получаем выражение для z-компоненты вектора скорости:

Vz = VF cos θ.                                    (1.161)

Напомним, что диффузионный поток jD – это среднее число час-
тиц, проходящих через единичную площадку в единицу времени.
При диффузии скорости электронов различны по направлениям, по-
этому для получения диффузионного потока следует усреднить плот-
ность потока электронов (1.160) по направлениям скоростей элект-
ронов:

jD = nVz.                                    (1.162)

Пусть вектор скорости электрона лежит в пределах телесного угла
dΩ = sinθ dθ dφ. По определению, телесный угол dΩ характеризует-

Рис. 1.47. Движение электронов через
плоскость z = z0
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ся величиной площадки на единичной сфе-
ре. На рис. 1.48 эта площадка заштрихова-
на. Для малых углов она напоминает прямо-
угольник. Одна сторона прямоугольника
(sinθ dφ), а другая – dθ. Всей сфере соответ-
ствует полный телесный угол

π 2π

0 0

sinθdθ d dΩ 4π.    

Используя стандартную формулу теории вероятностей для отыс-
кания среднего значения и полагая, что из-за хаотичности теплового
движения различные направления скоростей электронов равноправ-
ны, получаем выражение

dΩ dΩ
.

4πdΩ

z z

D

nV nV
j   


                          (1.163)

Отметим, что значение концентрации электронов n нельзя брать
в точке z = z0, так как между столкновениями электрон движется
свободно, и последнее испытанное им столкновение, произошло
перед плоскостью z = z0 на расстоянии (z0 – Vzτ) от нее. Поэтому кон-
центрацию следует брать именно в этой точке:

0 0 0( τ) ( τcosθ) ( cosθ).z Fn z V n z V n z l               (1.164)

Подставляя формулы (1.161) и (1.164) в выражение для jD (1.163),
получаем

2 1

0 0

0 0 1

( cosθ)cosθsin θdθ d ( ) d .
4π 2

F F
D

V V
j n z l n z lx x x

 



      

Разложим функцию n(z0 – xl) в ряд Тейлора по степеням xl и
ограничимся первыми двумя слагаемыми разложения. Очевидно,
что первое слагаемое в подынтегральном выражении является не-
четной функцией переменной x и, следовательно, вклада в общий

1.12. Концепция длины свободного пробега электронов. ...

Рис. 1.48. Телесный угол dΩ
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интеграл не дает. Интеграл от второго слагаемого легко вычисля-
ется:

0

1

0

1

( ) ... d
2
F

D
z z

V nj n z lx x x
z 



      


0 0

1
2

1

d .
2 3

F F

z z z z

lV lVn nx x
z z 



    
 

В итоге находим

0

.
3

F
D

z z

lV nj
z 

 
                                (1.165)

Коэффициентом диффузии D называется множитель, стоящий
перед производной от концентрации:

2τ
,

3 3
F FlV V

D                                    (1.166)

где l – длина свободного пробега электрона (l = VFτ).
На основе изложенного подхода рассмотрим процессы переноса

заряда и тепла в металле. Их можно трактовать как частные случаи
диффузии под влиянием градиента электростатического потенциа-
ла или температуры.

Проводимость – это по существу диффузия электронов под дей-
ствием внешней силы ,F e E e   

  
 где  – потенциал электри-

ческого поля. Без ограничения общности ось Oz всегда можно со-
направить с вектором напряженности электрического поля и считать,
что (0,0, )E Е


 (рис. 1.49). Тогда выражение для плотности электри-

ческого тока примет вид

j = |e|jD.

Вспомним формулу для концентрации электронов и применим
ее в нашем случае:

(ε )ν(ε)dε,n f e




                              (1.167)

где f (ε) – функция распределения Ферми – Дирака; (ε – |e|φ) – энер-
гия электрона в электрическом поле; ν(ε) – плотность уровней энер-
гии в металле, разрешенных для электронов. В данное выражение
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зависимость от z входит только через потенциал .
В формуле (1.167) разложим функцию f (ε – |e|φ) в ряд Тейлора по
степеням –|e|φ, после чего продифференцируем все выражение по z:

(ε)
ν(ε)dε.

ε
fn e

z z





  
                           (1.168)

В формуле (1.168) мы оставили только первое отличное от нуля
слагаемое. Вычислим интеграл (1.168) приближенно путем разло-
жения в ряд Тейлора функции ν(ε) в окрестности точки ε = μ  εF

(μ – химический потенциал). Ограничиваясь первым слагаемым, по-
лучаем

(ε)
ν(ε)dε ν(ε ).

ε F
f






 


В результате имеем

ν(ε ) ,F
n e E
z
  


и, следовательно,

2ν(ε ) .F
nj e D De E
z
  


                         (1.169)

Множитель, стоящий в (1.169) перед напряженностью электричес-
кого поля E, по определению, является коэффициентом проводимо-
сти σ. В данном случае можно пренебречь анизотропией образца,
потому что мы используем модель почти свободных электронов.

Связь коэффициентов проводимости и диффузии

σ = e2Dν(εF)                                  (1.170)

называется соотношением Эйнштейна.
Подставляя коэффициент диффузии D в явном виде, получаем

еще одну формулу для проводимости:

2 21σ τν(ε ).
3 F Fe V                                 (1.171)

Аналогичным образом можно найти выражение для теплопро-
водности. Тепловой поток q вдоль оси Oz представляет собой энер-

Рис. 1.49. Движение электронов под действием электричес-
кого поля

1.12. Концепция длины свободного пробега электронов. ...
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гию, проходящую в единицу времени через единичную площадку
плоскости z = z0, усредненную по направлениям скоростей электро-
нов:

1 dΩ,
4π z

Wq V
V

                                 (1.172)

где W/V – энергия электронов в единице объема металла.
Предполагая, что энергия W = W(T) зависит от координат только

благодаря тому, что от них зависит температура, проведем разложе-
ние в ряд Тейлора, ограничиваясь первыми двумя слагаемыми. Значе-
ние температуры, как уже ранее отмечалось, берем не в точке z = z0,
а в смещённой на Vzτ = l cosθ точке:

0

0 0( ( cosθ)) ( ( )) cosθ ... .
z z

W TW T z l W T z l
T z 

    
 

Подставляем формулу (1.161) и полученное выше выражение в
(1.172). В результате интегрирования находим

0

0
1 ( ( )) cosθ cosθdΩ

4π F
z z

W Tq W T z l V
V T z 

       


 
0 0

2

const

1 1 1 τ ,
3 3F F V

V z z z z

W T TlV V c
V T z z  

          

где  
const

1
V

V

Wc
V T 




 является удельной теплоемкостью металла при

постоянном объеме.
Коэффициент теплопроводности κ равен множителю при про-

изводной от температуры:

21κ τ .
3 F VV c                                    (1.173)

Любопытно, что в точности такую же формулу для κ впервые
получил Друде в рамках классической физики в модели свободного
электронного газа металлов. Только в формуле Друде под 2

FV  подра-
зумевался средний квадрат тепловой скорости электронов 2

TV . Клас-
сическая физика, конечно, не дает правильных величин ни для 2

FV ,
ни для теплоемкости cV. Поразительный успех Друде связан с тем
обстоятельством, что он дважды «удачно» ошибся в 100 раз, и эти
ошибки скомпенсировали друг друга. При комнатной температуре
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реальный вклад электронов в теплоемкость в 100 раз меньше вычис-
ленного в рамках классической физики, а реальный средний квадрат
скорости электрона 2

FV  в 100 раз больше 2
TV . Этот курьез, однако,о,

стимулировал бурное развитие модели свободных электронов для
металлов сначала в рамках классической физики, а после того, как
ошибки вскрылись и накопились противоречия, в рамках квантовой
теории.

Используя квантово-механическое выражение для электронной
теплоемкости металла

2 2
Бπ

ν(ε ),
3V F

k T
c 

получаем окончательное выражение для коэффициента теплопровод-
ности металла:

2
2 2
Б

πκ τν(ε ).
9 F Fk TV                               (1.174)

Сравнивая выражения для σ (1.171) и κ (1.174), получаем инте-
ресный результат:

2 2 2 2 2
Б Б

2 2 2

τν(ε ) π 9 πκ .
σ τν(ε ) 3 3

F F

F F

k TV k
T e V T e
                      (1.175)

Любопытно, что правая часть выражения представляет собой ком-
бинацию фундаментальных констант и не содержит никаких харак-
теристик конкретного металла. В частности, в полученное отноше-
ние не входят время релаксации τ, зависимость которого от темпера-
туры нам неизвестна без детальных расчетов. Формула (1.175) но-
сит название закона Видемана – Франца, а константа в ее правой
части называется постоянной Лоренца.

В случае свободных электронов

2
3ν(ε ) , ε ,
2ε 2

F
F F

F

mVn 

тогда формулы для σ и κ принимают вид

2 τ π τσ , κ .
3

e n n T
m m

 

Хотя эти формулы и не относятся к реальным металлам, они полез-
ны для оценок.

Поучительно воспроизвести вывод Друде для электропроводно-
сти в рамках классической физики в модели свободных электронов.

1.12. Концепция длины свободного пробега электронов. ...
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Друде считал, что при наличии электрического поля E


 электрон в
металле движется как материальная частица в соответствии со вто-
рым законом Ньютона:

d .
d τ
V mVm e E
t
  

 

Второе слагаемое в правой части – это некоторая сила трения, моде-
лирующая уменьшение импульса электрона в результате его взаимо-
действия с рассеивателями.

В стационарном состоянии d 0,
d
V
t


 
 поэтому скорость дрейфа

электронов в проводнике

дрейф

τ
.

e E
V

m
 




Тогда для плотности тока проводимости имеем

2

дрейф
τ σ ,e nj e nV E E

m
   

  

2 τσ .e n
m



Формула для коэффициента проводимости оказалась идентич-
ной найденному нами ранее выражению. Здесь мы имеем дело с тон-
ким и противоречивым проявлением принципа соответствия между
классической и квантовой физикой. Совпадение некоторых резуль-
татов неслучайно. Многие черты динамики волновых пакетов, соот-
ветствующих электронам в металле, действительно можно описать
в рамках квазиклассических уравнений движения. Только эти урав-
нения редко совпадают с ньютоновскими.

Замечания.
1. Для металлов с примесями концепция одного времени релак-

сации τ хорошо работает в области низких температур (T < 10 K).
В этом интервале температур основным механизмом рассеяния элек-
тронов являются их упругие столкновения с примесями. В этой об-
ласти температур время релаксации τ не зависит от температуры,
как и проводимость σ, а теплопроводность κ меняется прямо про-
порционально температуре. Закон Видемана – Франца здесь хорошо
выполняется.

2. С повышением температуры все более интенсивно начинает
проявляться рассеяние электронов на тепловых колебаниях ионов
решетки. Одного времени релаксации для описания двух разных
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процессов переноса тепла и заряда становится недостаточно. Зави-
симости κ и σ от температуры становятся сложными. В интервале
температур (10 – 100 K) преобладает неупругое рассеяние электро-
нов на колебаниях ионов решетки. Закон Видемана – Франца нару-
шается.

3. При более высоких температурах рассеяние электронов на ко-
лебаниях ионов решетки вновь становится упругим и закон Видема-
на – Франца снова выполняется.

4. Процессы электрон-электронного рассеяния могут быть важ-
ны только для очень чистых металлов и при низких температурах.
При таких условиях можно ввести одно время релаксации для про-
цессов переноса тепла и заряда и применить изложенную выше тео-
рию. Рассеяние электронов на электронах происходит на фоне пери-
одической решетки. Можно показать, что в этом случае закон сохра-
нения суммарного волнового вектора электронов как следствие за-
кона сохранения импульса утрачивает свою справедливость и транс-
формируется в утверждение

1 2 3 4 ,k k k k K   
    

где K


 – произвольный вектор обратной решетки. При рассеянии
электронов происходит «перебрасывание» их волновых векторов в
другие зоны Бриллюэна, поэтому электрон-электронные столкнове-
ния не являются упругими. Хотя электрон-электронные столкнове-
ния являются неупругими и время релаксации зависит от температу-
ры: τ ~ T –2, закон Видемана – Франца выполняется и в чистых метал-
лах.

Подведем итог. Теплопроводность и сопротивление для большин-
ства нормальных металлов (не сверхпроводников) определяются в
основном электронами, находящимися в самой высокой частично
заполненной энергетической зоне. Зависимости κ и σ от температу-
ры сложны и отражают разные механизмы рассеяния электронов при
различных температурах. Существует конечный интервал темпера-
тур, в котором рассеяние электронов на колеблющихся ионах решетки
не может быть описано в рамках одного времени релаксации. Ти-
пичные кривые электросопротивления R ~ 1/σ и теплопроводности
κ как функции температуры показаны на рис. 1.50 и 1.51.

Анализ экспериментальных данных приводит к следующим об-
щим выводам.

1. Решетка кристалла по-разному проявляет себя при T > TD и
при T < TD. Характерная для решетки температура TD – дебаевская
температура – будет введена позднее.

1.12. Концепция длины свободного пробега электронов. ...
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2. Изложенная упрощенная теория с одним временем релакса-
ции τ правильно описывает только область низких температур, где
τ = const, и область высоких температур, где τ ~ T –1. Зависимости
сопротивления R и коэффициента теплопроводности κ от темпера-
туры видны из графиков. Линейная зависимость сопротивления от
температуры (R ~ T) и постоянство коэффициента теплопроводнос-
ти (κ = const) наблюдаются при T  TD, где определяющим является
рассеяние электронов на колеблющихся ионах решетки.

1.13. ПОЛУКЛАССИЧЕСКАЯ ДИНАМИКА ЭЛЕКТРОНОВ В КРИСТАЛЛЕ

Обобщение теории свободных электронов Зоммерфельда на слу-
чай наличия произвольного периодического потенциала, сделанное
Блохом, получило название полуклассической модели.

Рассмотрим волновой пакет, построенный из блоховских волно-
вых функций электрона в кристалле:

iΨ ( , ) ( ) ( )exp i ε ( ) ,n nnk
k

r t g k u r k r k t




     
   



    
             (1.176)

где ( ) 0,g k 


 при ,k k k  
 

 k


 – волновой вектор, вблизи которогоо
сосредоточен волновой пакет в обратном пространстве. Все k


 ле-

жат в пределах области радиусом | |k k 


 с центром в точке с ра-
диус-вектором k


. Будем считать, что | |k


, в свою очередь, многоо

Рис. 1.50. Зависимость сопротивления R от температуры T

Рис. 1.51. Зависимость теплопроводности κ от температуры T
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меньше размеров зоны Бриллюэна:

1 .k k
a

                                     (1.177)

При таких условиях весь пакет движется как единое целое с группо-
вой скоростью:

ε ( )1 ,n
n

k
V

k










                                   (1.178)

а его ширина в обратном пространстве имеет вид

1~ .r
k




                                      (1.179)

Из (1.177) и (1.179) следует, что

Δr >> a,                                        (1.180)

т. е. размер волнового пакета (области, в которой локализована фун-
кция Ψn) много больше межатомного расстояния. Волновой пакет,
волновой вектор которого определен в интервале, малом по сравне-
нию с размерами зоны Бриллюэна, «размазан» по большому числу
элементарных ячеек в реальном пространстве.

Пусть электромагнитное поле медленно меняется в пределах вол-
нового пакета (рис. 1.52):

λ ~ ~ .
B E

r a
B x E x

  
   

 

                     (1.181)

При сформулированных условиях, используя полуклассическую
модель, можно рассчитать, как под влиянием внешних электричес-
кого и магнитного полей движется пакет, т. е., как изменяются вол-
новой вектор k


, центр пакета r


 и номер зоны со временем. Такие

предсказания можно делать исходя лишь из знания функции ε ( )n k


,
без использования какой-либо дополнительной информации о пери-
одическом потенциале решетки.

В полуклассической модели функции ε ( )n k


 считаются извест-
ными и метод их расчета не указывается. Это тонкий момент. Дело в
том, что для определения ε ( )n k


 нужно либо провести эксперимент,,

либо все же решить уравнение Шредингера

2

( ) Ψ ε ( )Ψ
2 nnk nk

U r k
m

 
     

 


                    (1.182)

1.13. Полуклассическая динамика электронов в кристалле
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с потенциалом ( )U r


, меня-
ющимся на расстояниях
порядка постоянной ре-
шетки.

Полуклассическая мо-
дель представляет лишь ча-
стично классический пре-

дел: классически рассматривает внешние поля, но не периодическое
поле кристалла.

Координаты, волновой вектор электрона и номер зоны меняются
со временем согласно следующим законам.

1. Номер зоны есть интеграл движения (вообще не меняется).
Полуклассическая модель пренебрегает возможностью межзонных
переходов. Это означает, что любая зона содержит фиксированное
число электронов.

2. Изменения со временем координат и волнового вектора k


 элек-
трона с данным номером зоны n определяются следующими уравне-
ниями движения:

ε ( )1( ) ,n
n

k
r V k

k


 




 
                              (1.183)

1( ( , ) [ ( ) ( , )]).nk e E r t V k B r t
c

   
    
                 (1.184)

Обратим внимание на то обстоятельство, что на электрон в кри-
сталле действуют силы со стороны как решетки, так и внешних по-
лей B


 и E


. В уравнениях (1.183), (1.184) результирующее движе-е-
ние электрона определяется только внешними силами. Силы со сто-
роны решетки уже учтены функцией ε ( )n k


, которая играет роль ки-

нетической энергии электрона в периодическом поле кристалла.
Именно поэтому уравнения (1.183), (1.184) не имеют форму второго
закона Ньютона.

3. Волновой вектор электрона определяется с точностью до сла-
гаемого, равного вектору K


 обратной решетки. Обозначения

, , и , , ( )n r k n r k K
   

 представляют собой два абсолютно эквивалент-
ных способа описания одного и того же электрона. При термодина-

Рис. 1.52. Соотношения характер-
ных масштабов в полуклассичес-

кой модели

x

Ширина волнового
пакета

Постоянная решетки

Длина волны внешнего поля
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мическом равновесии вклад в электронную концентрацию от элек-
тронов из n-й зоны с энергиями, лежащими в интервале от ε до
(ε + dε), определяется обычным распределением Ферми – Дирака:

1
3

3
Б

ε ε( ) ε dε

ε( ) μdν(ε) (ε)dε exp 1 .
4π

k

kN kf
V k T



  

       
  






   
(1.185)

В случае термодинамического равновесия энергетические зоны,
которые находятся выше энергии Ферми на величину, большую по
сравнению с (εF + kБT), оказываются пустыми, а зоны с энергией,
меньшей (εF – kБT), – полностью заполненными электронами. По этой
причине при теоретическом описании физических свойств реальных
металлов и полупроводников нужно учитывать небольшое число зон
и электронов.

Пределы применимости полуклассической модели

В пределе нулевого потенциала ( )U r


 в уравнении Шредингера
(1.179) справедливость полуклассической модели должна нарушать-
ся, поскольку тогда электрон оказывается свободным. В однород-
ном и постоянном электрическом поле свободный электрон может
непрерывно увеличивать свою кинетическую энергию за счет элект-
ростатической потенциальной энергии. Однако полуклассическая
модель запрещает межзонные переходы и требует, чтобы энергия
электрона оставалась ограниченной пределами той зоны, в которой
электрон находился первоначально. Следовательно, полуклассичес-
кую модель можно применять лишь тогда, когда амплитуда меж-
атомного периодического потенциала превышает некоторое мини-
мально допустимое значение.

Ограничения, налагаемые на амплитуды медленно меняющихся
внешних электрического и магнитного полей, имеют вид

2[ε ( )]
| | ,

ε
g

F

k
e Ea 



                               (1.186)

2[ε ( )]| |
.

ε
g

F

ke B
mc






                              (1.187)

Доказательство этих условий приведено, например, в книге Аш-
крофта и Мермина [2].

1.13. Полуклассическая динамика электронов в кристалле
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Замечания.
1. Длина a имеет порядок постоянной решетки.
2. Энергия Ферми εF отсчитывается от дна рассматриваемой энер-

гетической зоны, ε ( )g k


 – это разность между энергией ε ( )n k


 и бли-
жайшей энергией ε ( )n k


 в той же точке k-пространства, но в другой

зоне:

ε ( ) min ε ( ) ε ( ) , 1.g n n
n

k k k n n


   
  

3. Условие (1.186) никогда не нарушается в металлах, но может
нарушаться в полупроводниках и в диэлектриках, где можно создать
огромные электрические поля. Тогда электроны под воздействием
поля будут совершать межзонные переходы. Такой эффект называ-
ют электрическим пробоем.

4. Условие (1.187) нарушить не столь сложно. При этом электро-
ны в процессе своего движения могут не следовать траекториям,
определяемым полуклассическими уравнениями. Такой эффект на-
зывают магнитным пробоем.

5. Необходимо также потребовать, чтобы частота полей была
малой:

hω << εg,                                      (1.188)

в противном случае отдельный фотон может обладать достаточной
энергией, чтобы вызвать межзонный переход.

6. Ограничение на длину волны приложенных полей

λ >> a                                         (1.189)

необходимо, чтобы сопоставление волнового пакета электрону во-
обще имело смысл.

1.14. ОБОСНОВАНИЕ ПОЛУКЛАССИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ
ДВИЖЕНИЯ. ГАМИЛЬТОНОВА ФОРМУЛИРОВКА.

ТЕОРЕМА ЛИУВИЛЛЯ

Постараемся обосновать справедливость полуклассических урав-
нений движения:

1) 
ε ( )1 .n

n

k
r V

k


 




 


Данное уравнение эквивалентно утверждению, что скорость полу-
классического электрона есть групповая скорость сопоставленного
ему волнового пакета.
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2) 1| | ( ( , ) [ ( ) ( , )]).nk e E r t V k B r t
c

   
    


Покажем, что это уравнение хотя бы непротиворечиво.
Данное уравнение выглядит вполне правдоподобным в случае

постоянного электрического поля, так как тогда оно простейшим
способом обеспечивает сохранение энергии. Действительно, если
поле задано выражением ,E  

 
 то каждый волновой пакет дол-

жен двигаться так, чтобы энергия электрона ε ( ( )) | | ( ( ))n k t e r t   

 
 ос-

тавалась постоянной. Производная по времени от этой энергии рав-
на нулю:

ε
| | 0.n k e r

k


    



                                (1.190)

Заменив 
εn

k




  на ,r

  получим

| | 0,r k e r   
   

или, что то же самое:

| | 0.r k e E   
  

                                   (1.191)

Равенство (1.191) выполняется при

| | .k e E 
 
                                     (1.192)

Мы получили не что иное, как уравнение (1.184) в отсутствии
магнитного поля. Однако выполнение уравнения (1.192) не является
необходимым условием для сохранения энергии, поскольку выра-
жение (1.191) остается равным нулю и при добавлении к (1.192)
любого вектора, перпендикулярного вектору .r

  Доказательство жее
того, что единственным дополнительным членом может быть

( ) ( , )ne V k B r t с   

  
 и что получающееся уравнение должно выпол-

няться также и для полей, зависящих от времени, представляет труд-
ную задачу и будет нами опущено.

Полуклассические уравнения движения (1.183) и (1.184) могут
быть записаны в компактной гамильтоновой форме:

, ,H Hr p
p r

   
 

                                 (1.193)

где гамильтониан для электрона из n-й зоны имеет вид

| |1( , ) ε ( , ) | | ( , ).n
e

H r p p A r t e r t
c

         

    
            (1.194)

1.14. Обоснование полуклассических уравнений движения. ...
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Поля B


 и E


 выражаются через векторный и скалярный потенци-
алы:

1rot ,AB A, E
c t
  


  
                       (1.195)

а переменная k


, входящая в уравнения (1.183) и (1.184), определя-
ется следующим образом:

| |
( , ).

e
k p A r t

c
 
  
                               (1.196)

Заметим, что в гамильтоновой формулировке канонический им-
пульс p


 не совпадает с квазиимпульсом электрона в металле k


 , а

имеет вид
| |

( , ).
e

p k A r t
c

 
  
                               (1.197)

Поскольку полуклассические уравнения движения для электро-
на имеют гамильтонову форму, справедлива теорема Лиувилля.

Теорема Лиувилля. С течением времени области в шестимер-
ном фазовом пространстве ( , )r p

 
 могут претерпевать лишь такую

эволюцию, которая сохраняет их объемы.
Вектор k


  отличается от p


 лишь на добавочный вектор, кото-о-

рый не зависит от p


 (1.196). Поэтому любая область в ( , )r p
 

-про-
странстве имеет тот же объем, что и в ( , )r k


 -пространстве. Это оз-

начает, что если мы возьмем любую область 
0t

  в пространстве ( , )r k


в момент времени t0 и рассмотрим в произвольный момент времени
t1 > t0 множество точек 

1t
 , в которое переходят точки области 

0t
 ,

согласно полуклассическим уравнениям движения, то объемы обла-
стей 

0t
  и 

1t
 совпадут (рис. 1.53):

0 1
(Ω ) (Ω ).t tV V

Обсудим, к чему это приводит для полностью заполненных элек-
тронами энергетических зон. Для полностью заполненной энергети-
ческой зоны концентрация электронов, волновые векторы которых

лежат в пределах объема 3d k


 обратного пространства, равна 
3

3
d
4π

k


(так как функция распределения Ферми – Дирака f = 1). Поэтому
число электронов в малом объеме 3d r


 координатного пространстваа

3 3
3

1d d d .
4π

N k r
 

                               (1.198)
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Здесь 3 3d dk r
 

 – элемент объема в
шестимерном фазовом простран-
стве ( , )r k


, в котором находятся

точки, соответствующие состояни-
ям электронов. Согласно теореме
Лиувилля, при движении опреде-
ленного числа точек (dN = const) их
фазовый объем остается неизмен-
ным: 3 3d d constk r 

 
. Отсюда следует, что при движении электронов,

согласно полуклассическим уравнениям движения, плотность точек,
соответствующих состояниям этих электронов в ( , )r k


-пространстве,

не меняется:

33 3
d 1 const.

4πd d
N

k r
  

С точки зрения полной квантово-механической теории, это ут-
верждение следует прямо из принципа Паули. Плотность точек,
соответствующих состояниям электронов из полностью заполнен-
ной зоны в фазовом пространстве, не может увеличиваться, по-
скольку каждый уровень содержит максимально допустимое прин-
ципом Паули число электронов. Мы запретили межзонные пере-
ходы, поэтому электроны не могут также покинуть пределы сво-
ей зоны. Следовательно, плотность точек, изображающих состо-
яния электронов в полностью заполненной зоне, не может умень-
шиться.

Таким образом, квазиклассические уравнения движения элек-
трона согласованы с принципом Паули. Полуклассическая мо-
дель не противоречит более фундаментальной квантовой теории
и ее можно использовать вместо полной квантово-механической
теории.

1.15. ОТСУТСТВИЕ ВКЛАДА В ЭЛЕКТРИЧЕСКИЙ ТОК И ПОТОК
ТЕПЛА ОТ ЭЛЕКТРОНОВ ИЗ ПОЛНОСТЬЮ ЗАПОЛНЕННЫХ ЗОН

Для начала докажем справедливость следующей вспомогатель-
ной теоремы.

Рис. 1.53. Полуклассические траектории в
x, k-пространстве (одномерный случай)

1.15. Отсутствие вклада в электрический ток и поток тепла ...
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Пусть ( )f k


 – произвольная функция с периодичностью решетки
в обратном пространстве: ( ) ( ),f k K f k 

 
 тогда имеем

 3d 0,

bV

k f k
k
 

 


                              (1.199)

где интегрирование ведется по первой зоне Бриллюэна Vb.
Поскольку Vb – примитивная ячейка обратной решетки, для лю-

бого вектора k


 имеем:
3( ) d ( ) const .

bV

I k k f k k   
   

                      (1.200)

Продифференцируем равенство (1.200) по k


. После этого в по-
дынтегральном выражении заменим дифференцирование по k


 на

дифференцирование по k


:

3d ( ) 0.

bV

k f k k
k
  

  


                            (1.201)

Вычислив это выражение при 0,k 


 получим

3 ( )
d 0,

bV

f k
k

k










что и требовалось доказать.
Теперь рассчитаем вклад электронов в электрический ток. Элек-

троны заполненной зоны, волновые векторы которых занимают об-

ласть k-пространства объемом 3d k


, дают вклад 
3

3
d
4π

k


 в полную кон-

центрацию электронов. Если умножить это значение на   | | ,ne V k


то вклад этих электронов в плотность электрического тока будет

  
3

3
3 3

ε| |d 1d | | d .
4π 4π

n
e n

ekj e V k k
k


   



  


              (1.202)

Вклад всех электронов из полностью заполненной энергетичес-
кой зоны в плотность тока дает интеграл от выражения (1.202), кото-
рый равен нулю в силу доказанной ранее теоремы:

3
3

ε ( )| |
d 0.

4π
b

n
e

V

ke
j k

k
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Функция ( )k


 периодична в обратной решетке, а интегрирование
ведется по всей зоне Бриллюэна.

Аналогичным образом, поток тепла, переносимый электронами
полностью заполненной зоны, также равен нулю:

3 3 2
3 3

1 1d ( )ε ( ) d ε ( ) 0.
4π 8π

b b

q n n n

V V

j k V k k k k
k
  
 

    


       
(1.203)

Таким образом, при расчете электрических характеристик твер-
дого тела необходимо учитывать только частично заполненные зоны.
Это объясняет возникновение загадочного параметра теории метал-
лов – числа электронов проводимости. Проводимость обусловлена
лишь электронами из частично заполненных зон.

Заметим, что тождество

3d ( ) 0

в

n

V

k V k 
 

                                 
 (1.204)

справедливо даже тогда, когда не на всех уровнях энергии реально
имеются электроны. Равенство нулю интеграла (1.204) связано лишь
с тем обстоятельством, что ( ) ε ( ) ,n nV k k k  

  
  где ε ( ) ε ( ).n nk K k 

 

1.16. ДЫРКИ

Один из самых впечатляющих результатов полуклассической
модели – объяснение явлений, которые можно было бы описать в
рамках теории свободных электронов, лишь предположив, что но-
сители тока имеют положительные заряды.

Чтобы понять, почему квазичастицы в металлах и полупро-
водниках иногда могут давать такой вклад в ток, как если бы
они были положительно заряжены, нужно учесть три обстоятель-
ства.

1. Далее все вычисления приведены при нулевой температуре,
так что функция распределения Ферми – Дирака ( )f k


 сводится к

ступеньке. Тогда вклад электронов из энергетической зоны с но-
мером n в плотность электрического тока определяется форму-
лой

заполн.
уровни

3 3
3 3

| | | |
d ( ) ( ) d ( ) 0,

4π 4π
n n n

e e
j k f k V k k V k     

     

      
(1.205)

1.16. Дырки
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где интегрирование ведется только по заполненным уровням энер-
гетической зоны. Учитывая, тождество (1.204)

заполн. незаполн.
уровни уровни

3 3d ( ) d ( ) 0,n nkV k kV k  
    

                    (1.206)

выражение (1.205) можно переписать в эквивалентной форме:

незаполн.
уровни

3
3

| |
d ( ).

4π
n n

e
j k V k 

 

                          (1.207)

Следовательно, ток, получаемый при заполнении электронами
определенной совокупности уровней, в точности совпадает с тем,
который можно получить, если оставить эти уровни незаполненны-
ми и заполнить все остальные уровни в зоне Бриллюэна частицами с
массами, равными массе электрона, но с положительным зарядом.

Таким образом, хотя единственными реальными носителями за-
ряда являются электроны, можно, когда это удобно, считать, что ток
полностью переносится фиктивными частицами с положительным
зарядом, заполняющими те уровни в зоне, которые не заняты элект-
ронами. Подобные фиктивные частицы называют дырками.

Для одной и той же зоны нельзя одновременно применять оба
способа описания происходящих в ней процессов (электронный и
дырочный). В каждой конкретной задаче следует выбирать наибо-
лее удобный способ.

2. Под влиянием внешних электромагнитных полей незаполнен-
ные уровни в зоне эволюционируют так, как если бы они были заня-
ты реальными электронами:

ε ( )1 ,n
n

k
r V

k


 




 
                                (1.208)

      1| | , , .nk e E r t V k B r t
c
    
 

    


Дело в том, что при заданных начальных условиях уравнения
(1.208) описывают определенные траектории вне зависимости от
того, есть электроны на уровнях ε ( )n k


 или нет. При этом получен-

ные траектории не пересекаются. Следовательно, если в начальный
момент разделить все траектории на занятые электронами и пустые,
то это разделение сохранится и в последующие моменты времени.
Получили утверждение, эквивалентное результату классической ме-
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ханики, где положение и им-
пульс частицы в произволь-
ный момент времени полнос-
тью определяют траекторию
ее движения.

Эволюция как занятого,
так и незанятого уровней пол-
ностью характеризуется ви-
дом траектории. Траектория,
в свою очередь, зависит толь-
ко от формы полуклассичес-
ких уравнений, а не от того,
имеется ли в действительности на данной траектории электрон или
нет (рис. 1.54).

3. Поэтому, чтобы определить поведение дырки, достаточно ус-
тановить, как реагирует на приложенные поля электрон. Движение
его определяется полуклассическим уравнением

1| | ( ( , ) [ ( ) ( , )]).nk e E r t V k B r t
c

   
    
                 (1.209)

Возможны два варианта:

а) d
d
Vk
t




 – решение квазиклассических уравнений движения

соответствует движению свободной частицы с отрицательным заря-
дом;

б) d
d
Vk
t




 – решение квазиклассических уравнений соответству-

ет движению положительно заряженной частицы.
Вторая возможность реализуется лишь тогда,

когда k


 – волновой вектор незаполненного уров-
ня («дырки»). В конечном счете, это объясняется
тем, что незанятые электронами уровни («дыр-
ки») часто находятся вблизи вершины валентной
зоны (рис. 1.55). Поясним утверждение.

1.16. Дырки

Рис. 1.54. Схематическое изображе-
ние траекторий в фазовом простран-

стве
Занятая область

в момент t

Занятая область
в момент t = 0

Рис. 1.55. Заполнение энергетических уровней электронами
и дырками в одномерном кристалле
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Пусть при 0k k
 

 энергия зоны ( )k


 имеет максимум. При значе-
ниях k


, достаточно близких к 0k


, можно разложить функцию ( )k


 в

ряд по степеням 0( )k k
 

 и оставить первые члены разложения:

0
0

3 3 2

0 0 0 0

1 , 1

ε 1 εε( ) ε( ) ( ) ( ) ( ) .
2i i j

i i jk ki i j k k

k k k k k k k k
k k k

  

      
    

 

 

В точке максимума 
0

ε 0
k k

k


   


 и линейный по 0( )k k

 
 член

исчезнет. Для простоты предположим, что точка с радиус-вектором

0k


 обладает высокой симметрией:

0

2ε 2 δ .ij
i j k k

A
k k



  
   

Поскольку в точке с радиус-вектором 0k


 функция ( )k


 имеет макси-
мум, то A > 0. Тогда

2
0 0ε( ) ε( ) ( ) .k k A k k  

   
                          (1.210)

Обычно определяют положительную величину m* с размерностью
массы, полагая, что

2

* ,
2

A
m

                                        (1.211)

тогда
2

2
0 0*ε( ) ε( ) ( ) .

2
k k k k

m
  
   

                         (1.212)

Для состояний электрона с волновыми векторами вблизи 0k


 спра-
ведливо соотношение

0*
1( ) ( )V k k k

mk
   


   


и, следовательно,

* ,V k
m

 
  

                                    (1.213)

т. е. ускорение электрона противоположно k


. С учетом (1.213) при-
ведем уравнение движения (1.209) к виду

*1| | ( [ ]) .nk e E V B m V
c

     
     
                   (1.214)
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Получили, что отрицательно заряженный электрон реагирует на дви-
жущие его поля так, как если бы он имел отрицательную массу –m*.
Поменяв знак в обеих частях уравнения, можно с тем же успехом
считать, что это уравнение описывает движение положительно заря-
женной частицы с положительной массой m*:

* 1| | ( [ ]).nm V e E V B
c

  
   

                         (1.215)

Мы исходили из утверждения, что поведение дырки во внешних по-
лях совпадает с поведением электрона, если бы он находился на не-
занятом уровне. Согласно полученному результату (1.215), дырки
ведут себя подобно обычным частицам с положительным зарядом.
Величину m*, определяющую динамику дырок вблизи точек макси-
мума зоны с высокой симметрией, принято называть дырочной эф-
фективной массой.

Требование, чтобы незанятые уровни лежали вблизи точки мак-
симума зоны с высокой симметрией, можно значительно ослабить.
Рассмотрим ситуацию общего положения, когда

0

3 2

0 0 0

, 1

1 εε( ) ε( ) ( ) ( ) .
2 i j

i ji j k k

k k k k k k
k k

 

   
 

 

 

          (1.216)

Пусть 0k


 – точка локального максимума функции ( )k


, тогдада

0

3 2

, 1

ε 0, , 0.i j i j
i ji j k k

s s s s
k k

 

   
                       (1.217)

Вычислим групповую скорость волнового пакета, сопоставлен-
ного квазичастице с энергией (1.216):

 
0

3 2

0

1

1 ε 1 ε .i j
i ji j k k

V k k
k kk  

        


 


 

Поскольку решения квазиклассических уравнений ведут себя
по-разному при разных относительных направлениях k


 и V
 , то мож-ж-

но предположить, что характер поведения квазичастицы будет зави-
сеть от величины угла между вектором k

  и ускорением V
 . В силу

(1.217), вблизи локального максимума функции ( )k


 выполняется
следующее условие:

0

3 2

, 1

1 ε 0,i j
i ji j k k

k V k k
k k

 

  
   

    
                      (1.218)

1.16. Дырки
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т. е. угол между векторами k


 и V
  тупой. Следовательно, когда вол-л-

новой вектор квазичастицы (дырки) остается вблизи некоторой ок-
рестности точки максимума функции ( )k


, дырка реагирует на вне-

шние поля так, как если бы имела положительный заряд.
Когда мы находимся вблизи локального минимума функции ( )k


,

аналогичные вычисления дают 0.k V 
    Иными словами, описание

динамики квазичастицы вблизи дна зоны проводимости с помощью
тех же полуклассических уравнений движения приводит к траекто-
рии, которая характерна для отрицательного заряда (электрона).

В общем случае, вблизи экстремумов функции ( )k


 полезно вве-
сти понятие тензора эффективной массы:

 
0 0

2
1

2
1 ε 1 .i

ij i j jk k k k

V
M

k k k


 

   
                     (1.219)

Знак в данном выражении выбирается исходя из характера экстре-
мума: если экстремум – локальный максимум, то выбираем «–» (тен-
зор описывает дырки), если минимум – выбираем «+» (электроны).
В обоих случаях тензор эффективной массы Mij положительно опре-
делен:

3

, 1

0, , 0.ij i j i j

i j

M x x x x


                          (1.220)

Поскольку

 1 ,V M k 
 


уравнение движения принимает вид

 1| | ( [ ]),MV e E V B
c

  
   
                         (1.221)

где знак «–» выбирается для электронов, а знак «+» – для дырок.
Мы получили линейное уравнение, напоминающее по форме

уравнение Ньютона, где вместо массы стоит тензорная величина.
Такие уравнения довольно точно описывают динамику электронов
и дырок в полупроводниках. Это следствие характерного для полу-
проводников заполнения уровней энергии, которое представлено на
рис. 1.56.

Ширина запрещенной зоны εg в собственных полупроводниках
мала, поэтому в результате теплового возбуждения заметная доля
электронов может перейти из самой верхней полностью заполнен-
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ной зоны, так называемой валентной,
в следующую незаполненную зону –
зону проводимости.

Пустые от электронов места –
«дырки» в валентной зоне – находят-
ся вблизи локального максимума фун-
кции ( )k


, и поэтому реагируют на

внешние поля как положительные за-
ряды. Электроны находятся вблизи локального минимума функции

( )k


 и движутся во внешних полях как отрицательные заряды.

1.17. ПОЛУКЛАССИЧЕСКОЕ ДВИЖЕНИЕ ЭЛЕКТРОНОВ КРИСТАЛЛА
В ПОСТОЯННЫХ ЭЛЕКТРИЧЕСКОМ И МАГНИТНОМ ПОЛЯХ

I. Движение электронов в электрическом поле. Рассмотрим
движение электронов в кристалле при наличии постоянного элект-
рического поля:

const, 0.E B 
 

                               (1.222)

В таком поле полуклассические уравнения движения приобретают
вид

ε ( )1 ,n
n

k
r V

k


 




 
                                (1.223)

.k e E 
 
                                      (1.224)

Интегрируя уравнение (1.224), получаем

( ) (0) .
e E

k t k t 


 


                               (1.225)

Как видим, за время t волновые векторы всех электронов приоб-
ретают одинаковое смещение, независимо от того, заполненной или
незаполненной зоне принадлежат их начальные состояния (0)k


. Этоо

согласуется с утверждением, что полностью заполненная электро-
нами энергетическая зона не создает электрического тока (см. дока-
зательство утверждения). Возможность одинакового сдвига волно-

Рис. 1.56. Характерное для полупроводников
заполнение энергетических уровней (одно-

мерный кристалл)

Зона
проводимости

Валентная
зона

1.17. Полуклассическое движение электронов кристалла ...
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вых векторов всех электронов в полностью заполненной энергети-
ческой зоне без создания токовой конфигурации кажется странной с
точки зрения классической физики.

Для понимания, почему это имеет место в квантовой теории,
вспомним, что вклад в полный ток пропорционален не волновому
вектору отдельного электрона, а его групповой скорости. Скорость
электрона в кристалле в момент времени t имеет вид:

ε ( ( ))1( ( )) ,
( )

n k t
V k t

k t










                              (1.226)

где ( )k t


 определяется выражением (1.225). Следовательно, в посто-
янном электрическом поле скорость электрона в металле является
периодической и ограниченной функцией от времени t. Если же век-
тор напряженности электрического поля сонаправлен вектору обрат-
ной решетки ( ),iE b


 то функция V


 вообще осциллирующая! Этоо

совершенно непохоже на поведение свободных электронов во внеш-
нем электрическом поле, для которых скорость V


 пропорциональна

k


 и возрастает линейно с течением времени.
Рассмотрим модель одномерного кристалла. На рис. 1.57 приве-

дены зависимости энергии электрона и его скорости от волнового
числа k в схеме приведенных зон.

Учитывая, что ,k e E F    где F – сила, действующая на элек-
трон, находим ускорение, которое приобретает электрон под действи-
ем силы:

  .V V FV k
k k

  
 


                              (1.227)

В классической физике ускорение всегда сонаправлено силе. Мы
же получаем

только при 0,VV F
k

 




при 0.VV F
k

 


                              (1.228)

Разумеется, в случае одномерного кристалла можно говорить лишь
о направлениях силы и ускорения вдоль прямой.

Такое необычное поведение электрона является следствием до-
полнительной силы, обусловленной периодическим потенциалом
ионов решетки, которая хоть и не входит явно в формулировку полу-
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классической модели, учитывается
в ней через закон дисперсии ( )k


.

При T = 0 K значение плотности
электрического тока в одномерном
кристалле определяется выражени-
ем

0
0

d
 .

2π
e Et k

j e V k
 

   
 

   (1.229)

Когда энергетическая зона за-
полнена полностью, интегрирова-
ние ведется в пределах элементарной ячейки обратного простран-
ства, например от –π/a до π/a. В результате получается нуль.

Если зона заполнена частично, то интегрирование ведется по
части отрезка [–π/a, π/a]. В этом случае статическое электрическое
поле в кристалле могло бы создавать переменный электрический ток.
В действительности этого не происходит из-за большой частоты стол-
кновений.

При разумных значениях напряженности электрического поля и
времени релаксации изменение волнового вектора каждого электро-
на между столкновениями будет мало по сравнению с размерами
зоны. При электрическом поле порядка 10–2 В/см и времени релакса-
ции τ = 10–14 с величина |е|Еτ/h имеет порядок 10–1 см–1. Размеры зоны
составляют около 1/а ~ 108 см–1. Движение электронов в проводнике
можно охарактеризовать следующим образом. Под действием элек-
трического поля электрон движется с ускорением до тех пор, пока
при столкновении с дефектом решетки – примесным атомом или
другим рассеивателем, – не потеряет часть энергии. Затем он вновь
ускоряется полем, процесс повторяется. Такое скачкообразное дви-
жение электрона приближенно можно характеризовать некоторой
средней скоростью упорядоченного движения. Периодическое дви-
жение электрона в реальных металлах недоступно для наблюдения
потому, что между столкновениями электрон движется мало. В сред-
нем по большому промежутку времени его движение выглядит по-
чти равномерным.

Вместе с тем колебательное движение электронов в постоянном
электрическом поле, в принципе, можно ожидать в достаточно чис-
тых кристаллах при сверхнизких температурах. Оценим возможные

Рис. 1.57. Зависимость величин ε(k) и V(k)
от k для одномерного кристалла

1.17. Полуклассическое движение электронов кристалла ...
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параметры такого движения в трехмерном кристалле. Уравнения
(1.223), (1.224) допускают закон сохранения энергии:

 ε( ( )) const.k t e E r t  
 

                         (1.230)

Поскольку

   0 ,
e Et

k t k 



из (1.230) следует, что движение электрона в r-пространстве финит-
но. Если ,iE b


 то в обратном пространстве электрон колеблется.

Можно оценить период осцилляций

,i

e E
T b





                                   (1.231)

~ ,iT b
e E a e E


  

                           (1.232)

так как ~ 1/ib a


 (а – постоянная решетки). Амплитуда таких коле-

баний Δr ~ Δε/|eE|, где Δε – ширина энергетической зоны.
II. Движение электронов в магнитном поле. Много важной

информации об электронных свойствах металлов и полупроводни-
ков дают измерения их реакции на различные возмущения в присут-
ствии постоянного магнитного поля:

0, const.E B 
 

Пусть для определенности магнитное поле направлено вдоль оси
Oz. Полуклассические уравнения в таком поле приобретают вид

ε ( )1 ,n
n

k
r V

k


 




 
                                (1.233)

( ) .
e

k V k B
c

    

  
                              (1.234)

Из них непосредственно следует, что компонента вектора k


 вдоль
поля и энергия квазичастицы ( )k


 представляют собой интегралы

движения:

0  const;zk B k   
 

dε( ( )) ε 0      ε( ( ))  const.
d

ek t
k V V B k t

t ck
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Два этих закона сохранения
полностью определяют траекто-
рии электронов и дырок в k-про-
странстве. Электроны (дырки)
движутся вдоль кривых, определя-
емых пересечением поверхностей
постоянной энергии ε( ) constk 


 с

плоскостями kz = const (рис. 1.58).
Свойства кристалла определяют в основном электроны и дыр-

ки, имеющие энергию, близкую к энергии Ферми. Поскольку их
немного, то с большой точностью можно считать, что поверхность
ε( ) constk 


 совпадает с поверхностью Ферми, т. е. именно формаа
поверхности Ферми проявляется при движении электронов и дырок
в магнитном поле.

Для установления направления движения по орбите, заметим,
что

1 ε 1 ε.kV
k

  


 


                                 (1.235)

Градиент же, в свою очередь, направлен в сторону увеличения энер-
гии. Следовательно, скорость квазичастицы направлена в сторону
больших энергий. В сочетании с уравнением

e
k V B

c
    

  
                                 (1.236)

это означает, что если вы «идете» в k-пространстве по траектории
( )k t


 в направлении движения квазичастицы, а магнитное поле на-
правлено от ваших ног к голове, то справа будут находиться зна-
чения k


, соответствующие более высоким уровням энергии. Этоо

правило вновь приводит к утвеждению, что заполненные элект-
ронами энегетические состояния вблизи дна зоны проводимости
соответствуют траекториям, напоминающим траектории частиц
классической физики с отрицательным зарядом. В то же время
состояния вблизи вершины валентной зоны, незанятые электро-
нами, приводят к траекториям дырок, которые похожи на тако-
вые для положительно заряженных частиц классической физики
(рис. 1.59). Далее для определенности будем говорить только об
электронах.

1.17. Полуклассическое движение электронов кристалла ...

Рис. 1.58. Траектория электрона в k-про-
странстве kz

kx

ky

B

Плоскость
kz = const

 ( ) = constk

O
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В координатном про-
странстве электрон дви-
жется более сложно. Рас-
смотрим проекцию траек-
тории его движения на
плоскость, перпендикуляр-
ную вектору магнитной

индукции: ( ),r r n n r   
    

 где  .n B B
 

 Искомую проекцию можно
найти, умножив векторно обе части уравнения:

e
k V B

c
    

  


на единичный вектор n


, направленный вдоль поля. Это дает следу-
ющее равенство:

( ( )),
e B

n k r n n r
c

     
  


      



или, что эквивалентно,

.
e B

n k r
c 

   
  


  


                              (1.237)

После интегрирования выражения (1.237) получаем

( ) (0) ( ( ) (0)) .cr t r n k t k
e B

 
      

   
               

(1.238)

Отметим, что векторное произведение единичного вектора на
вектор, ему перпендикулярный, равно этому вектору, повернутому
вокруг единичного на угол 90º. Поэтому проекция траектории элек-
трона в реальном пространстве на плоскость, перпендикулярную
полю, есть просто траектория в k-пространстве, повернутая на 90º
вокруг направления поля, причем масштабы траекторий в реальном

и k-пространствах отличаются в c
e B
  раз.

Рис. 1.59. Зависимость направле-
ния движения квазичастицы в
магнитном поле от характера за-

полнения уровней энергии

Более
высокие
энергии

« »Дырочная
траектория

«Электрон »ная
траектория

Более
высокие
энергии

B

Плоскость kz = const

B
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Заметим, что в случае свободных
электронов поверхности постоянной
энергии представляют собой сферы

2 2

ε ,
2

k
m

   пересечения которых с
плоскостями kz = const дают окруж-
ности. Окружность, повернутая на
90º, остается окружностью. Таким образом, вновь получаем знако-
мый результат: если спроецировать движение свободного электрона
на плоскость, перпендикулярную полю, он будет двигаться в этой
плоскости по окружности. В общем полуклассическом случае орби-
ты не обязательно будут круговые, часто они оказываются даже не-
замкнутыми (рис. 1.60).

Мы не можем точно сказать, как электрон будет двигаться вдоль
оси Oz. Дело в том, что координату электрона вдоль оси Oz дает со-
отношение

0

( ) (0) ( ( ')) d ',
t

zz t z V k t t  


                         (1.239)

где 
ε( ( '))1( ( )) .z

z

k t
V k t

k









 Даже при kz = const величина Vz может быть

непостоянной, следовательно, движение электрона вдоль магнитно-
го поля может быть неравномерным. Это еще одна иллюстрация того,
что движение электрона в кристалле не похоже на движение изоли-
рованного электрона в постоянном магнитном поле.

Скорость прохождения орбиты в k-пространстве можно выразить
через геометрические характеристики зонной структуры. Рассмот-
рим орбиту с энергией ε, лежащую в плоскости kz = const, перпенди-
кулярной полю. Время, необходимое для прохождения части орби-
ты, заключенной между точками с радиус-векторами 1k


 и 2k


, равно

2 2

1 1

2 1
dd .

t k

t k

kt t t
k

    

Здесь и далее d d .k k


 Учтем, чтоо

2
ε ,

e B e Be
k V B V

c c c k




          

 
    

  

Рис. 1.60. Траектория в плоскости kz = const
(в данном случае траектория незамкнута)

Плоскость
kz = const

1.17. Полуклассическое движение электронов кристалла ...
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тогда
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1

2
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d ,
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k

k

c kt t
eB k



 
 




                           (1.240)

где ε
k 

 
 
 
  – составляющая вектора ε

k


 , перпендикулярная полю,

т. е. проекция этого вектора на плоскость kz = const.
Пусть ( )k


 – вектор, лежащий в плоскости kz = const, перпенди-

кулярный траектории в точке k


 и соединяющий точку k


 с лежащей
в той же плоскости траекторией, отвечающей энергии (ε + dε)
(рис. 1.61). Когда величина dε мала и положительна, имеем

ε εdε ( ) ( ) .k k
k k 

          
    

  
                      (1.241)

Поскольку вектор ε
k



  перпендикулярен поверхности ε( )  const,k 



а траектория электрона в обратном пространстве является пересече-

нием поверхностей ε( )  constk 


 и kz = const, вектор ε
k



  перпенди-

кулярен траектории (но, вообще говоря, не лежит в плоскости

kz = const). В то же время вектор ε
k 

 
 
 
  перпендикулярен траекто-

рии и лежит в плоскости kz = const, а при условии dε > 0 еще и сонап-
равлен вектору ( )k


. Тогда выражение (1.240) можно записать в виде

2

1

2 2
12

2 1

d1 ( )  d .
dε dε

k

k

Ac ct t k k
eB eB

   
 

                (1.242)

Интеграл определяет пло-
щадь A12 участка плоско-
сти kz = const, заключенно-
го между двумя близкими
траекториями от точки с

Рис. 1.61. Заштрихованная по-
лоска в плоскости kz = const,
ограниченная траекториями с

энергиями ε и (ε + dε)
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радиус-вектором 1k


 до точки с ради-

ус-вектором 2k


. Величина 12d
dε
A

 есть

«скорость» изменения площади, за-
метаемой в плоскости kz = const час-
тью траектории между точками с ра-
диус-векторами 1k


 и 2k


.
Когда траектория представляет собой простую замкнутую кри-

вую, векторы 1k


 и 2k


 можно выбрать так, чтобы получить замкну-
тый контур. Тогда величина (t2 – t1) будет периодом движения T-элек-
трона по замкнутой орбите. Если A – площадь той части плоскости
kz = const, которую охватывает наша замкнутая траектория (рис. 1.62),
то формула (1.242) дает

2 d(ε, ) (ε, ) .
dεz z

cT k A k
eB

                            (1.243)

1.18. ОБЩИЕ СВОЙСТВА ПОЛУПРОВОДНИКОВ. КОНЦЕНТРАЦИЯ
ЭЛЕКТРОНОВ И ДЫРОК. ЗАКОН ДЕЙСТВУЮЩИХ МАСС

Ранее мы видели, что электроны полностью заполненной зоны
не могут переносить ток. Именно это свойство определяет отличие
металлов от диэлектриков: у диэлектрика в основном состоянии все
зоны либо полностью заполнены, либо совершенно пусты, у метал-
лов же в основном состоянии, по крайней мере, одна зона заполнена
частично.

Можно охарактеризовать диэлектрики величиной энергетичес-
кой щели или запрещенной зоны εg между потолком валентной зоны
и дном зоны проводимости (рис. 1.63).

Твердые тела, являющиеся диэлектриками при T = 0 K, но име-
ющие такие энергетические щели (εg  2эВ), что тепловое воз-
буждение при температурах ниже точки плавления может обус-
ловливать их заметную проводимость, называются полупровод-
никами.

Из-за малой щели при отличной от нуля температуре существует
значительная вероятность того, что некоторые электроны будут за
счет теплового возбуждения переброшены из валентной зоны в зону
проводимости. Малая электропроводность полупроводников обес-

Рис. 1.62. Движение электрона по замкнутой
траектории в k-пространстве

Плоскость
kz = const

1.18. Общие свойства полупроводников. Концентрация ...
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печивается как электронами из зоны проводи-
мости, так и дырками (отсутствующими элект-
ронами) в валентной зоне.

Типичные удельные сопротивления полу-
проводников при комнатной температуре лежат
в интервале между 10–3 и 109 Омсм (в отличие

как от металлов, где ρ  10–6 Омсм, так и от хороших диэлектриков,
у которых ρ может достигать 1022 Омсм). Отсюда можно сделать
вывод о том, что полупроводник – плохой диэлектрик при комнат-
ной температуре.

Коэффициент проводимости σ для металлов в приближении сво-
бодных электронов выражается формулой

2τσ ne
m

                                        (1.244)

и уменьшается с повышением температуры. В металлах концентра-
ция носителей n не зависит от температуры. Вся температурная за-
висимость связана со временем релаксации τ, которое уменьшается
с повышением температуры из-за усиления эффектов рассеяния элек-
тронов на колебаниях решетки.

В отличие от металлов, в полупроводниках с изменением темпе-
ратуры меняется не только τ, но и концентрация носителей n. А имен-
но, концентрация резко возрастает с повышением температуры. При-
чем вклад от увеличения концентрации носителей заряда преобла-
дает над вкладом, обусловленным уменьшением времени релакса-
ции τ. В итоге с повышением температуры коэффициент проводи-
мости σ возрастает. Следовательно, главная особенность полупро-
водников, отличающая их от металлов, заключается в том, что со-
противление полупроводников резко падает с увеличением темпера-
туры.

Приведенный пример показывает, что важнейшей задачей физи-
ки полупроводников является расчет концентраций носителей заря-
да, т. е. электронов в зоне проводимости и дырок в валентной зоне.

Концентрация носителей тока в полупроводниках столь мала, что
они, как будет показано далее, хорошо описываются статистикой
Максвелла – Больцмана. Причем значения концентраций электро-
нов и дырок сильно зависят от наличия примесей. Именно поэтому
на первых этапах развития физики полупроводников накопление

Рис. 1.63. Спектр энергии электронов в одномерном крис-
талле.

Черные точки – состояния, занятые электронами
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достоверной информации о полупроводниковых материалах суще-
ственно задерживалось.

Достижения физики полупроводников оказали большое влияние
на развитие мировой цивилизации XX века. Солнечные батареи с
высоким коэффициентом полезного действия, приборы и устройства
современной микроэлектроники, мощные малогабаритные лазеры,
способы записи, хранения и считывания информации в современ-
ных компьютерах и др. основаны на использовании уникальных
свойств полупроводников.

Число носителей тока при термодинамическом равновесии

Самой важной характеристикой любого полупроводника при
температуре T является число электронов в зоне проводимости, при-
ходящихся на единицу объема, и число дырок на единицу объема в
валентной зоне. Наша задача – научиться вычислять эти концент-
рации как функции от температуры, поскольку именно эти элект-
роны и дырки, находящиеся, соответственно, вблизи минимума и
максимума зоны проводимости и валентной зоны, определяют про-
водимость полупроводников. Вблизи указанных экстремумов со-
отношения между энергией и волновым вектором для электронов
и дырок с хорошей точностью аппроксимируются квадратичными
формами:

для электронов

2
2ε( ) ε ( ) ,

2c c
e

k k k
m

  
 

                          (1.245)

для дырок

2
2ε( ) ε ( ) ,

2v v
h

k k k
m

  
 

                          (1.246)

где me – масса электрона; mh – масса дырки; k k


. Формулы (1.245)
и (1.246) следуют из разложения в ряд закона дисперсии:

ε ε(| |).k


                                      (1.247)

Мы рассматриваем простой закон дисперсии (1.247), чтобы не ус-
ложнять дальнейшее изложение.

Обозначим плотность энергетических уровней в зоне проводи-
мости νпров(ε), в валентной зоне – νвал(ε). Плотности уровней можно

1.18. Общие свойства полупроводников. Концентрация ...
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взять из теории идеального газа фермионов, где связь между ε и k
подобна (1.245) и (1.246):

для электронов в зоне проводимости (ε > εc)

пров 2 2

2
ν (ε) (ε ε ),

(π ) c
e em m

 
 

                      (1.248)

для дырок в валентной зоне (ε < εν)

вал v2 2

2
ν (ε) (ε ε).

(π )
h hm m

 
 

                       (1.249)

Значения концентраций, как мы увидим позже, очень сильно за-
висят от наличия примесей. Однако существуют некоторые общие
соотношения, которые мы рассмотрим в первую очередь.

I. Концентрация электронов. Поскольку проводимость полу-
проводника обусловлена электронами на уровнях, лежащих в зоне
проводимости, и дырками на уровнях в валентной зоне, то независи-
мо от концентрации примесей число носителей, имеющихся при
данной температуре T в интервале энергий (ε, ε + dε), описывается
следующими формулами:

для электронов

провν (ε) (ε)dε,N f
V
                               (1.250)

для дырок

валν (ε)(1 (ε))dε,N f
V
                             (1.251)

где функция распределения Ферми – Дирака

 Б

1(ε) .
exp (ε μ) 1

f
k T


                          (1.252)

При определении концентраций электронов и дырок влияние
примесей сказывается только через величину химического потенци-
ала μ, для которого, как будет показано далее, выполняются соотно-
шения

εc – μ >> kБT,

μ – εν >> kБT.                                   (1.253)

Дальнейшее рассмотрение будет заключаться в следующем: при-
няв условия (1.253), найдем значения концентраций электронов и
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дырок в полупроводнике, затем из имеющейся информации о воз-
можных примесных уровнях вычислим реальное значение химичес-
кого потенциала. После этого проверим, действительно ли μ попада-
ет в область, определяемую условиями (1.253).

Концентрация электронов в зоне проводимости определяется
выражением

пров

ε

ν (ε) (ε)dε.

c

n f


                                (1.254)

При условиях (1.253) распределение Ферми – Дирака сводится к
распределению Максвелла – Больцмана:

1

Б Б

ε μ μ ε
(ε) exp 1 exp .f

k T k T


     

          
              (1.255)

Из-за наличия в подынтегральном выражении (1.254) быстро
уменьшающегося множителя (1.255), замена в формуле (1.254) вер-
хнего предела интегрирования на + не дает заметной ошибки.

Переходя к новой переменной интегрирования

Б

ε ε
,с u

k Т




из (1.254) и (1.255) находим
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                            (1.256)

Здесь эффективная плотность состояний в зоне проводимости

3/ 2

Б
пр 2

21 .
4 π

em k T
N

 
  

 
                            (1.257)

1.18. Общие свойства полупроводников. Концентрация ...
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Формула (1.257) справедлива как для полупроводников с примеся-
ми, так и без них.

Оценим Nпр для кремния. При T = 300 K и me = 0,2m, где m –
табличная масса электрона, имеем Nпр = 2,21018 cм–3.

II. Концентрация дырок. Функция f (ε) дает среднее число элект-
ронов с заданной проекцией спина, занимающих уровень энергии ε.
Согласно принципу Паули,

0  f (ε)  1.                                    (1.258)

Функцию f (ε) можно трактовать как вероятность того, что состо-
яние с энергией ε и с заданной проекцией спина занято электроном.
Тогда вероятность того, что это состояние занято дыркой, будет

   Б Б

1 1(ε) 1 (ε) 1 .
exp (ε μ) 1 exp (μ ε) 1hf f

k T k T
    

     (1.259)

Согласно условиям (1.253), распределение (1.259) также сводит-
ся к распределению Больцмана:

Б

μ ε
(ε) exp .hf k T

   
 

                             (1.260)

Отсюда нетрудно вычислить концентрацию дырок, аналогично тому,
как вычислялась концентрация электронов:

вал

ε

ν (ε) (ε)dε,
v

hp f


                               (1.261)

вал
Б

μ ε
exp .vp N

k T
 

  
 

                           (1.262)

Здесь эффективная плотность состояний в валентной зоне как в при-
месных полупроводниках, так и в полупроводниках без примесей:

3/ 2

Б
вал 2

21 .
4 π

hm k T
N

 
  

 
                            (1.263)

Пока нам неизвестно значение химического потенциала μ, мы не
можем получить значения концентраций для электронов и дырок.
Однако произведение этих двух концентраций не зависит от μ:

 пр вал Бexp ε ,gnp N N k T                        (1.264)
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где εg = (εc – εν) – ширина энергетической щели. Полученный резуль-
тат называется законом действующих масс и означает, что при дан-
ной температуре достаточно знать концентрацию носителей одного
типа, чтобы найти концентрацию носителей заряда другого типа.
Каким образом это сделать, зависит от того, насколько существен-
ный вклад в концентрацию носителей вносят примеси.

Происхождение универсальной формулы (1.264) можно понять
из следующих простых рассуждений. В состоянии термодинамичес-
кого равновесия число электронов, переходящих из валентной зоны
в зону проводимости за секунду, пропорционально вероятности пе-
рехода отдельного электрона из валентной зоны в зону проводимос-
ти и, следовательно, может быть записано в форме

 перех Бexp ε ,gN A k T                           (1.265)

где A – некоторый коэффициент пропорциональности. Электрон
может вернуться обратно, только если в валентной зоне есть дырка.
Тогда число переходов электронов за секунду с верхней зоны прово-
димости в нижнюю валентную зону должно быть пропорционально
произведению концентраций электронов и дырок. В состоянии тер-
модинамического равновесия числа прямых и обратных переходов
равны, поэтому имеем

 Б~exp ε .gnp k T                               (1.266)

1.19. СОБСТВЕННЫЕ ПОЛУПРОВОДНИКИ

Если кристалл полупроводника является настолько чистым, что
примеси вносят пренебрежимо малый вклад в концентрацию носи-
телей, то такой полупроводник называется собственным.

В собственном полупроводнике концентрации электронов ni и ды-
рок pi равны, так как эти частицы возни-
кают и аннигилируют парами. Исполь-
зуя закон действующих масс (1.264), на-
ходим значение концентраций:

 пр вал Бexp ε 2 .i i gn p N N k T  

(1.267)

Рис. 1.64. Концентрация электронов в соб-
ственном полупроводнике
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1.19. Собственные полупроводники
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В формуле (1.267) основная зависимость от
температуры связана с экспоненциальным мно-
жителем, при расчетах в главном приближении
можно считать NпрNвал  const (рис. 1.64). Ин-
декс i далее используем для обозначения пара-
метров чистого полупроводника (от английско-

го слова «intrinsic» – собственный).
Найдем химический потенциал μi для собственного полупровод-

ника, приравняв выражения для концентраций (1.267) и (1.262):

валБ
Б

пр

ε ε1 3μ ε ε ln ln .
2 2 2 4

v c
i v g

h

e

mNk T
k T

N m


           (1.268)

При T  0 K химический потенциал лежит точно посередине
запрещенной зоны (рис. 1.65). Более того, поскольку mh/me есть
величина порядка единицы, химический потенциал μi не сильно
отличается от значения (εν + εc)/2 и при комнатных температурах.
В результате имеем

для электронов

ε – μ  εg/2,                                   (1.269)

для дырок
μ – ε  εg/2.                                   (1.270)

Использованное нами при расчетах предположение о том, что
|ε – μ| >> kБT (1.253), будет выполнено, когда εg >> kБT. Последнее
условие выполняется во всех полупроводниках при температурах по-
рядка комнатной.

Проведем некоторые численные оценки. Концентрация носите-
лей заряда в собственных полупроводниках при комнатной темпера-
туре ni ~ 106 см–3, что на много порядков ниже концентрации элект-
ронов в металлах ni ~ 1022 см–3. Следовательно, электропроводность
собственных полупроводников крайне мала. Экспериментально на-
блюдаемая электропроводность даже очень чистых полупроводни-
ков намного превышает собственную электропроводность. Это объяс-
няется тем, что даже малые доли примесей могут в значительной
степени изменять концентрации носителей заряда и, следовательно,
электропроводность полупроводников.

Рис. 1.65. Положение химического потенциала на энер-
гетической диаграмме собственного полупроводника (од-

номерный кристалл)
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1.20. ПРИМЕСНЫЕ УРОВНИ

Примесь называется донорной, если поставляет дополнительные
электроны в зону проводимости.

Примесь называется акцепторной, если поставляет дополнитель-
ные дырки в валентную зону (захватывает из нее электроны).

Донорные примеси – это атомы с более высокой валентностью,
чем атомы, образующие чистое вещество, а акцепторы – атомы с
более низкой валентностью.

Наиболее распространенным полупроводником IV группы эле-
ментов таблицы Менделеева является германий Ge. Каждый атом
Ge находится в центре правильной треугольной пирамиды, в верши-
нах которой располагаются четыре его соседа. Такую же кристалли-
ческую решетку имеют кремний и алмаз. На рис. 1.66 изображена
элементарная ячейка кристаллической решетки германия (в верши-
нах тетраэдра – атомы Ge).

Для наглядности спроектируем картину связей на плоскость
(рис.1.67). Двойными линиями изображены ковалентные связи меж-
ду атомами германия. Каждый его атом отдает на связи с соседними
атомами четыре валентных электрона. В области двойных линий с
большой вероятностью можно найти два электрона.

Обсудим, что происходит с полупроводником, если в него доба-
вить небольшое количество пятивалентной примеси – мышьяка (As).
У мышьяка пять валентных электронов. Четыре из них связываются
с соседними атомами германия по уже рассмотренной схеме, пятый
электрон оказывается «лишним». При тепловом движении «лишние»
электроны отрываются от ионов мышьяка, оставляя в узле решетки
неподвижный положительный заряд +|e| и обеспечивают проводи-
мость. Атом мышьяка является донорным, так как при ионизации
отдает свой электрон в зону проводимости.

Оценим энергию «рыхлой» химической связи пятого электро-
на с ионным остовом As+. Задача отыскания волновых функций и
энергий «лишнего» (пятого) электрона подобна задаче об атоме во-
дорода. Ионный остов As+ играет роль протона, а пятый электрон
подобен единственному электрону в атоме водо-
рода (рис. 1.68).

1.20. Примесные уровни

Рис. 1.66. Элементарная ячейка кристаллической решетки гер-
мания:

1 2 3, ,a a a
  

 – векторы решетки Браве; 1 2 1 2 3
1(0,0,0), ( , , )
4

b b a a a 
    

 – векторы, ха-а-
рактеризующие положения атомов германия (черные шарики) в элементарной

ячейке
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Если бы примесь находилась не внутри полупроводника, а в пу-
стом пространстве, то энергия ионизации примеси была бы просто
равна первому ионизационному потенциалу атома водорода, равно-
му 13,6 эВ. Однако благодаря тому, что примесь находится в полу-
проводнике, энергия ионизации значительно уменьшается. Это про-
исходит по следующим причинам.

1. Эффективная масса электронов в кристалле существенно от-
личается от массы свободного электрона.

2. Избыточный электрон в кулоновском поле примесного атома
обладает потенциальной энергией –e2/εr (в системе СГС), где ε –
диэлектрическая проницаемость ковалентного кристалла. Множи-
тель 1/ε (ε > 1) учитывает экранирование кулоновских сил за счет
электронной поляризации среды.

Специально подчеркнем, что в микроскопике описание экрани-
рования взаимодействий между электроном и ионом в терминах ди-
электрической проницаемости ε правомерно только для орбит элек-
трона, достаточно больших по сравнению с межатомным расстояни-
ем: Rорб >> a. При этом движение электрона должно быть достаточно
медленным: частота обращения электрона по орбите ωорб должна быть
много меньше характерной частоты εg/h энергетических переходов в
полупроводнике. Только при таких условиях электрон «чувствует»
усредненное поле кристалла.

Сформулированные условия хорошо выполняются для пятива-
лентных примесей, введенных в полупроводниковые кристаллы с
ковалентными связями четырехвалентных атомов. Далее мы подтвер-
дим это численными оценками.

Известно, что энергия связи электрона в атоме водорода

4

св 2ε .
2
e m 


                                    (1.271)

Рис. 1.67. Картина связей атомов Ge на плоскости

Рис. 1.68. Картина связей атомов Ge с атомом донорной примеси As
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В нашем случае e2 заменяется на e2/ε, m – на me. Поэтому энергия
ионизации донорной примеси в полупроводнике (отличается знаком
от энергии связи) принимает следующий вид:

4

2 2 2 13,6 эВ.
2ε ε

е е
d

e m m
W

m
 


                         (1.272)

Мы видим, что появляется дополнительный множитель.
Боровский радиус электрона в атоме водорода

2

Б 2 .a
me

                                        (1.273)

Следовательно, радиус орбиты электрона вокруг As+
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                             (1.274)

Поскольку масса электрона в полупроводниках mе меньше (прибли-
зительно на порядок) массы свободного электрона, а относительная
диэлектрическая постоянная на порядок больше:

~10 ,  ε ~10,
е

m
m                                  (1.275)

из (1.274) и (1.275) получаем

Rорб  100aБ >> aБ.                              (1.276)

Формула (1.276) оправдывает наш расчет, поскольку использо-
вание как полуклассической модели, так и макроскопической ди-
электрической проницаемости основано на предположении, что ра-
диус орбиты пятого электрона много больше межатомного расстоя-
ния.

Кроме того, из (1.275) и (1.272) заключаем, что энергия иониза-
ции донора может уменьшаться в 1000 и более раз по сравнению со
значением 13,6 эВ:

0,013 эВ,   ε 1 2 эВ ε .d g d gW W               (1.277)

Поэтому выполняется и условие медленности движения электрона
по орбите:

орб

ε
ω ~ .gdW


 

                                 (1.278)

1.20. Примесные уровни
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Для рассмотренной водородоподобной конфигурации зона про-
водимости играет роль сплошного спектра, поэтому энергия связи
электрона с примесным атомом отсчитывается от дна зоны проводи-
мости. Отсюда можно сделать вывод о том, что донорные примеси
приводят к образованию дополнительных электронных уровней,
энергия εd которых меньше энергии εc, отвечающей дну зоны прово-
димости. Причем разность энергий εc – εd = Wd мала по сравнению с
шириной запрещенной зоны.

Если каким-либо образом увеличить на Wd энергию электрона в
примеси, то он перейдет на дно зоны проводимости, где его волно-
вая функция уже не будет локализована около донорного атома.
В полупроводниках с донорными примесями при достаточно низ-
ких температурах основными носителями заряда будут электроны.
Такие полупроводники называют полупроводниками n-типа.

При высоких температурах становятся возможными переходы
электронов из валентной зоны в зону проводимости, так что к при-
месной проводимости добавляется собственная.

Аналогичные рассуждения применимы к акцепторным при-
месям, валентность которых на единицу меньше валентности ос-
новного вещества. Например, атом бора (B) имеет только три ва-
лентных электрона. Он может укомплектовать свои ковалентные
тетраэдрические связи с атомами основного вещества, лишь по-
заимствовав один электрон из связей Ge – Ge, образуя дырку в
валентной зоне германия. Образовавшаяся дырка слабо связана с
ионом B–. При наличии теплового возбуждения дырка легко раз-
рывает связь с ионом, начинает принимать участие в проводимо-
сти полупроводника. Атом бора является акцептором, потому что
превращается в ион B–, захватывая электрон из валентной зоны
Ge (рис. 1.69). Полупроводники с акцепторными примесями на-
зываются полупроводниками p-типа. Основные носители заряда
в них дырки.

Энергия связи положительной дырки и отрицательного иона B–

вычисляется аналогичным образом. В то же время на энергетичес-
кой диаграмме энергия дырки возрастает при ее перемещении в

область отрицательных энергий. По-
этому, в отличие от предыдущего слу-
чая, энергия связи дырки с примес-
ным атомом оказывается положитель-
ной. Эта энергия мала по сравнению

Рис. 1.69. Картина связей атомов Ge с атомом
акцепторной примеси B
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с шириной запрещенной
зоны:

4
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     (1.279)

С физической точки зрения, ионизация акцепторного атома зак-
лючается в перемещении электрона из валентной зоны на уровень
εa, лежащей немного выше потолка валентной зоны: εa – εν = Wa > 0.

Формально тот же процесс можно представить как переход дыр-
ки с орбиты около иона B– (из основного состояния энергией εa)
в состояния сплошного спектра этой водородоподобной конфигура-
ции, которые соответствуют валентной зоне полупроводника.

Общие выводы.

Примесные уровни энергии всегда лежат в запрещенной зоне
вблизи потолка валентной зоны и дна зоны проводимости. При по-
вышении температуры гораздо легче вызвать переход электрона в
зону проводимости с донорного уровня или дырки в валентную зону
с акцепторного уровня, чем переход электрона из валентной зоны в
зону проводимости, как в случае собственных полупроводников
(рис. 1.70).

Для создания новых полупроводниковых приборов с необходи-
мыми электрическими свойствами нужно уметь управлять концент-
рациями электронов и дырок.

1.21. КОНЦЕНТРАЦИИ НОСИТЕЛЕЙ ЗАРЯДА И ХИМИЧЕСКИЙ
ПОТЕНЦИАЛ ПРИМЕСНЫХ ПОЛУПРОВОДНИКОВ

Чтобы определить, сколько носителей тока может быть перебро-
шено с примесных уровней путем теплового возбуждения, нужно
знать среднее число электронов на этих уровнях.

Донорный уровень. Для определенности рассмотрим кристалл
германия Ge (IV группа таблицы Менделеева) с примесью мышьяка

Рис. 1.70. Энергетическая диаг-
рамма: (εс – εd) – энергия иониза-
ции электрона, локализованного
на донорной примеси, (εa – εν) –
энергия связи дырки, локализо-
ванной вблизи акцепторной при-

меси

Зона проводимости

Валентная зона

1.21. Концентрации носителей заряда и химический потенциал ...
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As (V группа). Пусть в единичном объеме образца находится Nd ато-
мов мышьяка. Будем считать, что концентрация примеси мала, по-
этому взаимодействием электронов, локализованных на разных ато-
мах As, можно пренебречь.

Можно найти концентрацию электронов nd, связанных с донор-
ными примесями, просто умножив концентрацию доноров Nd на
среднее число электронов (ε )df , локализованных на отдельной при-
меси:

(ε ).d d dn N f                                     (1.280)

Ранее мы использовали функцию распределения Ферми – Ди-
рака:
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1(ε ) .
ε μ

exp 1
d

d

f

k T


   

 
                          (1.281)

Но в данном случае следует воспользоваться исправленной функци-
ей (ε )df . Поясним причину..

Уровень каждого примесного атома может быть либо пустым,
либо занятым одним электроном с произвольно направленным спи-
ном или же занят двумя электронами с противоположными спина-
ми. Учет кулоновского отталкивания двух локализованных на при-
меси электронов столь сильно увеличивает энергию уровня, что на-
хождение двух электронов на одном уровне становится невозмож-
ным. С учетом этого обстоятельства среднее число электронов, ло-
кализованных на отдельном примесном атоме, равно
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                        (1.282)

Доказательство формулы (1.282) приведено, например, в книге Аш-
крофта и Мермина [2].

Поэтому из (1.280) и (1.282) получаем
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                           (1.283)

Акцепторный уровень. Аналогичным образом конфигурация,
которая отвечает двум локализованным дыркам вблизи акцепторной
примеси, имеет очень большую энергию из-за взаимного кулоновс-
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кого отталкивания двух дырок и поэтому не реализуется. Учет этого
обстоятельства приводит к модификации функции распределения
дырок, локализованных на акцепторных примесях. В результате кон-
центрация дырок, связанных с акцепторными примесями, определя-
ется соотношением

Б
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μ ε1 exp 1
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                           (1.284)

Здесь Na – число акцепторных атомов в единице объема образца.
Вернемся к примеру германия с примесью мышьяка. Для вы-

числения химического потенциала μ в этом случае служит уравне-
ние, которое называется уравнением электронейтральности. Оно
заменяет прежнее условие нормировки, которое в данной задаче
непригодно, так как общее число электронов и дырок не фиксиро-
вано. При повышении температуры число электронов и дырок уве-
личивается в результате ионизации атомов примеси и атомов ос-
новного вещества. Воспользуемся тем, что в любом малом объеме
вещества суммарный заряд всех частиц среды должен оставаться
равным нулю.

Положительный заряд создают:
1) дырки;
2) ионы As+.
Отрицательный заряд создают только электроны. В силу закона

сохранения заряда, имеем уравнение

,dn p N                                       (1.285)

где dN   – количество ионизированных атомов примеси в единице
объема полупроводника; n – общая концентрация электронов; p –
общая концентрация дырок.

Поскольку концентрация атомов донора равна Nd, то получим

,d d dN N n                                      (1.286)

где nd – концентрация электронов, сохранившихся на донорных уров-
нях. Например, при T = 0 K имеем 0.dN    Примесь не ионизирова-
на, поскольку nd = Nd. Подставив (1.286) в (1.285), получим

n = p + Nd – nd.                                 (1.287)

1.21. Концентрации носителей заряда и химический потенциал ...
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Исходя из (1.282) и (1.287) имеем

1

Б

ε μ1(1 (ε )) 1 exp 1 .
2

d
d d dn p N f p N

k T

   
         

    


   (1.288)

Это и есть условие электронейтральности.
Напомним общие формулы для вычисления концентраций элек-

тронов и дырок в любом полупроводнике:

пр
Б

ε μ
exp ,cn N

k T
 

  
 

                            (1.289)

вал
Б

μ ε
exp .vp N

k T
 

  
 

                           (1.290)

Уравнения (1.288) – (1.290) определяют значение μ и концентра-
ции электронов и дырок в полупроводниках с донорной примесью.

Полупроводники с донорной примесью

Наша задача – найти рабочие формулы для концентраций носи-
телей заряда и химический потенциал μ в полупроводниках с донор-
ной примесью.

Химический потенциал в общем случае зависит от ряда пара-
метров:

μ μ( , , , ,ε ,ε ,ε ).e h d c v dm m T N                        (1.291)

Как говорилось ранее, общее число электронов и дырок не фик-
сировано, и при повышении температуры их число увеличивается.
Поэтому химический потенциал нужно определять из условия элек-
тронейтральности. Аналитически разрешить уравнения (1.288) –
(1.290) относительно μ невозможно, поэтому проанализируем пре-
дельные случаи.

I. Область высоких температур. При высоких температурах
ионизируется вся примесь: ,   0,d dN N f    поэтому соотношение
(1.288) упрощается:

n = p + Nd.                                     (1.292)

Используем универсальное уравнение – закон действующих масс:
2 2   .i inp n p n n                               (1.293)
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Из (1.292) и (1.293) получаем уравнение для вычисления n:
2 2 0.d in nN n                                   (1.294)

Оно имеет два корня, но один из них лишний, так как его значение
отрицательно. Остается одно решение:

2

2

4
1 1 .

2
d i

d

N n
n

N

 
   

 
 

                            (1.295)

1. Рассмотрим область сверхвысоких температур. Эта область
определяется условием

2

2

4
1.i

d

n

N
                                       (1.296)

Из (1.293), (1.295) и (1.296) следует, что n  ni, p  ni и, следова-
тельно, химический потенциал выражается формулой

вал вал
Б Б

пр пр

εε ε
μ μ ln ε ln .

2 2
gc v

i c

N N
k T k T

N N


          (1.297)

Иными словами, концентрации электронов и дырок, а также хи-
мический потенциал при сверхвысоких температурах такие же, как в
собственном полупроводнике. Это легко понять. При очень высоких
температурах энергия теплового движения достаточна, чтобы пере-
вести большое число электронов из валентной зоны в зону проводи-
мости. Малое число электронов примеси не играет заметной роли.

2. Более низкие температуры характеризуются противоположным
неравенством:

2

2

4
1.i

d

n

N
                                       (1.298)

Из (1.295) и (1.298) имеем:

n  Nd.                                        (1.299)

При более низких температурах источником электронов являет-
ся примесь. Почти все электроны переходят в зону проводимости с
примесного уровня. Концентрация неосновных носителей заряда –
дырок и химический потенциал имеют вид

2
пр вал

Б

ε
exp ,gi

d d

N Nn
p

N N k T
 

   
 

                     (1.300)

1.21. Концентрации носителей заряда и химический потенциал ...
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Б
пр

μ ε ln .d
c

N
k T

N
                                (1.301)

При сверхвысоких температурах химический потенциал (1.297)
близок к значению, которое располагается в середине запрещенной
зоны. С понижением температуры химический потенциал смещает-
ся от середины запрещенной зоны ко дну зоны проводимости (1.301).

II. Область сравнительно низких температур. В этом случае
не все атомы примеси ионизируются, но их вклад велик, так что n >> p.
Поставщиком электронов в зону проводимости в основном являют-
ся примеси. Энергии теплового движения недостаточно, чтобы пе-
ребросить электроны из валентной зоны в зону проводимости,
поэтому в валентной зоне мало дырок. В главном приближении мож-
но считать, что

p  0,                                         (1.302)

тогда уравнение (1.288) опять упрощается и принимает вид

(1 (ε )),d dn N f                                   (1.303)

или в более подробной форме записи

 пр
Б Б

μ ε 1exp .
1 2exp μ ε

c
d

d

N N
k T k T

 
 

     
         (1.304)

Соотношение (1.304) сводится к квадратному уравнению отно-
сительно неизвестной величины exp(μ/kБT). Поскольку экспонента
не может быть отрицательной, то из двух корней остается один:

Б Б пр Б

ε 8 ε εμ 1exp exp 1 1 exp .
4

d d c dN
k T k T N k T

     
                

     (1.305)

Для упрощения анализа обозначим

пр Б

8 ε ε
exp .d c dN

a
N k T

 
 

 
                           (1.306)

1. Рассмотрим верхнюю границу по температуре в низкотемпе-
ратурной области, которая определяется условием a << 1. В выраже-
нии (1.305) разложим квадратный корень в ряд Тейлора и ограни-
чимся двумя первыми членами разложения. В результате имеем

Б пр Б

εμ
exp exp ,d cN

k T N k T
      

   
                       (1.307)
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Б
пр

μ ε ln .d
c

N
k T

N
                                (1.308)

Подставив это значение μ в выражение для концентрации электро-
нов (1.289), получим

пр
Б

μ ε
exp .c

dn N N
k T
 

   
                         (1.309)

Концентрацию дырок находим из закона действующих масс:

2
пр вал
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d d
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N N k T
 

    
 

                 (1.310)

Как и ожидалось, она оказалась малой (при расчете предполагали
p  0). Таким образом, даже при умеренных температурах (порядка
комнатной) концентрация электронов совпадает с концентрацией
примеси. Полученные нами решения сшились на границе двух обла-
стей: области высоких и сравнительно низких температур.

В качестве примера рассмотрим образец кремния, взятый при
комнатной температуре T = 300 K, который легирован донорной при-
месью. Типичные значения Nd ~ 1016 см–3, Nпр ~ 2,21018 см–3 дают kБT
ln Nd/Nпр  –0,14 эВ, поэтому

μ  (εс –0,14) эВ,                                (1.311)

т. е. химический потенциал лежит ниже дна зоны проводимости на
0,14 эВ.

Поскольку для кремния –εg/2  –0,55 эВ при температурах много
выше комнатной, из (1.297) находим

μ  (εс –0,55) эВ.                               (1.312)

Таким образом, легирование и температура приводят к существен-
ному сдвигу химического потенциала.

2. Рассмотрим область сверхнизких температур, которая опреде-

ляется условием a >> 1. В этой области 1 1 ,a a     поэтому

Б пр Б

ε εμ
exp exp ,

2 2
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k T N k T
      

   
                  (1.313)
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ε ε
μ ln .

2 2 2
с d dNk T

N


                           (1.314)

1.21. Концентрации носителей заряда и химический потенциал ...
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При T  0 K химический потенциал сдвигается к середине меж-
ду дном зоны проводимости и уровнем εd. При температуре, превы-
шающей абсолютный нуль, появляется локальный максимум, кото-
рый описывается вторым слагаемым в формуле (1.314) для хими-
ческого потенциала. Дело в том, что в ней второе слагаемое не явля-
ется линейной функцией температуры (хотя Nd = const, Nпр = Nпр(T)).
Локальный максимум химического потенциала (1.315) лежит в ин-
тервале ((εc + εd)/2, εc).

Концентрации электронов и дырок в области сверхнизких тем-
ператур:

пр

Б

ε ε
exp ,

2 2
d c d

N N
n

k T
 

  
 

                      (1.315)

2 .ip n n                                       (1.316)

Полученные асимптотические формулы позволяют построить
зависимости химического потенциала и концентрации электро-
нов от температуры для полупроводников с донорной примесью
(рис. 1.71 и 1.72).

1.22. ЭЛЕКТРОПРОВОДНОСТЬ ПОЛУПРОВОДНИКОВ

Поскольку электронов и дырок в полупроводниках мало, их вклад
в теплоемкость и теплопроводность также мал. В значительной степе-

Рис. 1.71. Температурная зависимость химического потенциала для полупроводни-
ков с донорной примесью:

1 – концентрации донорной примеси 
1
,dN  2 – концентрации примеси 2

,dN  причем 
2 1d dN N

Рис. 1.72. Зависимость от температуры концентрации основных носителей заряда в
полупроводнике n-типа
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ни перечисленные свойства определяются кристаллической решеткой.
Остановимся подробнее на электропроводности полупроводников.

Электросопротивление полупроводников, как и металлов, обус-
ловлено рассеянием носителей заряда на дефектах и колебаниях ре-
шетки либо на примесях. При низких температурах рассеяние носи-
телей заряда в полупроводниках происходят на примесях. С повы-
шением температуры проявляется и начинает играть все более воз-
растающую роль рассеяние на колебаниях решетки.

Оценим проводимость полупроводников в рамках полукласси-
ческой модели. При этом учтем следующие моменты.

1. Распределения дырок и электронов подчиняются закону Мак-
свелла – Больцмана.

2. Энергии электронов и дырок в полупроводниках аппроксими-
руются квадратичными формами, характерными для свободных ча-
стиц, такими, что можно ввести понятие массы.

Вследствие этих причин электроны и дырки в полупроводниках
подчиняются законам классической физики, в частности, квазиклас-
сические уравнения движения электронов и дырок в полупроводни-
ках сводятся к уравнениям Ньютона. Столкновения носителей заря-
да с различными рассеивателями опишем феноменологически, как
это делал Друде.

Уравнение Ньютона для электронов в зоне проводимости с уче-
том релаксации выглядит следующим образом:

τ .e e e e em V e E m V  
                              (1.317)

Второе слагаемое в правой части (1.317) моделирует потери импульса,
связанные с механизмами рассеяния (τe – время релаксации электро-
нов).

Аналогичное уравнение можно записать для дырок в валентной
зоне:

τ .h h h h hm V e E m V 
                               (1.318)

В стационарном состоянии 0.h eV V 
  

 Поэтому из (1.317), (1.318)
можно найти дрейфовые скорости носителей заряда:

для электронов
τ

,e
e

e

V e E
m

 
 

                                  (1.319)

для дырок

τ
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V e E
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                                   (1.320)

1.22. Электропроводность полупроводников
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Найдем плотность тока

σ ,e hj e nV e pV E   
  

                         (1.321)

где удельная электропроводимость среды

2 τ τ
σ .e h

e h

n p
e

m m
 

  
 

                               (1.322)

В коэффициент проводимости (1.322) входит зависимость от тем-
пературы через время релаксации и концентрацию носителей. При
комнатных температурах время релаксации в полупроводниках за-
висит от температуры следующим образом:

τ ~ T –3/2.

Однако больший вклад дает температурная зависимость концентра-
ции носителей заряда – электронов и дырок.

Собственные полупроводники. Для собственных полупровод-
ников ni = pi, поэтому коэффициент электропроводности имеет вид

σ = ni(T)(τe/me + τh/mh).                            (1.323)

Множитель ni(T) выражает основную зависимость от температу-
ры; эта зависимость носит экспоненциальный характер

ni(T) ~ exp(–εg/2kБT),
поэтому

*

Б

ε
lnσ ~ const .

2
g

k T
                              (1.324)

Здесь символ const* означает величину, слабо зависящую от темпе-
ратуры. Для германия множитель exp(–εg/kБT) при изменении темпе-
ратуры от 100 до 700 K меняется в 1030 раз.

Примесные полупроводники. Для донорного полупроводника
n >> p, поэтому коэффициент электропроводности имеет вид

2 *τ
σ   ln σ ~ ln const .e

e

n
e n

m
                     (1.325)

Зависимость функции ln n от температуры мы уже обсуждали.
Электропроводность дает важную информацию о полупровод-

никах. Измеряя электропроводность, можно оценить ширину запре-
щенной зоны εg, энергию донорных уровней εd и даже оценить кон-
центрацию донорных атомов Nd (см. рис. 1.72).
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1.23. ВЫПРЯМЛЯЮЩЕЕ ДЕЙСТВИЕ p–n-ПЕРЕХОДА. УПРОЩЕННЫЙ
РАСЧЕТ ВОЛЬТ-АМПЕРНОЙ ХАРАКТЕРИСТИКИ ДИОДА

Создадим контакт из двух полупроводников с разными типами
проводимости: p-типа и n-типа (рис. 1.73). Для этого введем в пра-
вую часть кристалла при его выращивании донорную примесь, а в
левую – акцепторную. При такой технологии изготовления ширина
перехода между p- и n-областями оказывается порядка 10–4 см.

Будем считать, что температуры умеренно высоки так, что слева
имеется много свободных дырок и их концентрация совпадает с кон-
центрацией акцепторной примеси (p  Na), а справа – много элект-
ронов и их концентрация равна концентрации донорной примеси
(n  Nd). Это область температур, близких к комнатной. Кроме ос-
новных носителей зарядов, в каждой из областей есть неосновные
носители с зарядом противоположного знака, образующихся за счет
перескоков электронов из валентной зоны в зону проводимости. Та-
кие переходы дают пару электрон – дырка. Для возбуждения каждой
пары требуется большая тепловая энергия, порядка ширины щели
(εc – εc), поэтому неосновных носителей заряда мало. Однако они
важны для дальнейшего анализа.

Сначала рассмотрим полупроводники p- и n-типов по отдельнос-
ти, а затем приведем в контакт и обсудим, что изменится.

Полупроводник p-типа. На акцепторный уровень перешли
электроны из валентной зоны, в результате чего в ней образова-
лось много основных носителей заряда – дырок (рис. 1.74). В зоне
проводимости присутствует лишь малое число электронов, кото-
рые перешли туда из валентной зоны (это неосновные носители
заряда).

Хотя на рисунке на одном уровне энергии изображено много оди-
наковых носителей заряда, это не противоречит принципу Паули.
Носители заряда отличаются координатами x, которые являются кван-
товыми числами для электронов и дырок. Электроны (дырки) име-
ют одинаковую энергию, но у них разные координаты и, следова-
тельно, разные квантовые числа.

Полупроводник n-типа. Здесь имеется донорный уровень, с
которого электроны «перепрыгивают» в зону проводимости, где ста-
новятся основными носителями заряда (см. рис. 1.74). Возможны

1.23. Выпрямляющее действие р–n-перехода. Упрощенный ...

Рис. 1.73. Контакт двух полупроводни-
ков p-типа и n-типа. Концентрации но-
сителей совпадают с концентрациями

примесей

p-тип n-тип

p N a n N d
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также переходы электронов из валентной зоны полупроводника в
зону проводимости. Такие переходы дают малое число неосновных
носителей заряда – дырок в валентной зоне для полупроводника
n-типа.

Теперь обсудим, что происходит при контакте полупроводни-
ков p- и n-типов (см. рис. 1.73). Слева много дырок и мало электро-
нов, справа наоборот. В целом половинка p-типа электронейтраль-
на, потому что заряд дырок компенсируется зарядом тех отрица-
тельных ионов, от которых оторвались дырки. Аналогично в полу-
проводнике n-типа: отрицательный заряд электронов компенсиру-
ется положительным зарядом ионов, зафиксированных в узлах ре-
шетки. Ионы двигаться не могут, а электроны и дырки подвижны.
Начинается диффузия дырок слева направо, а электронов справа
налево. При этом сразу нарушается электронейтральность. Если
дырки ушли из p-области в n-область, то в p-области «обнажились»
отрицательные ионы. Аналогично, при диффузии электронов из
n-области в p-область в n-области остаются неподвижные положи-
тельные ионы примеси.

Следовательно, в узкой приграничной области возникает элект-
рическое поле, которое направлено так, что препятствует дальней-
шему прохождению диффузии. Диффузия останавливается электри-
ческим полем двойного электрического слоя, который образовали
заряды ионов примеси. Устанавливается динамическое равновесие:
сколько электронов (дырок) уходит за счет диффузии, столько воз-
вращается назад электрическим полем двойного слоя (рис. 1.75). При
тепловом равновесии суммарный электрический ток через p–n-пе-
реход равен нулю.

Вне области перехода электронейтральность образца не нару-
шена и электрического поля нет. В области контакта полупровод-
ников наблюдается скачок электростатического потенциала Δφ
(рис. 1.76).

Рис. 1.74. Энергетические диаграммы для изолированных полупроводников:
светлые кружки – дырки, черные – электроны
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Рис. 1.75. Распределение электронов и
дырок в полупроводниках, приведен-
ных в контакт. Точка пересечения кри-
вых соответствует месту контакта про-

водников

Рис. 1.76. Зависимость электрического по-
тенциала от координат.

Значки «–» и «+» соответствуют зарядам ионов. Внут-
реннее электрическое поле внутр.E


 направлено справаа
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Важное замечание. В состо-
янии термодинамического рав-
новесия при контакте двух про-
водников химический потенциал должен быть постоянен во всех
точках кристалла (это требование термодинамики).

Выравнивание химического потенциала связано с изменением энер-
гий электронов и дырок под влиянием внутреннего электростатическо-
го поля внутр.E


 Обсудим этот момент детальнее (сравни рис. 1.77 и 1.78).

Энергию электронов будем отсчитывать от энергии εс, т. е. от дна
зоны проводимости. Тогда, чтобы найти энергию электрона, из те-
кущей энергии ε нужно отнять εс и учесть энергию взаимодействия
электрона с внутренним электростатическим полем: –|e|φ(x). Потен-
циал φ, а значит и электростатическая энергия, определены с точно-
стью до постоянной. Примем электростатическую энергию электро-
нов в n-области, вдали от p–n-перехода (при x  + ) равной нулю.
Тогда энергия электронов при конечных x имеет вид

 электронаε ε ε ( ) ( ) .с e x                         (1.326)

Это энергия электронов с учетом электростатического внутреннего
поля. Изгибание зоны проводимости вызвано тем, что потенциаль-
ная энергия электронов в p-области больше, чем в n-области.

Энергия дырок отсчитывается в обратном направлении оси ε от уров-
ня εν. Учитывая, что дырки имеют положительный заряд, получаем

 дыркиε ε ε ( ) ( ) .v e x      

(1.327)
Мы считаем, что электростатичес-
кая энергия дырки в p-области при
x  –  равна нулю. Заметим, что
для электронов и дырок выбраны

1.23. Выпрямляющее действие р–n-перехода. Упрощенный ...
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разные уровни отсчета энергии. В этом нет противоречия, так как
для зоны проводимости и валентной зоны мы используем разные
способы описания.

За счет дополнительных поправок ±|e|φ(x) уровни энергии элект-
ронов и дырок искривляются до тех пор, пока химические потенци-
алы p- и n-областей не уравняются (рис. 1.78 и формулы (1.326,
1.327)).

Отметим, что на рис. 1.78 значения εc и εν при x  +  и x  – 
остаются теми же, что были у полупроводников p- и n-типов до их
контакта.

Проанализируем состояние динамического равновесия в облас-
ти pn-перехода, причем сконцентрируем внимание на дырках. Для
электронов рассуждения аналогичны.

1. Даже при тепловом равновесии в отсутствие внешнего поля
существует слабый ток дырок из n-области в p-область. Этот ток
называют током генерации дырок Ih. Он обусловлен неосновными
носителями заряда.

На рис. 1.79 либо в области 1, либо в области 2 за счет тепловых
флюктуаций рождаются пары электрон – дырка. Они образуются в
результате переброса электронов из валентной зоны в зону проводи-
мости.

Если рождение пар электрон – дырка происходит в области 2, то
для описания тока генерации надо дополнительно учитывать диф-

фузию дырок из области 2
в область 1. Для простоты
будем считать, что рожде-

Рис. 1.77. Положение химического потенциала на энергетических диаграммах для
изолированных полупроводников р-типа и n-типа
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Рис. 1.78. Энергетическая диаг-
рамма и положение химическо-
го потенциала для полупровод-
ников, приведенных в контакт
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Рис. 1.79. Области 1 и 2 полупроводника n-типа, близ-
кие к границе раздела полупроводников.

Штриховая линия – граница между p- и n-полупроводниками; «–» и
«+» – отрицательные и положительные ионы

1 2

ние пар электрон – дырка происходит только
в области 1, внутри двойного слоя. Тогда си-
лами внутреннего электростатического поля
дырка мгновенно перебрасывается из полу-
проводника n-типа в полупроводник p-типа,
а электрон перемещается в область 2. Здесь
речь идет только о неосновных носителях
заряда. Именно неосновные носители заряда обусловливают ток ге-
нерации дырок. Важно, что ток генерации не зависит от внешнего
потенциала V, так как последний не оказывает заметного влияния на
внутреннее электрическое поле приконтактной области. Отметим
также, что в принятой системе координат ток генерации дырок от-
рицателен:

gen gen( ) (0) 0.h hI V I 

2. Помимо тока генерации, существует ток рекомбинации. Он
связан с током дырок из p-области в n-область (пока мы следим лишь
за дырками). Из p-области дырки двигаются против внутреннего поля,
поэтому они могут попасть в n-область только при условии, что их
кинетическая энергия больше высоты потенциального барьера. На-
звание тока связано с дальнейшей судьбой дырок в n-области – в
конечном счете, дырки рекомбинируют с электронами.

При тепловом равновесии и внешнем потенциале V = 0 суммар-
ный ток через контакт равен нулю:

gen rec(0) (0) 0.h hI I 

Ток генерации отрицателен, а ток рекомбинации положителен.
Отсюда получаем

rec gen gen(0) (0) (0) .h h hI I I  

В отличие от тока генерации, ток рекомбинации чувствителен к
внешней разности потенциалов V. Изменение тока рекомбинации
дырок определяется больцмановским множителем:

rec rec

Б

Δ( ) (0)exp .h h
EI V I

k T
                           (1.328)

1.23. Выпрямляющее действие р–n-перехода. Упрощенный ...



146 Глава 1. Электроны и дырки в металлах и полупроводниках

Здесь ΔE = –|e|V – дополнительный потенциальный барьер для ды-
рок, который связан с наличием внешнего электрического поля. Вне-
шний потенциал V далее выбран так, что при V > 0 потенциальный
барьер для дырок за счет внешнего поля понижается на величину
ΔE = –|e|V > 0. В конечном счете получаем

rec rec

Б

( ) (0)exp .h h

e V
I V I

k T
 

  
 

Для пояснения происхождения формулы напомним, что дырки
подчиняются законам классической статистической физики. Поэтому
больцмановский множитель определяет изменение числа дырок в еди-
нице объема кристалла при наличии внешнего потенциального поля:

Б

( ) (0)exp .
e V

p V p
k T

 
  

 
Отсюда ток рекомбинации равен

rec rec

Б Б

( ) ( ) (0) exp (0)exp ,h h h h

e V e V
I V e p V e p I

k T k T
   

       
   

где νh – скорость дырок.
Учтем, что rec gen(0) (0) ,h hI I  тогда:

rec gen

Б

( ) (0) exp .h h

e V
I V I

k T
 

  
 

Найдем полный ток дырок через контакт. Поскольку gen(0)hI 
gen(0) ,hI   получим

gen rec gen gen gen

Б Б

( ) ( ) (0) (0) exp (0) exp 1 .h h h h h h

e V e V
I I V I V I I I

k T k T

     
         

     

(1.329)
При выводе формулы считали разность потенциалов V > 0, если она
увеличивает потенциал p-области и уменьшает его в n-области.

Обсудим теперь ток электронов через pn-переход. Электроны
имеют заряд, противоположный заряду дырок. Поэтому направле-
ния движения электронов в токах рекомбинации и генерации проти-
воположны соответствующим направлениям движения дырок. В то
же время сами токи генерации и рекомбинации электронов совпада-
ют по направлению с токами генерации и рекомбинации дырок. Важ-
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но, что потенциальный барьер через pn-переход уменьшается на
|e|V при V > 0, как для электронов, так и для дырок. Вдоль оси ε
энергии электронов и дырок отсчитываются в противоположных на-
правлениях, поэтому электронам для того, чтобы пройти из n-об-
ласти в p-область, нужно преодолеть такой же барьер, что и дыркам
при переходе из p-области в n-область. Рассмотрение тока электро-
нов через pn-переход дает формулу, близкую к (1.329):

gen

Б

(0) exp 1 .e e

e V
I I

k T

  
   

  
                       (1.330)

Обсудим изменение энергетического спектра электронов и ды-
рок, а также изменение химического потенциала системы в случае,
когда к pn-переходу приложена внешняя разность потенциалов V.
Концентрации носителей заряда в области контакта полупроводни-
ков меньше, чем в однородных областях. Следовательно, переход-
ная область обладает гораздо более высоким сопротивлением, и мож-
но считать, что все падение напряжения приходится на область кон-
такта полупроводников. В результате при наложении внешнего на-
пряжения контактная разность потенциалов становится равной
(Δφ – V). Соответственно высота потенциального барьера как для
электронов, так и для дырок понижается до величины |e|(Δφ – V) в
случае V > 0 и возрастает до значения |e|(Δφ + |V|) при V < 0 (рис. 1.80).

Отметим, что разность химических потенциалов у p- и n-частей
полупроводника при этом должна быть равна |e|V. Действительно,
химический потенциал представляет собой энергию, на которую
увеличивается энергия системы при добавлении к ней одного элект-
рона, а энергия, затрачиваемая на перенос электрона из p-области в
n-область, равна |e|V (с учетом знака V).

Используя формулы (1.329) и (1.330), находим полный ток элек-
тронов и дырок через p-n-переход:

 gen gen

Б

(0) (0) exp 1 .h e h e

e V
I I I I I

k T

  
      

  
       (1.331)

Видно, что через pn-переход течет больший ток, когда V > 0,
т. е., когда к p-области подключен плюс батареи, а к n-области – ми-
нус (рис. 1.81). При другой полярности подключения батареи V < 0 и

 Бexp 1 1.e V k T     В результате ток через контакт определяет-
ся лишь малыми токами генерации:

 gen gen(0) (0) .h eI I I  

1.23. Выпрямляющее действие р–n-перехода. Упрощенный ...
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Напомним, что токи генерации электронов и дырок связаны с
неосновными носителями заряда, концентрацию которых легко найти
из закона действующих масс: 2.ipn n

Например, в полупроводнике n-типа известна концентра-
ция электронов: n  Nd. Поэтому концентрация дырок будет

2

Б

ε
~ exp .gi

d

n
p

N k T
 

  
 

 В p-области p  Na и, следовательно, 
2

~i

a

n
n

N


Б

ε
~ exp .g

k T
 
 
 

Поскольку концентрации неосновных носителей с точностью до
множителя, который слабо зависит от температуры, пропорциональ-

ны 
Б

ε
exp ,g

k T
 
 
 

 токи генерации можно аппроксимировать выраже-

нием

gen gen
0

Б

ε
(0) (0) exp .g

h eI I I
k T

 
   

 

Здесь коэффициент I0 настолько слабо зависит от температуры, что
можно считать I0 = const.

В результате, вольт-амперная характеристика pn-перехода (ди-
ода) (1.331) приобретает вид (рис. 1.82)

0
Б Б

ε
exp exp 1 .g e V

I I
k T k T

   
     

    
                  (1.332)

Рис. 1.80. Искривление краев энерге-
тических зон и химический потенциал
p–n-перехода при наличии внешнего на-

пряжения:
а – в отсутствии напряжения; б – с приложенным
отпирающим V > 0 напряжением; в – при запираю-

щем V < 0 напряжении
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При малых V > 0 справедлив закон Ома I ~ V. При больших поло-
жительных V закон Ома нарушается. Через pn-переход течет боль-
шой прямой ток.

При V < 0 ток через переход изменяется только в области малых
|V|, а затем быстро достигает насыщения:

насыщен 0
Б

ε
exp const.gI I I

k T
 

     
 

Если быть точным, то насыщение будет довольно условным, так как
при дальнейшем уменьшении V кривая претерпит серьезные изме-
нения, после чего наступит пробой диода. Отметим, что на участках
с критическими значениями напряжения работают многие стабилит-
роны. Обратный ток через pn-переход в тысячи раз меньше прямо-
го тока.

Рис. 1.81. Подключение pn-перехода в «пропускном» направлении (V > 0):
к p-области подключен плюс батареи, а к n-области – минус

Рис. 1.82. Вольт-амперная характеристика pn-перехода

p-тип n-тип

1.23. Выпрямляющее действие р–n-перехода. Упрощенный ...
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2.1. ДИНАМИКА КРИСТАЛЛИЧЕСКОЙ РЕШЕТКИ
В ГАРМОНИЧЕСКОМ ПРИБЛИЖЕНИИ

Ранее мы предполагали, что ионы кристалла образуют фиксиро-
ванную, неподвижную решетку. В классической теории такая мо-
дель может быть справедливой лишь при нулевой температуре (при
T = 0 К). При T  0 К каждый ион имеет некоторую тепловую энер-
гию и должен совершать колебания около своего положения равно-
весия.

В квантовой теории модель статической решетки неверна даже
при T = 0 К, поскольку, согласно принципу неопределенностей, ионы
не могут быть строго локализованы.

Перечислим основные случаи, когда колебания решетки важны.
1. Способность ионов совершать колебания около положений

равновесия определяет все равновесные свойства твердого тела, в
которые не вносят вклад электроны. Например, динамика решетки
проявляется в диэлектриках, где электроны находятся в заполнен-
ных зонах, и потому пассивны. Диэлектрики проводят не только теп-
ло, но и звук в форме вибраций ионной решетки. В модели статичес-
кой решетки диэлектрики были бы акустическими изоляторами.

2. Динамика решетки важна, когда с ней связаны механизмы пе-
реноса энергии в твердом теле и взаимодействия между электрона-
ми. Например, сопротивление, теплопроводность металлов (при ком-
натной температуре) находят объяснение в теории рассеяния элект-
ронов на колебаниях решетки. Объяснение сверхпроводимости ме-
таллов при сверхнизких температурах связано с тем обстоятельством,
что колебания решетки приводят к слабому притяжению между элек-
тронами.

3. Колебание решетки играет роль в отклике твердого тела на
любое зондирующее излучение, влияющее на ионы (видимый свет,
рентгеновские лучи, нейтроны). Колебания решетки уменьшают
амплитуду брэгговских максимумов, создают фон рассеянного из-
лучения.

Напомним математическое описание статического кристалла. Мы
считали, что трехмерный кристалл составлен из элементарных яче-
ек, каждая из которых представляет собой параллелепипед, постро-
енный на трех некомпланарных векторах 1 2 3, , .a a a

  
 Для описания

любой кристаллической структуры нужно построить решетку из ма-
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тематических точек – решетку Браве. Положения точек в решетке
Браве задаются векторами

1 1 2 2 3 3,
lR l a l a l a  
   

                                 (2.1)

где li – целые числа. Далее с помощью набора из трех чисел li будем
нумеровать элементарные ячейки решетки Браве.

Для решеток с базисом положения реальных атомов внутри
элементарной ячейки определяются векторами κR


, где κ = 1, 2,…r.

В конечном счете положение в пространстве атома из l-й элементар-
ной ячейки с номером κ в ней определяется вектором

.l lR R R  
  

                                       (2.2)

Объем элементарной ячейки имеет вид

 1 2 3 .aV a a a  
  

                                    (2.3)

Любую функцию с периодичностью решетки Браве ( )lf R r 
 

( )f r


 можно разложить в ряд Фурье:

 ( ) exp i .
K

K

f r f K r  


 
                              (2.4)

Коэффициенты 
K

f   в разложении (2.4) определяются выражением

  31 ( )exp i d ,

a

K
a

V

f f r K r r
V

  
  

где интегрирование производится по объему Va элементарной ячей-
ки решетки Браве. Векторы K


 имеют следующий вид:

1 1 2 2 3 3,K n b n b n b  
  

                                 (2.5)

где ni – целые числа, 1 2 3, ,b b b
  

 – векторы обратной решетки:

1 2 3 2 3 1 3 1 2
2π 2π 2π[ ], [ ], [ ].

a a a

b a a b a a b a a
V V V

     
       

           (2.6)

Перечислим основные свойства обратной решетки.
1. Объем элементарной ячейки обратной решетки

3
1 2 3 (2π) .b aV b b b V     

  
                            (2.7)

2. Прямая решетка и обратная решетки являются взаимно обрат-
ными по отношению друг к другу.

2.1. Динамика кристаллической решетки в гармоническом ...
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3. Каждый вектор K


 обратной решетки перпендикулярен беско-
нечному набору плоскостей, проходящих через узлы прямой решет-
ки Браве.

4. Расстояние d между соседними кристаллографическими плос-
костями с нормалью K


 определяется формулой

0
2π ,d n
K

 
                                         (2.8)

где n0 – наибольший общий делитель чисел n, задающих K


 (2.5).
Отказавшись от искусственного предположения о неподвижных

ионах, расположенных в точках с радиус-векторами κ
lR


, будем ис-
пользовать два более слабых предположения.

1. Будем считать, что атомы (ионы) кристалла могут смещаться

из положений κ
lR


 на векторы  lU 


. Положение κ-го атома в l-й эле-

ментарной ячейке определяется вектором

 κ .
κ

l lR U
 

                                         (2.9)

Вектор κ
lR


 не зависит от времени и характеризует среднее положе-

ние атома, вектор  lU 


 зависит от времени и определяет колебания

конкретного атома кристалла около положения равновесия (рис. 2.1).
2. Примем, что типичные отклонения каждого атома кристалла

от его положения равновесия малы по сравнению с расстоянием a
между соседними атомами:

  .
κ
lU a


                                      (2.10)

Предположение 1 позволяет объяснить наблюдаемую кристал-
лическую структуру твердых тел, ибо оно означает, что, несмотря на
движение ионов в твердом теле, сохраняется решетка Браве, относи-
тельно которой описываются, однако, не мгновенные, а усреднен-
ные положения ионов. Заметим, что, хотя это предположение допус-
кает самые различные движения ионов, оно не разрешает их диффу-
зии, поскольку мы считаем, что каждый ион совершает колебания
относительно одного определенного узла. Подобное предположение
не вносит серьезных ограничений, за исключением случаев, когда
появляется вероятность взаимного обмена равновесными положе-
ниями ионов.
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К предположению 2 мы обращаемся потому, что оно ведет к про-
стой теории — гармоническому приближению, позволяющему по-
лучить точные количественные результаты. Часто эти результаты
прекрасно согласуются с наблюдаемыми свойствами твердого тела.

Запишем полную кинетическую энергию решетки. Пусть атом
элементарной ячейки с номером κ имеет массу Mκ. Тогда кинетичес-
кая энергия решетки

 2
κ α

,κ,α

1 ,
κ2

l

lT M U  
                                (2.11)

где индекс α = 1, 2, 3 нумерует составляющие вектора  lU 


.

Предположим, что полная потенциальная энергия кристалла Ф
зависит только от мгновенных положений атомов. Это приближе-
ние нуждается в пояснении. Потенциальная энергия, вообще гово-
ря, должна зависеть от координат всех частиц, составляющих кри-
сталл: ионов и электронов. Однако массы электронов много мень-
ше масс ионов. Электроны подвижны, и мы считаем, что они успе-
вают «приспособиться» к движению ионов. Поэтому потенциаль-
ная энергия и предполагается функцией только координат ионов
(атомов) кристалла:

κΦ Φ .
κ

l l
R U

    
         

 
                             (2.12)

Предполагая, что электроны следуют за ионами, мы, по сути,
пренебрегаем энегрообменом между электронной и ионной подсис-

2.1. Динамика кристаллической решетки в гармоническом ...

Рис. 2.1. Двумерный кристалл с решеткой без базиса.
Точки решетки Браве задаются векторами lR


 и совпадают со средними положениями ионов кристалла (а).

Одно из мгновенных положений ионов (б): ион из узла с радиус-вектором lR


сместился в точку с радиус-
вектором l lR U

 

а б

R
l
 R U

l l
 + 
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темами кристалла. Поэтому рассматриваемое приближение называ-
ют адиабатическим. Далее энергообмен между электронами и ре-
шеткой кристалла учтем с помощью теории возмущений.

Поскольку потенциальная энергия Ф достигает минимума, когда

все векторы  lU 


 обращаются в нуль, воспользуемся стандартной

теорией малых колебаний и разложим функцию Ф вблизи положе-
ния равновесия в степенной ряд:

  κ κ α α

,κ,α

Φ Φ Φ
κ κ κ

l l

l

l l l
R U R U

        
                   


 

αα' α α'

',κ',α ',
,κ,α

1 Φ ...
2 κ κ ' κ κ 'l

l

l l' l l'
U U

     
      

     


                    (2.13)

Постоянное слагаемое   κΦ lR


 для нашей задачи интереса не
представляет, а коэффициенты при линейных по Uα членах разложе-
ния должны быть равны нулю (условия экстремума функции Ф):

   
α

α
{ }

ΦΦ 0.
κ

κ
0U

l
lU

 





                         (2.14)

Таким образом, первый существенный член разложения квадра-
тичен по смещениям – это так называемый гармонический член. Он
связан с матрицей постоянных

     
2

αα'

α α'
{ }

ΦΦ
κ κ'

κ κ'
0

,

U

l l'
l l'U U


 




                 (2.15)

которая должна быть положительно определенной, так как в точке
устойчивого равновесия кристалла при   0U 


 функция Ф (2.12)

имеет минимум.
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Зная потенциальную Ф и кинетическую T энергии кристалла,
находим функцию Лагранжа L колебаний решетки в гармоническом
приближении:

       2
κ α αα' α α'

,κ,α ',κ',α', ,κ,α

1 1Φ Φ .
κ κ κ ' κ κ'2 2

l l l

l l l' l l'L T M U U U    

(2.16)

С ее помощью получаем уравнения движения атомов кристалла:

     κ α αα' α

',κ',α'

Φ .
κ κ κ' κ '

l

l l l' l'M U U  
                  (2.17)

Уравнения (2.17) можно интерпретировать следующим образом: каж-
дое слагаемое в сумме в правой части равенства (2.17) представляет
собой силу, действующую на κ-й атом в l-й ячейке, вызванную сме-
щениями Uα атома с номером κ из ячейки l.

Энергия кристалла H = T + Ф = const, так как функция Лагранжа
L не зависит явно от времени.

2.2. ОБЩИЕ СВОЙСТВА СИЛОВЫХ КОНСТАНТ

1. Непосредственно из определения матрицы силовых констант
(2.15) как второй производной от точного потенциала взаимодействия
вытекает первое свойство:

   αα α αΦ Φ .
κ κ' κ' κ
l l' l' l

                            (2.18)

2. Периодичность бесконечной решетки означает, что если ре-
шетку как целое сместить на произвольный вектор трансляции mR


,

то смещенная решетка совпадет с исходной. Силовые константы при
этом не должны измениться:

   αα' αα'Φ Φ .
κ κ' κ κ'
l l' l m l' m'                       (2.19)

В правой части формулы (2.19) учли следующее:

' ', .l m l m l m l mR R R R R R    
     

                     (2.20)

2.2. Общие свойства силовых констант
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Равенство (2.19) справедливо для любых mR


 и возможно только в
том случае, когда выполняется равенство

   αα' αα'Φ Φ .
κ κ' κ κ'
l l' l l'                           (2.21)

Замечание. В кристаллах с центром инверсии (а это почти все
кристаллы) направления lR


 и l lR R  
 

 равноценны. Отсюда зак-
лючаем, что в кристаллах с центром инверсии

   αα' αα'Φ Φ .
κ κ' κ κ'

l l                            (2.22)

3. Если весь кристалл как целое сместить на постоянный вектор

αV


, то не должно возникать сил, действующих на атомы кристалла.
Из уравнения движения (2.17) следует, что это возможно лишь при
выполнении условия

 
' ' '

αα' α'

α , ,κ

Φ 0.
κ κ'

l

l l' V                               (2.23)

В силу произвольности вектора αV


, равенство (2.23) справедливоо
лишь в том случае, когда:

 
' '

αα'

,κ

Φ 0.
κ κ'

l

l l'                                  (2.24)

Согласно (2.21), матрица Фαα зависит только от разности аргу-
ментов l и l, поэтому в формуле (2.24) можно заменить суммирова-
ние по l на суммирование по l l l'   и перейти к следующей фор-
ме записи:

αα'

',κ

Φ 0.
κ κ'

l

l   
 





                                (2.25)

4. Если повернуть кристалл как целое на произвольный угол, то
это не должно приводить к появлению дополнительных сил между
атомами кристалла. Бесконечно малый поворот на произвольный угол
определяется антисимметричной матрицей

ωαα = –ωαα,

не зависящей от l и κ. Если атом до поворота находился в положении

равновесия  α' ,
κ'
l'R  то после поворота он сместится в положение
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 α' α'α'' α''

α''

ω
κ' κ'
l' l'R R    

 
 . Другими словами, κ-й атом l-й элементарной

ячейки после поворота кристалла как целого приобретает дополни-
тельное смещение:

   α' α'α'' α''

α''

ω .
κ' κ'
l' l'U R

Такие смещения атомов не должны порождать сил в уравнениях дви-
жения атомов (2.17):

   
' ' ' ''

αα' α'α'' α''

α , ,κ ,α

Φ ω 0.
κ κ' κ'

l

l l' l'R                      (2.26)

Равенство (2.26) должно быть справедливо для любых значений
ωαα, удовлетворяющих единственному условию: ωαα = –ωαα. Это
возможно только в том случае, когда матрица силовых констант удов-
летворяет ограничению

       
' '

αα' α'' αα'' α'

,κ

Φ Φ 0.
κ κ' κ' κ κ' κ'

l

l l' l' l l' l'R R     
       (2.27)

2.3. ГРАНИЧНЫЕ УСЛОВИЯ БОРНА – КАРМАНА
И ДИНАМИЧЕСКАЯ МАТРИЦА КРИСТАЛЛА

Для упрощения расчетов удобно считать, что кристалл имеет
форму параллелепипеда со сторонами 1 1 2 2 3 3, , ,L L a L L a L L a  

    

где L – большое целое число. Тогда кристалл содержит N = L3 эле-
ментарных ячеек.

Если мы интересуемся свойствами кристалла внутри его объе-
ма, то при больших размерах кристалла условия на его границах не-
существенны. Примем наиболее удобные для расчетов граничные
условия – условия Борна – Кармана, согласно которым для каждого
из трех основных векторов ia


 выполняются равенстваа

   ,κκ
il L lU U 

 
                                 (2.28)

где обозначению l + Li соответствует вектор .l
iR La

 

2.3. Граничные условия Борна – Кармана и динамическая матрица ...
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Уравнение движения атомов решетки (2.17) перепишем в следу-
ющей форме:

       
' ' '

1
2

κ κ κ' αα' κ ' α'

α , ,κ

Φ .
κ κ κ' κ'

l

l l l' l'M U M M M U


 
   (2.29)

Будем искать их решения в виде ряда Фурье:

     α α

κ

1 exp i .
κκ

l

q

l qU U q R
M N

 


 
                 (2.30)

Если к волновому вектору q


 добавить произвольный вектор об-
ратной решетки: 1 1 2 2 3 3,K b n b n b n  

  
 то представление (2.30) не из-

менится, поскольку 2π ,lK R m 
 

 где 1 1 2 2 3 3m l n l n l n    – целое чис-
ло. Всегда можно добиться того, чтобы векторы q


 лежали в преде-

лах элементарной ячейки обратной решетки (первой зоны Бриллюэ-
на). Далее считаем, что все волновые векторы q


 лежат в пределах

первой зоны Бриллюэна.
Условия Борна – Кармана (2.28) приводят к ограничениям на воз-

можные значения волнового вектора q


:

 exp i 1, ( 1, 2, 3).iL q a i  
 

Отсюда найдем разрешенные значения q


:

 1 1 2 2 3 3
1 ,q n b n b n b
L

  
  

                            (2.31)

где ns – произвольные целые числа (s = 1, 2, 3). Далее из всего этого
множества будем брать только физически различные векторы q


 из

первой зоны Бриллюэна. Таких q


 будет N = L3, ровно столько, сколькоо
элементарных ячеек в кристалле.

Подставив представление (2.30) в уравнение движения (2.29),
получим

   α exp i
κ

l

q

qU q R 


 

       
' ' '

1
2

κ κ' αα' α'

α , ,κ

'Φ exp i i .
κ'κ κ'

l

q l

l ll l' qM M q R R q R U


     
  



   

(2.32)

Заметим, что .l' l l -l'R R R  
  

 Заменяя в правой части равенстваа
(2.32) суммирование по l на суммирование по l l l'   и приравни-
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вая коэффициенты при линейно независимых функциях  exp i ,lq R


получаем

     α αα' α'

' 'α ,κ

.
κ κ'κ κ'
q q qU U  
  


                      (2.33)

Здесь динамическая матрица кристалла

   
~1

2
αα' κ κ' αα'Φ exp i .

κ κ' κ κ'
l

l

q lM M q R
         

   



  
     (2.34)

В уравнении (2.34) κ = 1, 2,…r, α = 1, 2, 3. Это означает, что от
бесконечной системы уравнений (2.17) мы перешли к конечной сис-
теме (2.33), содержащей всего 3r уравнений.

2.4. СВОЙСТВА ДИНАМИЧЕСКОЙ МАТРИЦЫ

Перечислим основные свойства динамической матрицы:
1.

     *
αα' α'α α'α .

κ κ' κ' κ κ' κ
q q q    
  

                (2.35)

Это свойство является следствием свойств (2.18) и (2.19) сило-
вой матрицы, а также условия ее вещественности:

     *
αα' α'α α'αΦ Φ Φ .

κ κ' κ' κ κ' κ
l l l  

Удобно ввести мультииндекс s, который пробегает 3r значений:
s = {α, κ}, (κ = 1, 2,…r; α = 1, 2, 3), Тогда динамическая матрица
(2.34) будет иметь вид

   αα' ' .
κ κ' ss

q q  
 

                               (2.36)

В терминах мультииндекса свойство (2.35) означает, что дина-
мическая матрица эрмитова

   *
' 'ss ssq q  
 

                                   (2.37)

и удовлетворяет ограничению

   *
' ' .s s s sq q   
 

                                 (2.38)

2.4. Свойства динамической матрицы
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Замечание. В кристаллах с центром инверсии справедливы сле-
дующие равенства:

*
' ' '( ) ( ) ( ),ss ss s sq q q    
  

                            (2.39)

т. е. динамическая матрица вещественна и симметрична.
2. Из развернутого вида φss (2.34) следует периодичность этой

функции в обратном пространстве:

' '( ) ( ).ss ssq K q   
 

                                (2.40)

Далее мы увидим, что, в конечном счете, свойство (2.40) ведет к
тому, что частоты колебаний решетки будут периодичны в обратном
пространстве при трансляциях на векторы ( 1, 2, 3).ib i 



2.5. НОРМАЛЬНЫЕ МОДЫ КОЛЕБАНИЙ
КРИСТАЛЛИЧЕСКОЙ РЕШЕТКИ

При дальнейшем анализе уравнения динамики решетки

α αα α

α ,κ
κ κκ κ

qq qU U

 

               


 


                     (2.41)

удобнее записывать в сокращенной форме:

.s ss s

s

U U 



  
                                  (2.42)

В матричном уравнении (2.42) мультииндекс s = (α, κ) пробегает 3r
значений (α = 1, 2, 3; κ = 1, 2,…, r), а матрица φss эрмитова, т. е.

*
.ss s s   

Согласно теореме линейной алгебры, эрмитову матрицу можно
диагонализировать, решив задачу на собственные значения:

λ .ss s s

s

e e 



                                      (2.43)

При этом собственные значения λ оказываются корнями уравнения

det λ 0,E                                    (2.44)

где E – единичная матрица. В левой части уравнения (2.44) стоит
полином степени 3r, следовательно, это уравнение имеет 3r корней:

 λ λ ,j j q


где j = 1, 2,…, 3r.
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Обсудим свойства собственных значений  λ λ .j j q


1. Эрмитовость матрицы φss гарантирует, что все собственные
значения вещественны:    *λ λ .j jq q

 

2. Вследствие положительной определенности квадратичной
формы, соответствующей потенциальной энергии решетки, все чис-
ла λj (q) положительны:

   2λ ω 0.j jq q 
 

                                 (2.45)

Ограничение (2.45) является условием минимума потенциальной
энергии равновесного кристалла.

3. Функции  ω j q


 должны быть периодичны в обратном про-
странстве (таким свойством обладала матрица ( )ss q


):

   ω ω .j jq K q 
  

                                (2.46)

После того как собственные значения  2λ ωj j q


 найдены, ре-
шив уравнения (2.43), найдем 3r собственных вектора es. Компонен-
ты векторов образуют матрицу (3r×3r):

α κ .sj
qe e
j

   
 



                                    (2.47)

Матрица (2.47) зависит от вектора q


 как от параметра. Здесь индексс
j и мультииндекс s, равный s = {α, κ}, пробегают 3r значений: s, j = 1,
2,…, 3r.

Если матрица φss эрмитова, то собственные векторы можно выб-
рать ортогональными в следующем смысле (подчинить дополнитель-
ным условиям):

* *δ , δ .sj sj jj sj s j ss

s j

e e e e                              (2.48)

Если внимательно посмотреть на соотношения (2.48), то можно по-
нять, что матрица с элементами esj оказалась унитарной (условия
(2.48) – это условия унитарности матрицы).

Запишем поля смещений атомов решетки Us в форме

.s sj j

j

U e Q 



                                     (2.49)

Тогда уравнения динамики кристалла (2.42) примут вид

,

.sj j ss s j j

j s j

e Q e Q     

  

   
                           (2.50)

2.5. Нормальные моды колебаний кристаллической решетки
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Напомним, что компоненты esj не зависят от времени, так как пост-
роены по динамической матрице φss, от времени не зависящей. Учи-

тывая тождество  2ω ,ss s j j sj

s

e q e    



 


 перепишем равенство (2.50)
в форме

 2ω .sj j j sj j

j j

e Q q e Q    

 

  



                         (2.51)

Умножая равенство (2.51) на *
sje  и суммируя результат по s, с

учетом условий ортогональности (2.48), получаем систему уравне-
ний для независимых гармонических осцилляторов:

 2ω ,j j jQ q Q 




где j = 1, 2,…, 3r. Задача свелась к тривиальной. В выбранных нами
переменных уравнения динамики решетки легко интегрируются:

         , exp iω exp iω ,j j j j jQ q t c q t c q t  
  

            (2.52)

где    иj jc q c q
 
  – постоянные интегрирования.

Если подставить (2.52) в (2.30), то получим общее решение урав-
нения динамики решетки в виде суперпозиции бегущих волн (их
называют нормальными модами решетки):

 exp iω i .
l

j t q R  
 

Окончательный ответ для смещений атомов решетки запишем в
форме, более удобной для дальнейшего анализа:

     α α
κ ,

1 κ , exp i ,
l

j

q j

l qU e Q q t q R
jM N

 
    




   
         

(2.53)

где вся зависимость от времени содержится в функции  , .jQ q t


Хотя мы решили задачу полностью, уточним некоторые свойства
функций:

 κ , , , ω ( ).sj j j
qe e Q q t q
j
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Для этого распишем уравнение на собственные значения (2.43) бо-
лее детально (тем самым извлечем из него дополнительную инфор-
мацию):

2
αα α α

α ,κ

κ ω ( ) κ .
κ κ j

qq qe q e
jj 

 

              


  
               (2.54)

После комплексного сопряжения системы (2.54) получим

* 2 *
αα α α

α ,κ

κ ω ( ) κ .
κ κ j

qq qe q e
j j


 



               


  
              (2.55)

При переходе от равенства (2.54) к равенству (2.55) использовано
свойство динамической матрицы:

*
αααα κ κ κ κ

q q


            

 

и учтена вещественность собственных значений 2ω ( ).j q


 В результате

для определения собственного вектора *
α κ qe

j
 
 
 



 получили такое жее

уравнение, что было для α κ ,qe
j

 
 
 



 только с заменой q


 на – q


 (этоо

видно из сравнения формул (2.54) и (2.55)). Отсюда следует, что воз-
можны два варианта:

*
α ακ κ .q qe e

j j
   

    
   

 

                              (2.56)

Причем следствием обоих вариантов выбора собственных векторов
будет четность функции  ω j q


:

   2 2ω ω .j jq q 
 

В конечном счете четность функции  ω j q


 – это проявление инва-
риантности уравнений динамики решетки (2.51) относительно опе-
рации обращения времени: t  –t.

Далее будем использовать следующий выбор собственных век-
торов:

*
α ακ κ .q qe e

j j
   

   
   

 

                               (2.57)

2.5. Нормальные моды колебаний кристаллической решетки
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Теперь постараемся получить ограничение на  , .jQ q t


 Для это-
го заметим, что смещения атомов решетки вещественны по своему
физическому смыслу:

   *
α α .

κ κ
l lU U

Комплексно сопрягая выражение (2.53) для  α κ
lU , с учетомм

(2.57), получаем

     *
α α

κ ,

1 κ , exp i .
κ

l

j

q j

l qU e Q q t q R
jM N
 

    



  
       (2.58)

Поменяем в равенстве (2.58) q


 на q


:

     *
α α

κ ,

1 κ , exp i .
κ

l

j

q j

l qU e Q q t q R
jM N


 

  
 


   

        (2.59)

Выражение (2.59) для  α κ
lU  совпадает с выражением (2.53) для

 α κ
lU  только при условии

   , , .j jQ q t Q q t  
 

                               (2.60)

Такому условию легко удовлетворить подходящим выбором посто-
янных интегрирования в формуле (2.52). Достаточно взять

         , exp iω exp iω .j j j j jQ q t c q t c q t   
  

Для дальнейшего анализа важно лишь, что функция  ,jQ q t


 удов-
летворяет ограничению (2.60) и уравнению движения

 ω 0.j j jQ q Q 


                                  (2.61)

Подставим поля смещений  α κ
lU  в форме (2.53) в функцию Лаг-

ранжа (2.16) и перепишем лагранжиан в терминах Qj, воспользовав-
шись четырьмя следующими свойствами:

1) * δsj sj jj

s

e e    – условие ортогональности;

2)  2

,

ωss s j j sj

s j

e q e 

 

 


 – свойство динамической матрицы;
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3) 
0, если ,1 exp i( )
1, если или .

l

l

q q K
q q R

N q q q q K

 
 
  

           


   
    

Здесь K


 – некоторый вектор обратной решетки. Напомним, что вол-
новые векторы q


 и q


 мы выбираем из первой зоны Бриллюэна, такак
как учитываем только физически различные значения q


 и q


. По-
этому при вычислении функции Лагранжа мы исключаем вариант

с 0.q q K K   
   

4)    *, ,j jQ q t Q q t 
 

 – ограничение, связанное с вещественнос-
тью полей смещений.

После простых алгебраических вычислений получаем следую-
щее выражение для функции Лагранжа:

         * 2 *

,

1 , , ω , , .
2 j j j j j

q j

L Q q t Q q t q Q q t Q q t   


    
 

Введем обобщенные импульсы, сопряженные координатам Qj и
*
jQ :

       
*

*

*, , , .
, ,

j j

j j

jj
L Lq t Q q t Q

Q q t Q q t
    

 

 
  

 
P P

       
(2.62)

Зная обобщенные импульсы, переходим от функции Лагранжа к фун-
кции Гамильтона:

       * *

,

, ,j j j j

q j

H q Q q t q Q q t L    


   
 P P

          2

,

1 , ω , , .
2 j j j j

q j

q q t q Q q t Q q t  


    
j P P         

(2.63)

Уравнения Гамильтона:

, , ,j j
j j

j
j

H H H HQ Q
Q Q

 
 

        
   

  
j

j
P P

P P
         

(2.64)

«воспроизводят» связи между j P  и Qj (2.62) и дают уравнения дина-
мики решетки:

2ω 0.j j jQ Q 

Таким образом, гамильтонов подход приводит к уравнениям ди-
намики кристаллической решетки. Следует, конечно, заметить, что

2.5. Нормальные моды колебаний кристаллической решетки
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обычная запись функций Лагранжа и Гамильтона использует веще-
ственные обобщенные координаты.

Переход к вещественным координатам и импульсам не связан с
какими-либо трудностями, так как его можно осуществить посред-
ством следующего канонического преобразования:

           1 i ,
2 ωj j j j j

j

Q q X q X q P q P q
q

 
        

 

    
    (2.65)

        1 iω [ ( ) ( )] .
2j j j j j jq P q P q q X q X q     

     
P

В формулах (2.65) переменные Xj и Pj вещественны и связаны соот-
ношением

  ( ).jjP q X q                                      (2.66)

Подставляя выражения (2.65) в формулу (2.63) и учитывая чет-
ность функции  ω ,j q


 энергию кристалла записываем в виде сум-

мы энергий независимых вещественных осцилляторов:

   2 2 2

,

1 [ ω ( )].
2 j j j

q j

H P q q X q 


  

Уравнения Гамильтона

,j j
j j

H HX P
P X

   
 

 

воспроизводят связи (2.66) между Xj и Pj, а также дают представле-
ние уравнений динамики решетки в форме системы уравнений для
невзаимодействующих вещественных гармонических осцилляторов:

2ω ( ) 0.j j jX q X 


2.6. ТЕОРЕМА ГОЛДСТОУНА. АКУСТИЧЕСКИЕ И ОПТИЧЕСКИЕ
МОДЫ НОРМАЛЬНЫХ КОЛЕБАНИЙ КРИСТАЛЛА

Функция Лагранжа любой замкнутой системы микрочастиц (элек-
тронов, ионов, атомов) инвариантна относительно преобразований
непрерывной группы трансляций (перемещение системы на любой
постоянный вектор не изменяет форму записи функции Лагранжа
системы микрочастиц). В то же время в основном состоянии крис-
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талла атомы образуют решетку, симметрия которой ниже исходной
симметрии лагранжиана системы микрочастиц: физические харак-
теристики равновесного макрокристалла инвариантны только отно-
сительно дискретной группы трансляций (произвольных трансляций
не остается). Наблюдаемые величины описываются периодически-
ми функциями, отражающими периодичность кристаллической ре-
шетки.

Когда симметрия основного состояния системы ниже соответ-
ствующей симметрии функции Лагранжа, то говорят, что происхо-
дит спонтанное нарушение симметрии.

Справедлива следующая общая теорема, которую независимо
доказали Голдстоун (1961 г.) и Боголюбов (1963 г.).

Теорема Голдстоуна. Когда свойства симметрии основного со-
стояния системы большого числа частиц нарушают симметрию мик-
ролагранжиана частиц относительно преобразований некоторой не-
прерывной группы, то в системе всегда возникают коллективные
колебания, частоты которых стремятся к нулю при волновом векто-
ре q


, стремящемся к нулю:  ω 0j q 


 при 0.q 


Эти коллективные колебания системы называют голдстоуновс-
кими возбуждениями. Голдстоуновские возбуждения всегда имеют
такой характер, что как бы стремятся восстановить нарушенную сим-
метрию системы. Число ветвей в спектре подобных голдстоуновс-
ких возбуждений (число квазичастиц, называемых голдстоуниона-
ми) определяется числом нарушенных независимых элементов груп-
пы симметрии функции Лагранжа системы, т. е. числом «исчезнув-
ших» генераторов исходной непрерывной группы симметрии.

Система микрочастиц, из которой образовался кристалл, изна-
чально обладала произвольной трансляционной инвариантностью.
Микролагранжиан системы частиц не изменялся при трех независи-
мых трансляциях – вдоль оси Ox, оси Oy, оси Oz. Генерировались
эти трансляции тремя компонентами полного импульса: px, py, pz. При
объединении микрочастиц в кристалл непрерывные трансляции ис-
чезали. Следовательно, по теореме Голдстоуна, у кристаллической
решетки среди тех 3r частот, которые мы нашли, три должны стре-
мится к нулю при волновом векторе q


, стремящемся к нулю.

Проверим это утверждение прямым расчетом. Напомним, что
смещение κ-го атома l-й элементарной ячейки можно представить в
форме

     α α
κ ,

1 , exp i .
κ

l

j

q j

l qU e Q q t q R
jM N

 
   

 


   
          (2.67)

2.6. Теорема Голдстоуна. Акустические и оптические моды ...
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Векторы поляризации α κ qe
j

 
 
 


 являются решениями задачи на соб-

ственные значения, которая в подробной записи имеет следующий
вид:

 2
αα α α

κ κ κ,α ,κ

1 1 1Φ κ exp i ω κ .
κ κ

l
j

l

l q q
e q R q e

M j jM M

 
   
 

 

    
           


  

(2.68)

Нужно доказать, что три частоты  ω j q


 обращаются в нуль при
0q 


.

Пусть при 0q 


 величины α

κ

01 κe
jM

 
 
 

 не зависят от парамет-

ра κ при любых значениях индекса α:

α α

κ

1 0κ ( ),qe V j
jM

   
 



                          (2.69)

тогда при 0q 


 уравнение (2.69) перепишем в виде

   2
α αα α

κ α ,κ

1 ( ) Φ ω 0 ( ), α 1, 2, 3.
κ κ j

l

lV j V j
M  

 

         (2.70)

По свойству силовой матрицы (2.25)

 αα

,κ

Φ 0,
κ κ

l

l





тогда из (2.70) получаем

 2
αω 0 ( ) 0.j V j                                    (2.71)

Число независимых векторов Vα(j) в трехмерном пространстве не
может быть больше трех. Поэтому из равенства (2.71) следует, что
только три из частот ωj(0) могут обращаться в нуль. Мы убедились в
справедливости теоремы Голдстоуна.

Согласно формуле (2.53), если комбинации констант (2.69) не за-
висят от параметра κ, то все атомы в элементарной ячейке кристалла
колеблются в одинаковой фазе с одинаковой амплитудой (параметр κ
нумерует атомы в пределах элементарной ячейки). Такие колебания
характерны для смещений упругой среды при распространении в ней
звука. Поэтому три моды колебания решетки с частотами, обращаю-
щимися в нуль при 0q 


, назвали акустическими модами.
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Поскольку    2 2ω ω ,j jq q 
 

 можно предположить, что частоты
акустических мод при малых q


 выглядят следующим образом:

 2

,

ω α ( ) , , , 1, 2, 3.j sp s p

s p

q j q q s p j 

Детальный расчет подтверждает это предположение. В изотропной
среде акустические моды должны иметь вид:

2 2 2ω , 1, 2, 3,j jc q j 


где cj – скорости звуковых волн. Скорости двух поперечных звуко-
вых волн с разными поляризациями совпадают: c1 = c2 и отличаются
от скорости продольной звуковой волны: c3  c1, c2.

Остальные (3r – 3) колебаний, частоты которых не обращаются в
нуль при 0q 


, называются оптическими колебаниями решетки.

Такое название иногда вводит в заблуждение. Поясним его проис-
хождение. Дело в том, что когда на элементарную ячейку приходит-
ся два атома, то в оптических модах колебаний они колеблются на-
встречу друг другу в противофазе. Если атомы несут заряд (являют-
ся ионами), то их колебания соответствуют переменному электри-
ческому дипольному моменту, который способен излучать электро-
магнитную волну в оптическом диапазоне. Это обстоятельство и
послужило причиной того, что все (3r – 3) колебаний решетки стали
называть оптическими.

Когда на элементарную ячейку приходится один атом (r = 1), то
имеются только три акустические моды колебаний решетки. Не за-
бывайте, что можно потерять оптические моды, взяв для теорети-
ческих расчетов простую решетку с одинаковыми атомами.

Подсчет числа состояний

В общем случае имеем 3r функций  ω j q


. Волновой вектор q


пробегает квазинепрерывные значения в пределах первой зоны Брил-
люэна. Разрешенных значений q


 в первой зоне Бриллюэна столькоо

же, сколько элементарных ячеек в кристалле, т. е. N. Поэтому вели-
чина  ω j q


 принимает 3rN значений.

Плотность волновых векторов q


 в обратном пространстве най-
дем, если поделим число N разрешенных значений q


 в первой зоне

Бриллюэна на объем зоны Vb:

   3 3 .
2π 2π

а

b

NVN V
V

                                  (2.72)

2.6. Теорема Голдстоуна. Акустические и оптические моды ...
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При преобразованиях формулы (2.72) учли, если Va – объем элемен-
тарной ячейки прямой решетки, то Vb = (2π)3/Va, NVa = V – объем
кристалла.

В обратном пространстве первую зону Бриллюэна можно раз-
бить на маленькие объемы 3d q


. Согласно (2.72), в объеме 3d q


 со-

держится 
 

3
3 d

2π

V q


 разрешенных волновых векторов q


. Мы полу-

чили множитель, позволяющий заменить суммирование по векто-
рам q


 на интегрирование:

 
3

3 d ... .
2πq

V q 


                                

(2.73)

2.7. КОЛЕБАНИЯ РЕШЕТКИ НА ПРИМЕРЕ
ЛИНЕЙНОЙ ЦЕПОЧКИ АТОМОВ

Рассмотрим совокупность атомов массой M, расположенных
вдоль прямой Ox в точках, отстоящих друг от друга на расстояние a
(рис. 2.2). На оси Ox узлы одномерной решетки Браве есть просто
Rn = na, где n – целые числа. В этом случае элементарная ячейка
содержит один атом и равновесные позиции атомов совпадают с уз-
лами решетки Браве.

Пусть un – смещение атома вдоль оси Ox, отсчитываемое от его
равновесного положения. Функция un(t) описывает колебания атома
около точки na.

Потенциальная энергия атомов цепочки в гармоническом при-
ближении имеет вид

,

1 Ф( , ) ,
2 n n

n n

U аn an u u 



                              
(2.74)

где 
2

{ } 0

ФФ( , )
n n su

an an
u u  

 
 

 – силовая матрица, Ф({na + un}) – точ-

ная потенциальная энергия взаимодействия атомов цепочки. Обсу-
дим основные свойства силовой
матрицы.

Матрица Ф(an, an) является
положительно определенной. Не-
обходимое (но не достаточное) ус-

Рис. 2.2. Моноатомная линейная цепочка
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ловие положительной определенности матрицы – положительность
ее диагональных элементов:

Ф( , ) 0.an an                                      (2.75)

Из определения силовой матрицы следует, что

Ф( , ) Ф( , ).an an an an                               (2.76)

Бесконечная цепочка (а мы рассматриваем бесконечную цепоч-
ку) должна оставаться инвариантной при трансляциях на векторы
решетки Браве Rm = ma, отсюда следует

Ф( , ) Ф( ( )).an an a n n                               (2.77)

Следствием свойств (2.76) и (2.77) является равноправность на-
правлений на цепочке:

Ф( ) Ф( ),an an                                    (2.78)

т. е. одномерная моноатомная цепочка всегда обладает центром ин-
версии.

При произвольных трансляциях бесконечной цепочки как цело-
го не должно возникать сил:

Ф( ( )) 0.
n

a n n


                                  
(2.79)

Примем дополнительное предположение о том, что атом с номе-
ром n взаимодействует только с ближайшими соседями слева и спра-
ва. В этой ситуации у матрицы Ф(an, an) = Ф(a(n – n)) допустимы
только следующие значения индекса n : n = n – 1, n, n + 1.

При n = n имеем Ф(0) > 0 (см. формулы (2.75), (2.77)). Для даль-
нейшего анализа удобно обозначить

Ф(0) = 2α > 0.

При n = n – 1, n = n + 1 находим Ф(а) = Ф(–а) (2.78).
Распишем условие (2.79) в приближении ближайших соседей:

Ф(0) + Ф(а) + Ф(–а) = 0,

или, что то же самое, 2α + 2Ф(а) = 0 (так как Ф(0) = 2α, Ф(а) = Ф(–а)).
Следовательно, Ф(а) = –α.

Итак, мы установили, что

Ф(0) = 2α > 0,

2.7. Колебания решетки на примере линейной цепочки атомов
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Ф(–а) = Ф(а) = –α < 0.                             (2.80)

Уравнения движения атомов цепочки в приближении ближайших
соседей имеют вид

 1 1α 2 ,n n n n n nMu u u u U u F                     (2.81)

где Fn – сила, которая действует на n-й атом со стороны его окруже-
ния. При un = un+1 = un–1 сила Fn, как и следует, обращается в нуль.

Потенциальная энергия U в приближении ближайших соседей
записывается в форме

2
1

1 α( ) .
2 n n

n

U u u                                 (2.82)

Перепишем уравнения (2.81) иначе:

1 1α( ) α( ).n n n n nMu u u u u                           (2.83)

В точности такой же вид имеют уравнения движения материальных
точек массой M, сцепленных идеальными невесомыми пружинками
с жесткостью α. Равновесная длина пружинок a не входит в уравне-
ния, так как силы возникают только при удлинении пружинок.

Оценим параметр α. Основными силами, стабилизирующими
кристаллическую структуру, являются электростатические силы.
Обычно в их формировании принимают участие электроны незапол-
ненных атомных оболочек, число которых невелико. Считаем эф-
фективные заряды атомов цепочки равными по величине заряду элек-
трона |е|:

2

0

Ф
4πε n

e
a u




 (в системе СИ), 
2

Ф
n

e
a u




 (в системе СГС),

следовательно,

2 2

2 3
00

Φα
4πεn

nu

e
u a

 


 (в системе СИ), 
2

3α e
a

  (в системе СГС).

В системе СИ 10 19 10
010 м, 10 Кл, 1 4πε 10 м Ф,а е     следова-

тельно,

38
10

30 2
10 кг Нα 10 100 100 .

м10 с
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Решение уравнений движения атомов цепочки (2.81) отыскива-
ем так:

   Re , exp iφ , φ ω β,n n n n nu u u A t qna      

где ω, A, β – вещественные параметры. Тогда

     2
1 1ω exp iφ , exp iφ i , exp iφ i .n n n n n nu A u A qa u A qa        

Подставляя эти выражения в уравнения движения, находим

       2ω exp iφ α[2 exp i exp i ] exp iφn nM A qa qa A      

 2α(1 cos ) exp iφ .nqa A  

После сокращения на множитель A exp(iφn) получаем дисперсион-
ное соотношение

2 22α 4αω (1 cos ) sin .
2

qa
qa

M M
                        (2.84)

Отсюда следует (рис. 2.3), что

αω( ) 2 sin .
2

qa
q

M
                                (2.85)

Решение, описывающее смещения атомов цепочки, определяет-
ся действительной частью функции nu :

un(t) = A cos[qna + β – ωt].                            (2.86)

При 0  |q|  π/a решение (2.86) представляет бегущую плоскую волну.
Видно, что все возможные колебания можно описать, перебирая

q из интервала –π/a < q  π/a, соответствующего первой зоне Брил-
люэна. Значения q, лежащие вне первой зоны Бриллюэна, приводят
к повторению уже известных движений (рис. 2.4).

Пусть число атомов N в це-
почке конечно, но велико. Если
нас не интересуют эффекты, про-
исходящие на концах цепочки,
можно воспользоваться гранич-

2.7. Колебания решетки на примере линейной цепочки атомов

Рис. 2.3. Дисперсионная кривая для мо-
ноатомной линейной цепочки в прибли-

жении ближайших соседей

Почти линейная
зависимость
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Оценим величину s. Параметр α мы уже оценили: α ~ 100 H/м.
Для атомов средней части таблицы Менделеева М ~ 10–25 кг. Меж-

атомные расстояния в кристаллах а ~ 10–10 м. Поэтому 27 1010 10s  
310 м с.  Получили типичное значение скорости звука в кристалле.

Вблизи границы зоны Бриллюэна зависимость частоты ω от вол-
нового числа q нелинейная. Поэтому групповая и фазовая скорости
не совпадают: Vгр < Vф.

В общем случае, когда  ω ω q


, справедливо соотношение

гр ф ф .V V q V q   
 

Среды, для которых Vгр < Vф, называют средами с нормальной дис-
персией.

Произвольное движение цепочки может быть представлено в виде
суперпозиции N независимых волн (2.86) – (2.88). Мы нашли пол-
ное решение задачи.

2.8. ДВУХАТОМНАЯ ЦЕПОЧКА:
ОДНОМЕРНАЯ РЕШЕТКА С БАЗИСОМ

Рассмотрим теперь одномерную цепочку с двумя сортами ато-
мов в элементарной ячейке, расстояние между которыми равно а.
Тогда период элементарной ячейки будет 2а. Вдоль оси Ox положе-
ние точек решетки Браве определяется формулой Rn = 2an (рис. 2.5).
Позиции атомов в элементарной ячейке характеризуются числами
Rκ (κ = 1, 2): R1 = 0, R2 = a. При этом координаты равновесных атомов
запишутся как κ κ2 ,nR an R   где n – целые числа, κ = 1, 2.

Анализ двухатомной цепочки аналогичен анализу одноатомной
цепочки. Уравнения движения атомов цепочки имеют похожий вид:

 1 1α 2 .n n n n nM u u u u                              (2.92)

Отличие только в том, что теперь в точках с четными номерами n
находятся массы M2, а в точках с нечетными номерами n – атомы с
массой M1 (M2 > M1). Постоянную α для простоты считаем независя-
щей от номера атома.

Решения уравнений (2.92) отыскиваем в виде

2 1 1

2 2

exp{ iω i (2 1) iβ},

exp{ iω i 2 iβ}.

n

n

u A t q n a

u A t q na

     


   
                  (2.93)

2.8. Двухатомная цепочка: одномерная решетка с базисом
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После подстановки (2.93) в уравне-
ния (2.92) и сокращения на общий
множитель получаем

2
1 1 2

2
1 2 2

[ ω 2α] 2α cos 0,

2α cos [ ω 2α] 0.

M A A qa

A qa M A

   


  
                     (2.94)

Система (2.94) имеет нетривиальное решение только тогда, когда ее
детерминант обращается в нуль. Равенство нулю детерминанта оп-
ределяет частоты нормальных мод:

2
2 2

1 2 1 2 1 2

1 1 1 1 4ω α α sin .qa
M M M M M M

   
       

   
      (2.95)

Две зависимости ω от q носят название двух ветвей закона дис-
персии. Нижняя ветвь ω–(q) имеет тот же характер, что и единствен-
ная ветвь, найденная нами для моноатомной одномерной решетки.
Эту ветвь называют акустической, потому что ее закон дисперсии
при малых волновых числах имеет форму ω  sq, характерную для
звуковых волн. Вторая ветвь ω+(q) называется оптической ветвью.

Проанализируем вначале, что представляет собой каждый из ти-
пов колебаний при q  0 (q  0).

Для акустической ветви имеем

ω2
  0,  A1  A2.

В пределах элементарной ячейки разные атомы колеблются в фазе
(рис. 2.6).

Для оптической ветви

2 1
1 2

1 2 2

1 1ω 2α 0, .
M

A A
M M M

      
 

В пределах элементарной ячейки разные атомы колеблются в проти-
вофазе, а амплитуды колебаний обратно пропорциональны их мас-
сам (рис. 2.7).

Для двухатомной цепочки первая зона Бриллюэна в два раза мень-
ше, чем в случае цепочки с одинаковыми атомами:

π π .
2 2

q
a a

                                       (2.96)

Рис. 2.5. Двухатомная линейная цепочка
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На границе зоны Бриллюэна при q = π/2a для оптической ветви
спектра

2
1 2

1

2ω , 0, 0,A A
M
  

т. е. в пределах каждой элементарной ячейки колеблются только лег-
кие атомы (рис. 2.8).

Для акустической ветви спектра

2
1 2

2

2ω , 0, 0.A A
M
  

В этом случае в каждой элементарной ячейке легкие атомы непод-
вижны, а колеблются тяжелые атомы (рис. 2.9), причем колеблются
медленнее  2 2ω ω . 

Поскольку при q = π/2a частоты ω–(q) и ω+(q) не совпадают,
на границе зоны Бриллюэна появляется область запрещенных
частот – щель (рис. 2.10). Кроме того, на краях зоны Бриллюэна

π 2
ω 0.

q a
q 

  
В пределе M2  M1 щель исчезает и мы получаем зависимости

ω–(q), ω+(q), изображенные на рис. 2.11.
При M2  M1 зона Бриллюэна цепочки атомов увеличивается в

2 раза:
π π .q
a a

                                         (2.97)

2.8. Двухатомная цепочка: одномерная решетка с базисом

Рис. 2.6. Движение соседних атомов решетки, соответствующее акустической ветви
спектра при q  0

Рис. 2.7. Движение соседних атомов решетки, соответствующее оптической ветви
спектра при q  0

M1 M2 M1 M2

Рис. 2.8. Колебания легких атомов, соответствующие оптической ветви спектра при
q = π/2a

Рис. 2.9. Колебания тяжелых атомов, соответствующие акустической ветви спектра
при q = π/2a

M1 M2 M1 M2
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И это правильно, так как при M2 = M1 в прямом пространстве эле-
ментарная ячейка будет в 2 раза меньше (ср. рис. 2.2 и 2.5). В новой
зоне Бриллюэна (2.97) верхняя ветвь спектра становится эквивален-
тна нижней, так как

2 2
2

1 11

2α 4 2αω α 1 sin (1 cos ),qa qa
M MM

    

тогда

2 2

1 1

2α 2αω (1 cos ), ω (1 cos ),qa qa
M M    

следовательно, ω–(q ± π/a) = ω+(q) (см. рис. 2.11). Иными словами,
ветвь ω+(q) при M2 = M1 перестает быть новой, поскольку представ-
ляет собой сдвиг ветви ω–(q) в следующую зону Бриллюэна.

Особенно нагляден предельный переход M2  M1, если оптичес-
кую и акустическую ветви исходного спектра изобразить в схеме
расширенных зон (рис. 2.12 и 2.13). В схеме повторяющихся зон
спектр колебаний двухатомной решетки имеет вид как на рис. 2.14.

Таким образом, поочередное изменение масс атомов в цепочке
приводит к появлению в точках q = ± π/2a новых границ зоны Брил-
люэна. В спектре колебаний атомов на них возникают запрещенные
области частот – раскрываются щели.

Рис. 2.10. Закон дисперсии для двухатомной линейной цепочки.
Нижняя ветвь – акустическая, верхняя – оптическая

Рис. 2.11. Зависимости ω–(q), ω+(q) в пределе M2  M1

Оптическая
ветвь

Щель

Акустическая
ветвь
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Рис. 2.12. Появление щели в спектре коле-
баний двухатомной цепочки (схема расши-

ренных зон)

Рис. 2.14. Спектр частот двухатомной цепоч-
ки в схеме повторяющихся зон

Рис. 2.13. Изменение спектра двухатомной
цепочки при M2  M1

2.8. Двухатомная цепочка: одномерная решетка с базисом

Щель
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2.9. КВАНТОВАЯ ТЕОРИЯ ГАРМОНИЧЕСКОГО КРИСТАЛЛА

Начнем с записи гамильтониана кристалла:

 2 2 2

,

1 ( ) ω ( ) ( ) .
2 j j j

q j

H P q q X q 


  
                       (2.98)

Квантование колебаний кристалла осуществляется по той же схе-
ме, что и квантование колебаний гармонического осциллятора. За-
меним в (2.98) динамические переменные эрмитовыми оператора-
ми, которые удовлетворяют каноническим коммутационным соот-
ношениям, типичным для операторов координат и импульсов:

                 , , 0, , i δ δ .i j s sj qqi j jp q p q x q x q x q p q 
            


     

 (2.99)

Поскольку операторы  ,s jx p  эрмитовы, их собственные значения со-
ответствуют наблюдаемым величинам.

От операторов  ,s jx p  удобно перейти к операторам уничтоже-
ния и рождения  ,j ia a


, которые не являются эрмитовыми, т. е. на-

блюдаемым величинам они не соответствуют, но они удобны для
дальнейшего анализа:

         ω ( )
( ) ( ) ( ) , i ( ) ( ) .

2ω ( ) 2
j

j j j j jj
j

q
x q a q a q p q a q a q

q

 
    


      

(2.100)

Нетрудно проверить, что введенным ранее переменным ,i jQP
соответствуют операторы

     1 i( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 ω ( )

j jj j j
j

Q q x q x q p q p q
q

 
       

 

    


  ( ) ( ) ,
2ω ( )

j j
j

a q a q
q


  

  

      1( ) ( ) ( ) iω ( ) ( ) ( )
2

j jjj jj q p q p q q x q x q      
     

P

  ω ( )
i ( ) ( ) .

2
j

j j
q

a q a q


   


  

                      (2.101)

Коммутационные соотношения для операторов  ,s ja a


 следуютт
из коммутационных соотношений (2.99):

           , , 0,s j s ja q a q a q a q
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     , δ δ .s j sj qqa q a q



  
  


 

                          (2.102)

Выражение для оператора Гамильтона в терминах операторов
рождения и уничтожения, соответствующее классической функции
Гамильтона (2.98), имеет вид

 

,

1 1ω ( ) ,
2 2

jj

q j

H q n  
  




                          (2.103)

где эрмитов оператор   ( ) ( ) ( )j j jn q a q a q



  

 имеет собственные значе-
ния ( ) 0, 1, 2, 3,jn q 


  и собственные векторы

  1 2 3( ) ( ) ( ) ( ) ,j rn q n q n q n q
   



где r – число атомов разного сорта в элементарной ячейке.
Число ( )jn q


 характеризует степень возбуждения нормальной

моды с волновым вектором q


 из j-й ветви спектра колебаний решет-
ки. Подобная терминология неудобна для описания процессов, при
которых энергия перераспределяется между нормальными модами
или же нормальные моды кристалла обмениваются квантами своей
энергии с другими подсистемами кристалла, например с электрона-
ми. Поэтому в квантовой теории вводится понятие фонона анало-
гично тому, как в теории электромагнитного поля вводится понятие
фотона. Вместо того чтобы говорить, что нормальная мода j-й ветви
с волновым вектором q


 находится в ( )jn q


-м возбужденном состоя-я-

нии, удобнее считать, что в кристалле имеются ( )jn q


 квазичастиц –
фононов с энергией ω ( )j q


 . Сравним понятия фотон и фонон.

Фотон описывает кванты электромагнитного поля (в частности
свет). Скорость фотона совпадает со скоростью света. Фонон в оп-
ределенном диапазоне частот описывает колебания кристалла (звук).
Фононы движутся со скоростью звука.

Фотоны могут существовать в пустоте. Фононы описывают кол-
лективное движение реальных частиц (атомов кристалла), следова-
тельно, они существуют только в кристалле (в веществе).

Фононы, как и фотоны, являются бозонами, т. е. в одном квантово-
механическом состоянии может находиться любое число фононов.

Фотонам, как и фононам, соответствует спин, равный единице.
В то же время фонон имеет три проекции момента импульса, а у
фотона их только две. Подробное обсуждение последнего утвержде-
ния приведено в главе 4.

2.9. Квантовая теория гармонического кристалла
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2.10. ИНТЕРПОЛЯЦИОННАЯ ДЕБАЕВСКАЯ ТЕОРИЯ
ТЕПЛОЕМКОСТИ КРИСТАЛЛА

Дебай исходил из предположения, что собственные нормальные
колебания решетки – фононы возбуждаются при нагревании крис-
талла. Поскольку наименьшая энергия требуется для возбуждения
акустических фононов (у них ω( ) 0 при 0q q 

 
), именно они оп-

ределяют тепловые свойства кристалла. Приближенную форму для
теплоемкости кристалла Дебай получил при следующих допущени-
ях.

1. Из всех ветвей колебательного спектра кристалла Дебай учел
только три акустические, для которых принял один и тот же линей-
ный закон дисперсии ω s q


 (рис. 2.15).

2. Истинную зону Бриллюэна Дебай заменил сферой радиусом
qD, объем которой совпадает с объемом истинной зоны Бриллюэна:

34 π .
3 D bq V                                     (2.104)

Поскольку Vb = (2π)3/Va, где Va – объем элементарной ячейки прямой
решетки, выражение для qD можно записать в следующей форме:

23 6π .D aq V                                   (2.105)

Для оценки qD заметим, что Va ~ a3, где a – межатомное расстоя-
ние. Отсюда находим

π~ ~ ,D Fq k
a

                                    (2.106)

т. е. qD имеет тот же порядок величины, что и волновой вектор Фер-
ми для электронов в кристалле.

Максимально возможному значению
волнового числа qD соответствует мини-
мальная длина волны λD:

2π π~ λ ~2  . 
λD D

D

q a
a

      (2.107)

Условие (2.107) имеет определенный геомет-
рический смысл. Длина волны колебаний

Рис. 2.15. Три акустические ветви, для которых при-
нят один и тот же линейный закон дисперсии

ω s q





qD
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решетки не может быть меньше λD = 2a, так
как движение вещества можно наблюдать
только в тех местах, где есть атомы (рис. 2.16).
Все длины волн колебаний решетки должны быть больше λD и, следо-
вательно, все волновые векторы должны быть меньше qD ~ 2π/λD ~ π/a.
Частоту ωD = sqD называют дебаевской частотой.

Плотность разрешенных волновых векторов q


 в обратном про-

странстве 3(2π)
V . В объеме 3d k


 содержится 3

3 d
(2π)

V q


 разрешенных

волновых векторов. Поскольку мы учитываем три ветви энергети-
ческого спектра кристалла, число разрешенных квантово-механичес-
ких состояний в элементе объема 3d k


 обратного пространстваа

3
33 d .

(2π)
V q


                                     (2.108)

При тепловом равновесии среднее число фононов с энергией
ε( )q s q


  определяется распределением Бозе – Эйнштейна:

 Б

1 .
exp 1

f
s q k T





                            (2.109)

Отметим важную тонкость: фононы не частицы, а квазичасти-
цы. Они могут появляться и исчезать. При заданных параметрах T и
V число фононов N  не фиксировано, а определяется термодинами-
ческими условиями минимума свободной энергии. Это ведет к тому,
что химический потенциал μ для системы фононов равен нулю:

 
,

μ 0.
T V

F
N

 
                                   (2.110)

Именно поэтому в формуле (2.109) мы положили μ = 0.
Полное число фононов в элементе объема 3d k


 с центром в точкее

с радиус-вектором q


 при температуре T определяется выражением

3
3

3 ( )
d ,

(2π)

Vf q
q




                                     (2.111)

где 3 2d 4π dq,q q


 а их энергия равна

3
3

3 ( )
d .

(2π)

Vf q s q
q

 
 

                                 (2.112)

2.10. Интерполяционная дебаевская теория теплоемкости кристалла

Рис. 2.16. Минимальная длина волны, связанная с коле-
баниями атомов кристалла
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Учитывая сказанное, записываем следующее выражение для пол-
ной энергии кристалла:

 

3

2
Б0

3    
ε d .

exp 12π

Dq
V s q

q
sq k T





                    (2.113)

Заметим, что

1 ,a
VV
N n

                                      (2.114)

где n – число элементарных ячеек в единице объема, или, другими
словами, число математических точек решетки Браве в единице объе-
ма, N – полное число элементарных ячеек в кристалле.

Из (2.105) и (2.114) следует, что

2
3 26π 6π .D

a

q n
V

                                  (2.115)

Удобно определить температуру Дебая TD:

kБTD = hωD  hsqD.                              (2.116)

Отсюда следует оценка

34 3
2

23 10
Б Б

π 10 10~ 10 K.
10 10

D
D

sq s
T

k k a



 
  


 

Сделаем замену переменных hsq/kБT = x в формуле (2.113) и вы-
числим удельную теплоемкость кристалла при постоянном объеме:

 
 

3 4

Б 2

0

exp1 ε 9 d .
exp 1

DT T

V
V D

x xTc nk x
V T T x

                 (2.117)

Рассмотрим предельные случаи.
Пусть T << TD, тогда верхний предел в интеграле (2.117) можно

заменить на :

 

4 4

2

0

exp 4πd ,
15exp 1

x x
x

x






следовательно, получим

3
4

Б
12 π .
5V

D

Tc nk
T

   
 

                             (2.118)
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Рис. 2.17. Зависимость удельной теплоемкости
кристалла от температуры

Пусть T >> TD, тогда

 

34
2

2

0 0

exp 1d d ,
3exp 1

D DT T T T

DTx x
x x x

Tx

    
  

получаем

Б3 const.Vc nk                                  (2.119)

Это закон Дюлонга и Пти классической физики.
Подчеркнем, что экспериментально наблюдаемый в диэлек-

триках и металлах в области низких температур закон cV ~ T3

(рис. 2.17) смогла объяснить только квантовая теория. Классическая
физика для любых температур давала теплоемкость (2.119).

2.11. РОЛЬ АНГАРМОНИЧЕСКИХ ЧЛЕНОВ В ЭНЕРГИИ КРИСТАЛЛА

Существует много физических явлений, которые полностью обус-
ловлены высшими членами в разложении потенциальной энергии
кристалла вблизи ее минимального значения, которыми в гармони-
ческом приближении пренебрегают. Важнейшие из таких свойств –
эффект теплового расширения (у строго гармонического кристалла
равновесные размеры не зависели бы от температуры), а также ко-
нечность теплопроводности диэлектриков (строго гармонический
кристалл обладал бы бесконечной теплопроводностью).

Поясним последнее. В гармоническом приближении перенос
тепла должен описываться волновыми пакетами, каждый из кото-
рых представляет собой суперпозицию нормальных мод колебаний
решетки из одной (j-й) ветви спектра с близкими волновыми векто-
рами:

.q q q  


                                    (2.120)

Ðàçì åð Δr волнового пакета в координатном пространстве удов-
летворяет ограничению

1~ ,L r a
q

  
                               (2.121)

где L – размер кристалла, a – межатомное расстояние.

2.11. Роль ангармонических членов в энергии кристалла
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Поскольку групповая скорость волнового пакета ω ( )jV q q   
  

const,  идеальный гармонический кристалл обладает бесконечной
теплопроводностью. Сходная ситуация была для электропроводнос-
ти металлов.

Конечная теплопроводность реальных кристаллов появляется по
ряду причин.

1. Несовершенства кристаллической решетки, примеси, свобод-
ные электроны, если речь идет о металлах, играют роль рассеиваю-
щих центров для фононов и служат препятствиями тепловому пото-
ку. Фононы сталкиваются с поверхностью образца, что также огра-
ничивает тепловой поток.

2. Особую роль играют взаимодействия фононов, а именно про-
цессы рассеяния, слияния или распада фононов. Взаимодействия
фононов описываются ангармоническими слагаемыми в гамильто-
ниане кристалла. Поэтому они существуют всегда, их невозможно
устранить.

При теоретическом описании взаимодействий фононов в разло-
жении потенциальной энергии решетки Ф по степеням ионных сме-
щений U


 наряду с кубическими членами необходимо сохранять и

члены четвертого порядка. На это есть следующие причины.
1. Гамильтониан, в котором оставлены только члены третьего

порядка по U


, оказывается неустойчивым: выбирая подходящим об-
разом значения U


, можно сделать потенциальную энергию сколь

угодно большой по абсолютной величине и отрицательной. Это оз-
начает, что гамильтониан при учете только кубических членов не
имеет основного состояния.

2. При столкновениях фононов должны выполняться законы со-
хранения энергии и импульса. Эти законы накладывают столь жест-
кие ограничения на процессы рассеяния, связанные с членами тре-
тьего порядка, что даже при условии малости U


, а значит, членов

четвертого порядка в потенциальной энергии кристалла, вклады в
теплопроводность от слагаемых третьего и четвертого порядков ока-
зываются сравнимыми по величине (рис. 2.18, 2.19).

Ангармонические члены более высоких порядков (5-го, 6-го и
т. д.) также приводят к рассея-
нию и реакциям между фоно-

Рис. 2.18. Процессы, отвечающие ан-
гармоническим членам третьего по-
рядка: один фонон распадается на два,

слияние двух фононов в один
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нами, но в предположении о малости колебаний ионов кристалла
наиболее важными будут все же члены третьего и четвертого поряд-
ков в разложении по степеням U


.

Важно, что закон сохранения полного квазиимпульса фононов
q

  выполняется лишь с точностью до слагаемого K


 . Например,

для процесса распада фонона (см. рис. 2.18) в общем случае имеем

,q q q K   
  

где K


 – произвольный вектор обратной решетки.
Процессы взаимодействия фононов с участием отличного от нуля

вектора K


 обратной решетки называются процессами перебросаа. При
процессах переброса энергия фононов не сохраняется. Поэтому имен-
но они, а не процессы с 0K 


, обусловливают конечную теплопро-

водность кристалла.

2.12. ЭЛЕКТРОН-ФОНОННОЕ ВЗАИМОДЕЙСТВИЕ

Для учета влияния колебаний решетки на движение электронов
в металле заметим, что потенциальную энергию электрона в перио-
дическом поле неподвижных ионов можно записать в виде

 рег рег рег
κ κ

,κ

( ) , ( ) ( ),l l

l

U r V r R U r R U r   
    

        (2.122)

где κ κ( )lV r R
  – потенциал парного взаимодействия κ-го иона l-й эле-

ментарной ячейки с электроном, расположенным в точке с радиус-
вектором r


, вектор κ κ

l lR R R 
  

 задает позицию иона в кристалле.
Когда ионы смещаются относительно положений равновесия, их

радиус-векторы описываются формулой

 k k ,
k

l l lR R U 
  

Рис. 2.19. Процессы, отвечающие ангармоническим членам четвертого порядка: один
фонон распадается на три, слияние трех фононов в один, рассеяние фононов

2.12. Электрон-фононное взаимодействие
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при этом энергия взаимодействия электрона с кристаллической ре-
шеткой приобретает следующий вид:

 κ κ

,κ

( ) .
κ

l

l

lU r V r R U    
 


  

                      (2.123)

Предполагая, что поля смещений  κ
lU


 малы (удовлетворяют ус-

ловию (2.10)), разложим энергию (2.123) в ряд Тейлора, ограничив-
шись первыми членами:

     рег
κ κ κ κ α

α,κ ,κ,α

( ) .
κ κ

l l

l l

l lU r V r R U U V r R U
r

              
 

     

(2.124)

Отсюда находим гамильтониан взаимодействия электронов с ко-
лебаниями решетки:

   вз κ κ α
α,κ,α

κ
l

l

lH V r R U
r

      




   κ κ α
ακ, ,κ,α

exp1 ( ) κ i .l l
j

q j l

qQ q V r R e q R
jrNM

          
 


   
  (2.125)

Здесь мы воспользовались разложением (2.67).
Переход от гамильтониана классической физики (2.125) к опера-

тору гамильтониана  взH  квантовой теории осуществляется заменой
в соотношении (2.125) динамической переменной ( )jQ q


 операторомм

 ( )jQ q


. Как показано ранее, оператор  ( )jQ q


 выражается через опера-
торы рождения и уничтожения фононов:

  ( ) ( ) ( ) .
2ω ( )

j jj
j

Q q a q a q
q

   
  

                      (2.126)

В результате имеем

  
вз

,

( ) ( )
2ω ( )

j j
jq j

H a q a q
q




   
  



  

 κ κ α
ακ,κ,α

exp1 ( ) κ i .l l

l

q
V r R e q R

r jNM

         



 

        (2.127)
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Для расчетов по теории возмущений различных наблюдаемых
величин необходимо знать матричные элементы оператора  взH  на
блоховских функциях электрона. Напомним, что в периодическом
поле ионов блоховские функции электрона имеют вид

Ψ ( ) exp(i ) ( ), ( ) ( ),l
s ssk sk

r k r u r u r R u r    
     

           (2.128)

где s – номер энергетической зоны, k


 – волновой вектор электрона.
Пусть блоховские функции электрона ортонормированны в объе-

ме кристалла V:
3

*
'' ' '

d Ψ ( )Ψ ( ) δ δ .sss k sk k k

V
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                        (2.129)

Для нахождения матричного элемента 
взs k H sk 

 
 достаточно вы-

числить матричный элемент κ κ
α

' ' ( ) .ls k V r R sk
r
 


   При этом следу-
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(2.130)

Используя формулу (2.130) и тождество

' ,
exp i ( ' ) ,l

l
k k q K

R q k k N
 

        
  

                (2.131)

где K


 – произвольный вектор обратной решетки, N – число элемен-
тарных ячеек в кристалле, можно привести матричный элемент опе-
ратора взаимодействия электронов с колебаниями решетки к следу-
ющему виду:

  
вз

,
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q j
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        (2.132)

где

  κ κ α
α κκ,α

' ',
1' ' ( ) κ

2ω ( )js k sk

q qNg s k V r R sk e
jj q r M

      
 

   

' ,
δ ,

K
k k q K 

                                      (2.133)

2.12. Электрон-фононное взаимодействие
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Из формулы (2.133) следует важное утверждение. В кристалле
при взаимодействии электрона и фонона закон сохранения квазиим-
пульса выполняется только с точностью до величины K


 , связан-

ной с некоторым вектором K


 обратной решетки:

( ' ) ( ).k k q K  
  
                                (2.134)

Напомним, что физически различные значения волнового векто-
ра фонона q


 ограничены первой зоной Бриллюэна. Согласно соот-

ношению (2.134), при взаимодействии электрона с фононом не ис-
ключены процессы с 0,K 


 при которых за счет квазиимпульсаа

 ' ,k k
 

  переданного от электрона фонону, происходит «переброс»
волнового вектора фонона из первой зоны Бриллюэна в соседние
зоны. Возможны, конечно, и «нормальные», с точки зрения класси-
ческой физики, процессы взаимодействия электрона с фононом, для
которых 0K 


.

Для дальнейшего анализа нам потребуется оценка параметра

 ' ',s k sk

qg
j

 


 в формуле (2.132). При проведении оценки будем считать,

что на элементарную ячейку кристалла приходится только один ион,
тогда

κ κ κ κκ 1, 0, , ( ) ( ).
l lR M M V r R V r R     

    

Следует напомнить, что потенциальная энергия кулоновского
взаимодействия электрона с ионом ( )V r  заэкранирована так, что со-
ставляет величину порядка e2/a в пределах сферы радиусом a и об-
ращается в нуль вне этой сферы. Параметр a имеет величину поряд-
ка межатомного расстояния в кристалле. Это означает, что:

2
3 3 2 2( )d ~ .eV r r a e a

a


                            (2.135)

Учитывая (2.135), заменяем потенциал ( )V r
  эффективным точечным

потенциалом:
2 2( ) δ( ).V r e a r

                                   (2.136)

При проведении оценок будем описывать электроны плоскими
волнами, т. е. будем полагать 1 ,

sk
u V  где V – объем кристалла.
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Рис. 2.20. Типичные процессы электрон-
фононного взаимодействия.
Сплошная линия соответствует электрону, волнис-

тая – фонону

а б

Кроме того, для простоты, будем
считать, что электроны при вза-
имодействии с фононами не покидают пределы одной энергетичес-
кой зоны: s = s.

При сформулированных условиях формулы (2.133), (2.135) дают

  2 2

', ' ,
~i δ ,

2ω ( )sk sk k k q
j

e qq Ng e a
j q V M 


    

                   (2.137)

где κ qe e
j

   
 

 
 – вектор поляризации фонона, .q q K 

 

Рассеяние электронов на колебаниях решетки можно рассматри-
вать как взаимодействие двух газов – электронного и фононного.
Гамильтониан (2.127) описывает электрон-фононные взаимодей-
ствия, которые характеризуются диаграммами Фейнмана (рис. 2.20).
Если электрическое поле разгоняет электроны, то электроны, в свою
очередь, порождают фононы (рис. 2.20,а), а это означает нагревание
проводника электрическим током. Поэтому с помощью изложенной
теории возможно теоретическое описание повышения температуры
проводника при протекании по нему тока.
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3.1. ОСНОВНЫЕ ФИЗИЧЕСКИЕ СВОЙСТВА СВЕРХПРОВОДНИКОВ

В 1911 г. голландский физик Камерлинг-Оннес, изучая темпера-
турную зависимость сопротивления ртути, обнаружил, что сопро-
тивление внезапно исчезает при температуре около 4 К. Вскоре те
же свойства были найдены и у некоторых других металлов. Новое
явление получило название «сверхпроводимость», а соответствую-
щие металлы стали называться «сверхпроводниками». Теперь под-
робнее остановимся на явлении сверхпроводимости.

I. Температура, при которой исчезает сопротивление, называе-
мая критической, весьма различна у разных сверхпроводников. Наи-
большую критическую температуру из чистых металлов имеет нио-
бий: Tc = 9,25 K; наименьшая обнаружена у вольфрама Tc = 0,0154 K.
Сверхпроводимость – отнюдь не редкое явление. Около 20 чистых
металлов при низких температурах становятся сверхпроводниками:
Ti, Zr, Hf, V, Nb, Ta, Mo, W, Tc, Re, Ru, Os, Ir, Zn, Cd, Hg, Al, Ga, In, Tl,
Sn, Pb, La, Th, Pa, U. Даже некоторые полупроводники, например Si,
Ge, при определенных условиях (под действием высоких давлений
или при использовании в качестве образцов тонких пленок) можно
перевести в сверхпроводящее состояние.

Существует тысячи сплавов, в которых наблюдались сверхпро-
водящие свойства. В сплавах критическая температура оказалась
даже выше, чем в чистых металлах. Рекордсменом среди сплавов
является соединение Nb3Ge с Tc = 23 K.

Возможность наблюдения сверхпроводимости связана с необхо-
димостью использования для охлаждения металлов и сплавов доро-
гостоящего и «капризного» жидкого гелия. До 1987 г. не было синте-
зировано ни одного сверхпроводящего материала, который обладал
бы Tc > 23 K. Это сдерживало практическое применение сверхпро-
водников.

Одна только замена медных проводов на сверхпроводящие рав-
носильна увеличению выработки электроэнергии на 30%. На осно-
ве сверхпроводников возможно создание электродвигателей и гене-
раторов с высоким коэффициентом полезного действия. С помощью
сверхпроводящих катушек уже давно создаются огромные магнит-
ные поля с индукцией В ~ 100 Т (СИ) или ~ 108 Гс (СГС). Это важно,
например, для решения проблемы управляемого термоядерного син-
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теза, разработки новых видов скоростного транспорта на магнитной
подушке.

Напомним, чтобы пояснить ценность сверхпроводящих магни-
тов, что при создании сильных магнитных полей с помощью обыч-
ных катушек из алюминиевой и медной проволоки потребляется ог-
ромное количество энергии. Почти вся она выделяется в виде тепла,
и для отвода тепла необходима громоздкая и дорогостоящая система
водяного охлаждения. Водяные насосы создают вибрацию, которая
в большинстве случаев вредна. Вторая трудность связана с тем, что
между витками соленоида с электрическим током возникает силь-
ное притяжение. Медная обмотка соленоида начинает растекаться
как жидкость. В итоге с помощью катушек из медного провода не
удается получать магнитные поля с индукцией более 10 Т. Если сде-
лать катушку из сверхпроводника, то первая трудность устраняется,
так как необходима лишь энергия для поддержания гелиевой темпе-
ратуры, которая в 1000 раз меньше, чем энергия, потребляемая обыч-
ным электромагнитом. Кроме того, вся установка получается ком-
пактнее.

Сверхпроводящую катушку можно замкнуть накоротко, и в этом
случае она превращается в постоянный магнит. По правилу Ленца,
любое изменение внешних магнитных полей компенсируется инду-
цированными в материале сверхпроводящими токами, поэтому сверх-
проводящий магнит характеризуется не только большой величиной,
но и уникальным постоянством создаваемого им магнитного поля.

Сверхпроводники – база для создания нового поколения компь-
ютеров, компактных, быстродействующих, с малым тепловыделе-
нием.

Одна из главных проблем, которая возникает при создании ком-
пактных микросхем – отвод тепла. Охлаждение жидкостью или га-
зом происходит только с поверхности и не в состоянии обеспечить
отвод тепла из объема, а повышение температуры ведет к разруше-
нию микросхем. Наименьшая площадь контакта двух сверхпровод-
ников, который может служить логическим элементом компьютера,
10–9 см2, его быстродействие 10–10 с, а выделение тепла при переклю-
чении контакта ничтожно.

На основе сверхпроводящих материалов уже сегодня работают
приборы сквиды, регистрирующие чрезвычайно слабые магнитные
поля с напряженностью порядка 10–14 Э (СГС), которые генерируют-
ся, например, сердцем или корой человеческого мозга. Название
СКВИД – SQUID происходит от английской фразы: «Superconducting
Quantum Interference Device» – сверхпроводящий квантовый интер-
ференционный датчик. Методы магнитодиагностики дают гораздо

3.1. Основные физические свойства сверхпроводников
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больше информации, чем электро-, кардио- и энцелографии, к тому
же осуществляются бесконтактным образом. В частности, они по-
зволяют снимать кардиограмму сердца ребенка, находящегося в ут-
робе матери.

Существовавшие до 1987 г. теории сверхпроводимости хоро-
шо объясняли имеющийся экспериментальный материал и остав-
ляли мало надежд на создание сверхпроводников с Тс > 30 K. По-
этому научный мир был буквально потрясен, когда в 1986 г. по-
явилось сообщение Беднорца и Мюллера (американская фирма
“IBM” в Швейцарии) об открытии высокотемпературной сверх-
проводимости в металлооксидных керамиках типа La – Ba – Cu – O
при температурах дешевого и доступного жидкого азота. Напом-
ним, что азот составляет 80% атмосферы, а температура его кон-
денсации 77 K. Уже в первых экспериментах азотный барьер был
преодолен с огромным запасом – критическая температура у пер-
вых сверхпроводящих керамик оказалась около 90 K. За это от-
крытие Беднорц и Мюллер в 1987 г. получили Нобелевскую пре-
мию.

Огорчает, что керамики нестабильны: растрескиваются, хими-
чески разлагаются, испытывают структурные переходы. Механизм
их высокотемпературной сверхпроводимости не выяснен до сих пор.
Поэтому о высокотемпературной сверхпроводимости керамик пого-
ворим отдельно. А пока вернемся к обсуждению хорошо исследо-
ванной сверхпроводимости металлов и сплавов при температурах
порядка 1 – 10 K.

II. Исследование свойств металлов и сплавов показало, что
сверхпроводимость может быть разрушена не только путем повы-
шения температуры, но и посредством приложения достаточно
сильного магнитного поля H. Величина критического поля Hc в
котором исчезает сверхпроводимость, уменьшается с повышением
температуры.

Одним из основных свойств сверхпроводника является так на-
зываемый эффект Мейснера: если поместить металл в магнитное поле
с напряженностью меньшей Hc, то при переходе в сверхпроводящее
состояние поле «выталкивается» из сверхпроводника, т. е. в сверх-
проводнике поле магнитной индукции 0B 


 (рис. 3.1). Это утверж-

дение нуждается в пояснении и детализации.
При помещении сверхпроводящего образца во внешнее магнит-

ное поле в его поверхностном слое появляется незатухающий ток,
который создает свое собственное поле, полностью компенсирую-
щее внешнее поле внутри сверхпроводника. Речь идет об истин-
ном магнитном поле B


 (магнитной индукции), которая определя-
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Рис. 3.1. Эффект Мейснера:
а – сверхпроводник, б – нормальный металл

3.1. Основные физические свойства сверхпроводников

а б

ет силу, действующую на элект-
рический заряд в электромагнит-
ном поле:

q
F qE v B

c
    

  
 (СГС).   (3.1)

Здесь q – величина заряда, v


 – скорость его движения, E


 и B


 –
напряженность электрического поля и магнитная индукция соответ-
ственно. Напряженность магнитного поля H


 не является истинным

физическим полем, а представляет собой искусственную математи-
ческую конструкцию, которая связана с истинным полем B


 посред-

ством формулы

4π ,B H M 
  

                                      (3.2)

где M


 – намагниченность единицы объема образца.
С этой точки зрения, условие 4π 0B H M  

  
 позволяет формаль-

но рассматривать сверхпроводник как идеальный диамагнетик с от-
рицательно определенным тензором магнитной восприимчивости:

1χ δ .
4π

s
sp sp

p

M
H


  
                                  (3.3)

Более детальные исследования обнаружили, что магнитное поле
равно нулю лишь в толще массивного образца. В тонком поверхно-
стном слое поле постепенно уменьшается от заданного значения
на поверхности до нуля. Толщина этого слоя, называемая глубиной

проникновения, обычно порядка  5 6δ 10 10 см    при Т = 0 K. Глу-
бина проникновения зависит от температуры так, что δ(T)  при
T  Tc.

Выталкивание магнитного поля из толщи сверхпроводника в дей-
ствительности не всегда бывает полным. Существует два типа сверх-
проводников, которые различаются способом проникновения внеш-
него магнитного поля в толщу сверхпроводника.

Способ проникновения поля внутрь сверхпроводника зависит,
вообще говоря, от геометрии образца. Однако для образцов простей-
шей формы – длинных тонких цилиндров с осью, параллельной при-
ложенному магнитному полю, или же в массивных образцах возмож-
ны два четко различающихся типа поведения.
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Рис. 3.2. Фазовая граница на плоскости H – T между
сверхпроводящим и нормальным состояниями сверхпро-

водника 1-го рода

Нормальный
металл

Сверхпроводник

T

0 Tc

H Tc( )

Сверхпроводники 1-го рода. При полях
H, меньших критического поля Hc(T), проник-
новения магнитного поля в сверхпроводниках

не происходит вообще. Когда же H  Hc(T), весь образец скачком
переходит из сверхпроводящего состояния в нормальное. Эмпири-
чески установлено, что зависимость Hc(T) хорошо описывается фор-
мулой (рис. 3.2)

2
c c c( ) (0) 1 ( / ) .H T H T T                                (3.4)

Рассмотренный способ проникновения магнитного поля в сверх-
проводник часто описывают с помощью зависимости макроскопи-
ческой (диамагнитной) намагниченности М от напряженности при-
ложенного поля H или же зависимостью B = B(H) (рис. 3.3).

В сверхпроводниках 1-го рода с границей раздела между облас-
тями сверхпроводящего и нормального состояний связана положи-
тельная поверхностная энергия. Проникновение магнитного поля в
сверхпроводник 1-го рода связано с затратами энергии на создание
границы и поля внутри сверхпроводника, т. е. является энергетичес-
ки невыгодным.

Сверхпроводники 2-го рода. В сверхпроводники 2-го рода
магнитное поле проникает постепенно. При поле, меньшем ниж-
него критического значения Hc1(T), магнитное поле вообще не про-
никает в образец, как в сверхпроводниках 1-го рода. В интервале
Hc1(T) < H < Hc2(T) магнитное поле проникает в толщу сверхпровод-
ника в форме тонких нитей. Внутри нити сверхпроводящее состоя-
ние разрушается, вне нити – сохраняется. По правилу Ленца, вокруг
нитей возникают вихревые сверхпроводящие токи, магнитные поля
которых стремятся экранировать внешнее магнитное поле внутри
каждой нити. Это состояние сверхпроводника называют вихревым.
Число нитей (абрикосовских вихрей) внутри сверхпроводящего ма-
териала увеличивается с ростом внешнего магнитного поля.

Частичное проникновение внешнего магнитного поля в форме
нитей внутрь сверхпроводника 2-го рода связано с тем обстоятель-
ством, что граница раздела сверхпроводящей и нормальных фаз в
таких материалах обладает отрицательной энергией. В результате
проникновение магнитного поля в сверхпроводник в определенном
интервале полей оказывается энергетически выгодным. О микроско-
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пических причинах различия в поверхностных энергиях разных
сверхпроводников поговорим позднее.

Теория сверхпроводников 2-го рода была разработана Гинзбур-
гом, Ландау, Абрикосовым и Горьковым. Абрикосов теоретически
предсказал (и это было впоследствии экспериментально подтверж-
дено), что вихревые нити в толще сверхпроводника образуют регу-
лярную и чаще всего треугольную решетку. В решетке расстояние
между вихрями больше размеров ядра вихря и может достигать
10–5 см (рис. 3.4).

При H > Hc2(T) сверхпроводящее состояние в сверхпроводниках
2-го рода разрушается полностью. Зависимости М = М(Н) и В = В(Н)
для сверхпроводников 2-го рода представлены на рис. 3.5.

В любых сверхпроводящих образцах сверхпроводимость разру-
шается, когда магнитное поле, создаваемое текущим по нему током,
превысит критическое значение на поверхности образца. Величина
критического тока может достигать 100 А в проволочке диаметром
1 мм. Наибольшими критическими полями и критическими токами
обладают сверхпроводники 2-го рода.

III. Несмотря на идеальную проводимость, сверхпроводники, в
отличие от металлов, плохо проводят тепло и имеют еще меньшую
теплоемкость, чем металлы. Напомним, что при низких температу-
рах температурная зависимость теплоемкости нормального металла
имеет вид АТ + ВТ 3, где линейный член обусловлен электронами, а
кубический – колебаниями решетки. Ниже
температуры сверхпроводящего перехода по-

Рис. 3.3. Зависимость намагниченности (магнитной индукции) от напряженности
внешнего магнитного поля для сверхпроводников 1-го рода


4

M
B

0 0H HHc Hc

Рис. 3.4. Схема решетки абрикосовских вихрей.
Стрелки – направления вихревых токов

3.1. Основные физические свойства сверхпроводников
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ведение теплоемкости металла существенно изменяется. Подробное
исследование показывает, что в сверхпроводящем состоянии линей-
ный по температуре член, описывающий вклад электронов в тепло-
емкость, заменяется другим, который убывает при очень низких тем-
пературах гораздо быстрее: его низкотемпературное поведение оп-
ределяется множителем exp(–Δ/kБT). Это означает, что в сверхпро-
водниках возбужденные состояния электронной подсистемы отде-
лены от основного состояния энергетической щелью Δ, как в полу-
проводниках. Величина щели крайне мала и составляет величину
Δ  kБTс, где Тс – температура перехода (Тс ~ 10 K).

IV. При определении Тс и Hc у сверхпроводников с разным изото-
пическим составом обнаружена зависимость Тс и Hc от массы ионов
кристаллической решетки (изотопический эффект):

1 1
2 2

c c~ , ~ .T M H M
 

Масса ионов проявляется только при колебаниях решетки. Следова-
тельно, сверхпроводимость не чисто электронное явление. В ее по-
явлении участвует решетка.

3.2. КАЧЕСТВЕННЫЕ ЧЕРТЫ МИКРОТЕОРИИ

Электрический ток в нормальных, т. е. не в сверхпроводящих,
металлах связан с перемещением электронов под действием элект-
рического поля на более высокие уровни энергии в зоне проводимо-
сти. Это всегда возможно, так как в зоне проводимости уровни энер-
гии электрона расположены плотно. Токонесущие электроны могут
понизить свою энергию посредством рассеяния на примесях, дефек-
тах решетки и вернуться назад на уровни энергии, которые не явля-
ются токонесущими. С энергетической точки зрения, в этом и зак-
лючается причина сопротивления металлов.

Рис. 3.5. Зависимость намагниченности (магнитной индукции) от напряженности
внешнего магнитного поля для сверхпроводников 2-го рода.
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B
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Структура энергетического спектра электронов в нормальном
металле, а значит и его электросопротивление, связаны с тем обсто-
ятельством, что электроны в металле – это Ферми-частицы, подчи-
няющиеся принципу Паули.

Частицы с целым спином – бозоны ведут себя иначе: при Т  0 K
все Бозе-частицы могут сконденсироваться на одном низшем энер-
гетическом уровне. Если n бозонов находятся в одном квантовом
состоянии, в частности движутся с одной скоростью, то вероятность
того, что в это же состояние перейдут и другие бозоны, возрастает.
Для разрушения синхронного движения коллектива тождественных
бозонов требуется энергия. При низких температурах, чтобы пере-
вести конденсат синхронно движущихся бозонов в другие энергети-
ческие состояния, тепловой энергии иногда оказывается недостаточ-
но. Примером движения Бозе-конденсата без потерь энергии может
служить сверхтекучесть сжиженного изотопа гелия с атомной мас-
сой 4. Жидкий 4He при T < 2,19 K течет по узким капиллярам без
трения (П.Л. Капица, 1940 г.).

Если бы в металлах удалось объединить электроны в пары, име-
ющие целый спин, то в такой системе можно было наблюдать сверх-
текучесть заряженных Бозе-частиц – электронных пар, т. е. наблю-
дать сверхпроводимость.

При неподвижной кристаллической решетке кулоновское оттал-
кивание между электронами экранируется на расстояниях порядка
межатомного. Но это все равно отталкивание, а не притяжение, по-
этому объединение электронов в пары, на первый взгляд, кажется
абсурдным. В то же время зависимость критической температуры
сверхпроводника от массы ионов кристаллической решетки наво-
дит на мысль о том, что в формирование притяжения между элект-
ронами в металле вносят вклад деформации и колебания решетки.

Движущийся через решетку электрон с волновым вектором 1k


притягивает к себе положительно заряженные ионы, образующие
кристаллическую решетку и, тем самым, порождает деформации и
колебания решетки с длиной волны порядка межатомного расстоя-
ния. Такие колебания решетки соответствуют акустическим фоно-
нам с максимальной частотой ωD, а значит, с энергией ωD.

В результате смещений ионов решетки вокруг электрона № 1
возникает избыток положительного заряда. К такому положительно
заряженному облаку будет притягиваться другой оказавшийся по-
близости электрон № 2 с волновым вектором 2k


, уменьшая избыток

положительного заряда. При этом из-за инертности ионов, не успе-
вающих разойтись друг от друга, электрон № 2 может находиться на
сравнительно большом расстоянии от электрона № 1 (на расстоянии

3.2. Качественные черты микротеории
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до 10–5 см). На языке квантовой механики описанный процесс оз-
начает, что электрон № 1 порождает виртуальный фонон (или фо-
ноны), а электрон № 2 его (их) поглощает. Виртуальные частицы, в
отличие от обычных, существуют только в промежуточных состоя-
ниях, имеющих малую длительность, и служат переносчиками вза-
имодействий. Если такое опосредованное фононами электрон-элек-
тронное взаимодействие перекроет кулоновское отталкивание, то
результирующим взаимодействием между электронами будет при-
тяжение. Энергия всего коллектива может еще сильнее понизиться
из-за образования конденсата из связанных состояний электрон-
ных пар.

Далее мы увидим, что проведенный по теории возмущений рас-
чет изменения энергии двух свободных электронов показывает, что
энергия системы двух электронов в результате обмена виртуальным
фононом действительно понижается, если первоначальные энергии
электронов № 1 и № 2 лежат в узком слое толщиной

εω ε Δ ν ΔD Fk k
k
   


 

вблизи поверхности Ферми, а волновые векторы 1k


, 2k


 и спины элек-
тронов антипараллельны (рис. 3.6).

Оценим радиус действия сил притяжения между электронами.
Силы притяжения появляются вследствие того, что электроны об-
мениваются фононами. Согласно соотношению неопределеннос-
тей, обмен происходит за время τ ~  /Δε  1/ωD. За это время элек-
троны расходятся на расстояние r0  τ2VF Следовательно, радиус
действия сил притяжения между электронами будет иметь следую-
щий вид:

5
2

0 3

2 10 м с
~ 10 ,

ω 10 м с
F F

D

V V
r a a a a

s
   

где a – межатомное расстояние. Фононное притяжение оказалось
дальнодействующим.

Напомним, что кулоновское отталкивание является короткодей-
ствующим: проявляется в пределах расстояний порядка межатомно-
го. Тем не менее оценки показывают, что константы двух взаимо-
действий будут одного порядка величины:

отт

притяж

~ 1.
g

g

Это утверждение далее будет обосновано.



201

Отсюда следует важный вывод: в
одних металлах может преобладать
фононное притяжение, а в других – ку-
лоновское отталкивание. Именно этим и объясняется то, что одни
металлы переходят в сверхпроводящее состояние, а другие нет.

Фононное притяжение электронов было открыто Бардиным и
Фрелихом в 1950 г., и, казалось, можно было бы сразу построить
теорию сверхпроводимости. Однако на ее создание потребовалось
еще 20 лет. Поясним главную причину трудностей.

Как отмечалось ранее, сверхтекучесть в системе электронов, т. е.
сверхпроводимость, могла бы возникнуть при объединении элект-
ронов в пары. Однако из квантовой механики известно, что если вза-
имодействия не достаточно сильны, то связанные состояния не воз-
никают.

Мерой энергии связи Δ электронов в паре может служить крити-
ческая температура Tc:

Δ ~ kБTc.

Поскольку Tc  (1 – 10) K, отношение энергии связи Δ к кинетичес-
кой энергии электронов εF оказывается крайне малой величиной:

4~ 10 .
εF



Поэтому объединение электронов в пары представляется невозмож-
ным.

Исключение составляет одномерный случай, когда движение ча-
стиц ограничено прямой линией. При этом любое притяжение при-
водит к образованию связанного состояния. Однако одномерная мо-
дель, на первый взгляд, не имеет никакого отношения к рассматри-
ваемой задаче.

Разрешение парадокса нашел Купер в 1956 г. Он заметил, что в
действительности речь идет не о взаимодействии изолированных
частиц, а о квазичастицах, взаимодействующих между собой при
заполненной Ферми-сфере. Это приводит к фактической замене трех-
мерной задачи на одномерную. С формальной точки зрения, замена

3.2. Качественные черты микротеории

Рис. 3.6. Волновые векторы 
1k


 и 
2k


 электронов,
взаимодействующих с фононами, антипарал-
лельны и лежат в узком шаровом слое толщи-
ной Δk  ωD/νF, вблизи сферы Ферми в обратном
пространстве. Bолновые векторы виртуальных
фононов, с которыми взаимодействуют электро-

ны, равны q
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состоит в том, что трехмерные интегралы по волновым векторам
вычисляются как одномерные по правилу

3

3
d 1... ν(ε ) dε...,

2(2π) F
k  


где ν(ε )F  – плотность уровней энергии на поверхности Ферми. Мно-
житель 1/2 появился потому, что мы суммируем по состояниям од-
ной из квазичастиц, у которой проекция спина задана, в то время как
определенная ранее плотность состояний, имеющая вид

2 2 2
2 εν(ε) ,

(π ) (π )
km m m 
  

учитывала обе проекции спина.
Таким образом, при наличии заполненной сферы Ферми прин-

цип Паули приводит к радикальному изменению задачи и связанное
состояние электронов образуется уже независимо от того, каким бы
слабым ни было их притяжение. Разрыв связанной пары электронов
требует затрат энергии. При низких температурах энергии теплово-
го движения не хватает для разрушения связанных состояний. В ре-
зультате основное состояние сверхпроводника не такое, как у нор-
мального металла. Оно лежит ниже по энергии, отделено энергети-
ческой щелью от основного состояния нормального металла.

3.3. ПОПРАВКА ВТОРОГО ПОРЯДКА К ЭНЕРГИИ СИСТЕМЫ
ДВУХ ЭЛЕКТРОНОВ, ОБУСЛОВЛЕННАЯ ЭЛЕКТРОН-ФОНОННЫМ

ВЗАИМОДЕЙСТВИЕМ

Рассмотрим газ квазичастиц, сопоставленных электронам метал-
ла. Для простоты предположим, что невозмущенные колебаниями
решетки состояния квазичастиц описываются моделью свободных
фермионов в потенциальном ящике. Вычислим изменение энергии
каких-либо двух электронов в результате их взаимодействия с коле-
баниями ионов решетки. Предположив электрон-фононное взаимо-
действие слабым, найдем поправку к энергии двух электронов по
общей формуле теории возмущений:




2

вз

вз (0) (0)Δε .
n mm

m n

n H m
n H n

E E


 


 
 

 
 

                    
 (3.5)
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Здесь  взH  – гамильтониан взаимодействия электронов № 1 и № 2 с
колебаниями решетки, n  – невозмущенные состояния системы
двух электронов в отсутствие колебаний решетки (фононов):

(0)
1 2 1 2 0 1 0 20 , ,0 , ε ( ) ε ( ).nn k k k k E k k


   

     
            (3.6)

Кет-вектор 0


 соответствует вакуумному состоянию фононной под-

системы кристалла, кет-векторы ik


 характеризуют состояния сво-
бодных электронов с волновыми векторами ik


 и энергиями

0ε ( ) ( 1,2).ik i 


В формуле (3.5) суммирование по промежуточным состояни-
ям m  всей системы учитывает процессы виртуального обмена
фононами между рассматриваемыми электронами. Для простоты
примем во внимание лишь два основных виртуальных процесса
(рис. 3.7). Они соответствуют промежуточным состояниям m  всей
системы с наличием одного виртуального фонона:

1 2 1 2

1 2 1 2
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1 , ,1 ,

k q k k q k
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                       (3.7)
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                       (3.8)

Здесь ω( )q


  – энергии виртуальных фононов.
Учитывая явный вид оператора взаимодействия  взH  (17.6) и тож-

дество

 0 0 0 0 0,a a
 

 

3.3. Поправка второго порядка к энергии системы двух электронов, ...

Рис. 3.7. Виртуальные процессы, при которых два электрона обмениваются одним
фононом
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нетрудно проверить, что поправка первого порядка к энергиям двух
электронов равна нулю: 

вз 0.n H n    В результате формула (3.5)
принимает вид

 
2 2
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   (3.9)

Преобразуем выражение (3.9), используя следующие замечания.
1. Функция ( )q


 является четной:

ω( ) ω( ).q q 
 

2. Квадраты модулей матричных элементов 
2

взn H m   легкоо

вычислить, воспользовавшись формулами (2.132) для матричных
элементов оператора взаимодействия  взH  на блоховских функциях
электрона, а также формулами

 0 1 1, 0 1 0.a a
 

 

После простых вычислений находим
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Для свободных электронов в потенциальном ящике индекс s у функ-
ции 

1 1,sk sk q
g


    нужно опустить, так как он соответствует номеру энер-

гетической зоны, а зоны появляются только при учете периодичес-
кого потенциала кристалла.

3. В силу закона сохранения энергии, имеем

0 1 0 2 0 1 0 2ε ( ) ε ( ) ε ( ) ε ( ),k k k k   
   

или

0 1 0 1 0 2 0 2ε ( ) ε ( ) ε ( ) ε ( ) ,k k k k      

   
                    (3.10)

где ( 1,2)ik i 


 – волновые векторы электронов в конечном состоя-
нии.

Согласно закону сохранения импульса для свободных электро-
нов (см. рис. 3.7), получим

1 1 2 2, .k k q k k q    
    

                             (3.11)
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Поэтому из формул (3.10), (3.11) находим

0 1 0 1 0 2 0 2ε ( ) ε ( ) ε ( ) ε ( ) .k k q k k q       

    
               (3.12)

После учета этих замечаний поправка к энергии двух электронов
(3.9), обусловленная электрон-фононным взаимодействием, приоб-
ретает более простой вид:

1 1

2

,

2
2

0 1 0 1

2 ω( )
Δε .

( ω( )) ε ( ) ε ( )

k k q
g q

q k k q


 

    

  



  


                 (3.13)

При малых энергиях электрона

 
22

0 1 0 1ω ε ( ) ε ( ) ,k k q    

  


когда решетка успевает следовать за движением ионов, имеем

1 1

2

,
2

Δε 0.
ω( )
k k q

g

q


  
  




                               (3.14)

Согласно оценке матричного элемента 
1 1,k k q

g


    (2.137),

1 1

2 4 42

2,
.

2ωk k q

Nq e a
g

V M
  


Используя формулы
2

3 2 2 2
3

α, ~ 1, ω , , α ~ ,N en na s q s a
V M a

  

получаем

 
1 1

2

2 4 4 2 4 4 2 2,

2 2

2
1Δε .

ω ω ω ω

k k q
g q e a q e an e a e a

V M V VVM M e aM


         

  


 
(3.15)

Взаимодействие электронов через обмен фононами является даль-
нодействующим, распространяясь на весь объем кристалла. Поэто-
му представим поправку к энергии двух электронов как среднее по
объему кристалла от некоторой эффективной потенциальной энер-
гии их взаимодействия Uэф:

2 2
3

эф
1Δε d .a eU r
V V

  


                           (3.16)

3.3. Поправка второго порядка к энергии системы двух электронов, ...
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Из формулы (3.16) следует, что взаимодействие между электронами,
передаваемое фононами, эквивалентно точечному взаимодействию:

2 2
эф δ( ),U e a r 


                                  (3.17)

причем его знак соответствует притяжению.
Поскольку эффективное взаимодействие не зависит от угла по-

ворота импульсов 1 2иk k
 
   электронов, то электронная пара обла-

дает орбитальным моментом l = 0.
Найденное взаимодействие эквивалентно притяжению частиц

при совпадении их координат. В этом случае координатная волновая
функция системы электронов 1 2k k  оказывается симметричной от-
носительно перестановки квантовых чисел 1k


 и 2k


 двух электронов.
Однако электроны – Ферми-частицы, а это означает, что их полная
волновая функция 

1 2 12k k   должна быть антисимметричной отно-
сительно перестановки всех квантовых чисел электронов, включая
спиновые. Отсюда следует, что предлагаемый расчет будет справед-
лив лишь тогда, когда спиновая часть полной волновой функции двух
электронов будет антисимметричной относительно перестановки
проекций их спинов:

 12
1χ .1 2 1 22

                            (3.18)

Спиновая функция χ12 (3.18) соответствует синглетному состоянию
системы электронов с полным спином S = 0.

Ранее мы показали, что экранированное кулоновское отталки-
вание эквивалентно эффективному точечному взаимодействию

2 2δ( ).e a r


 Теперь мы доказали, что эффективное фононное притяже-
ние оказывается величиной того же порядка: 2 2δ( ).e a r



Приведем еще некоторые оценки, полезные для дальнейшего
анализа. В металлах кулоновская энергия взаимодействия двух элек-
тронов порядка их кинетической энергии:

22

~ ,Fpe
a m

где a – межатомное расстояние. Согласно соотношению неопреде-
ленностей, pFa ~  . Отсюда следует цепочка равенств:

2 3 2
2 2 3 .F

F F

p
e a a

m mp mk
   

                         (3.19)
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3.4. КУПЕРОВСКИЕ ПАРЫ

В 1956 г. Купер предположил, что при низких температурах ос-
новное состояние нормального металла с заполненной электронами
сферой Ферми становится энергетически невыгодным и потому не-
устойчивым. Меньшей энергией обладает сверхпроводящая фаза, в
которой электроны образуют связанные состояния, названные по-
зднее куперовскими парами.

Образование куперовских пар обусловлено эффективным притя-
жением между электронами, существующим благодаря тому, что элек-
троны обмениваются виртуальными фононами. Происхождение спа-
ривания можно понять, рассмотрев простую модельную задачу, и пред-
положив, что электроны взаимодействуют посредством некоторого
двухчастичного потенциала 1 2( , )U r r

 
. Этот потенциал моделирует вза-

имное притяжение между электронами. Существенным моментом
здесь является то, что в модели учитывается взаимодействие только
двух электронов из всего коллектива, а остальные присутствующие в
системе электроны образуют основное состояние нормального метал-
ла, т. е. заполняют все энергетические уровни внутри сферы Ферми.
Оказывается, что наличие заполненной сферы Ферми существенно
влияет на связывание электронов в пару.

Запишем уравнение Шредингера для двух квазичастиц:

 
0 01 2 1 2 1 2 1 2( ) ( ) ( , ) Ψ( , ) Ψ( , ).H r H r U r r r r E r r    
       

           (3.20)

Здесь  0( )H r


 – гамильтониан свободной квазичастицы:


0 0( )Ψ ( ) ε ( )Ψ ( ).

k k
H r r k r 

  
                            (3.21)

Для простоты будем рассматривать изотропный случай, когда соб-
ственные функции и собственные значения задачи (3.21) имеют вид

2 2

0

exp(i )
Ψ ( ) , ε ( ) ε .

2 Fk

k r kr k
mV


  

   

Считаем, что система находится в объеме V и удовлетворяет гранич-
ным условиям Борна – Кармана.

Полную волновую функцию пары, отвечающую, как мы подо-
зреваем, меньшей энергии при учете взаимодействия 1 2( , )U r r

 
 будем

искать в следующем виде:

   1 1 2 2 1 2 12Ψ( , ) exp i exp i χ ,
k

k

r s r s c k r k r




     


    
           (3.22)

3.4. Куперовские пары
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где  12' '

1, χ .1 2 1 22k k
c c


        Мы предполагаем, что в

пары «охотнее» связываются электроны с противоположно направ-
ленными спинами и волновыми векторами. Полная волновая фун-
кция (3.22) антисимметрична относительно перестановки элект-
ронов.

Подставляя формулу (3.22) в уравнение (3.20), умножая резуль-
тат слева на функцию 1 2exp( i )exp(i )k r k r  

  
 и интегрируя по 1r


 и 2r


 с
учетом условия ортогональности

 3 3 2
1 1 2 , '

d d exp i( ) ( ) δ ,
k k

V

r r k k r r V      
    

получаем

0 ' '
'

2ε ( ) ,

F

k kk k
k k

E k c U c


      
 



                       (3.23)

где

 3 3
1 2 1 2 1 22'

1 d d exp i( ) ( ) ( , ).
kk

V

U r r k k r r U r r
V

    
      

В соответствии с изложенной ранее качественной картиной по-
ложим

0 0
'

, при ε ε ( ) ε ω , ε ε ( ) ε ω ,1

0 в остальных случаях.
F F D F F D

kk

g k k
U

V

       
 





 
 

 (3.24)

В формуле (3.24) учтено, что притяжение между электронами по-
является только тогда, когда их энергии попадают в интервал [εF,
εF + ωD]. При этом, согласно нашим предыдущим оценкам, пара-
метр g ~  2/kFm ~ e2a2.

Потенциал (3.24) весьма упрощенно моделирует реально суще-
ствующее эффективное притяжение между электронами, так что к
результатам, зависящим от его вида, не следует относиться слишком
серьезно. К счастью, теория приводит к ряду соотношений, которые
вообще не зависят от феноменологического параметра g. Эти резуль-
таты хорошо согласуются с экспериментальными данными для ши-
рокого класса сверхпроводников.

С учетом явного вида матричного элемента 
'kk

U   (3.24) разрешим
уравнение (3.23) относительно 

k
c :

0

,
[2ε ( ) ]k

gI
c

V k E



                                  (3.25)
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где

0

'
ε ε ( ') ε ω

.
F D

k
k

I c
  

  



                               

 (3.26)

Мы ищем связанное состояние двух электронов, соответствую-
щее собственному значению E, которое меньше энергии 2εF двух сво-
бодных электронов. Обозначим E = 2εF – 2Δ и подставим формулу
(3.25) в (3.26). После сокращения на общий множитель I получим
уравнение для расчета Δ:

0 0ε ε ( ') ε ω

1 .
2 [ε ( ') ε Δ]

F F D Fk

g

V k  


 




                   (3.27)

Упростим уравнение (3.27) путем замены суммирования (или
интегрирования) в трехмерном k-пространстве на интегрирование
по энергии электрона ε в пределах отрезка [εF, εF + ωD]:

3
3

1 1 1... d ... ν(ε ) dε... .
2(2π) F

k

k
V

   


                 

(3.28)

Именно в этом математическом смысле трехмерная задача в k-про-
странстве оказывается эквивалентной одномерной задаче на оси ε.
В формуле (3.28) ν(εF) – это плотность уровней энергии на сфере
Ферми. Еще раз обратим внимание на множитель 1/2, который по-
явился в соотношении (3.28) потому, что здесь мы суммируем по
разрешенным состояниям одной из квазичастиц, у которой проек-
ция спина задана. Ранее определенная нами плотность состояний
учитывала обе проекции спина. После преобразования равенства
(3.27) по правилу (3.28) оно приобретает вид

ε ω

ε

ν(ε ) ν(ε ) ω Δ ν(ε ) ωdε1 ln ln .
4 ε ε Δ 4 Δ 4 Δ

F D

F

F F D F D

F

g g g



  

 


 
 
(3.29)

В правой части формулы (3.29) использовано приближение 0 < Δ <<
<<hωD, которое будет обосновано далее.

Из уравнения (3.29) находим энергию связи электронов:

4Δ ω exp 0.
ν(ε )D

F g
 

    
                          (3.30)

3.4. Куперовские пары
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Итак, у пары квазичастиц – электронов имеется конечная энер-
гия связи. При T = 0 K все пары электронов должны образовать Бозе-
конденсат.

Отметим, что энергия связи (3.30) не аналитически зависит от
константы фононного притяжения g (имеет существенную особен-
ность при g = 0). Поэтому результат Купера не может быть получен с
помощью теории возмущений, т. е. в виде ряда по степеням g. Спе-
циально отметим, что теория возмущений использовалась нами ра-
нее лишь для оценки параметра g.

Приведем численные оценки энергии связи Δ. Поскольку для
свободных электронов

2

2~ , ν(ε ) ,
(π )F F

F

mg k
k m




получаем gν ~ 1/π2 < 1. Существуют аргументы в пользу того, что и в
общем случае оказывается верным неравенство 0 < gν < 1, поэтому
4/gν(εF) > 1. Это число входит с отрицательным знаком в показатель
экспоненты (3.30). В результате оказывается оправданной оценка
0 < Δ << hωD, которую мы использовали при получении явного выра-
жения для энергии связи двух электронов. Поскольку Б c~ ,k T

Бω ~ ,D Dk T  имеем

cΔ 1.
ωD D

T
T

 


Мы показали, что температура сверхпроводящего перехода много
ниже температуры Дебая. Более аккуратные оценки дают следую-
щий результат:

2c 4exp ~ 10 .
ν(ε )D F

T
T g

 
   

Оценим радиус получившегося связанного состояния – размер
куперовской пары. По аналогии с атомом водорода примем, что не-
определенность кинетической энергии одного электрона в паре по-
рядка энергии связи Δ:

2

Б c

δ
Δ ~ ~ δ δ .

2
F

F

p pp
k T V p

m m
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Отсюда δp ~ kБTc/VF. Из соотношения неопределенностей для коор-
динаты и импульса электрона ξ0δp ~ h получим оценку характерного
размера куперовской пары:

0
Б c Б c

ε 1ξ ~ ~ .F F

F

V
k T k k T


При Tc  10 K имеем kБTc  10–4εF. Напомним, что kF ~ 10–8 см при
любой температуре. В результате получаем численную оценку раз-
мера куперовской пары:

ξ0 ~ 10–4 см ~ 104а >> a.

Таким образом, размер куперовской пары составляет десятки
тысяч межатомных расстояний (десятки нанометров). Пары явля-
ются весьма рыхлыми образованиями. Возникает вопрос о том, как
связанные пары могут помещаться в металле, не мешая друг другу,
ведь в нормальном металле расстояние между электронами поряд-
ка а?

Куперовские пары нельзя представить как классический газ ча-
стиц, расстояния между которыми много больше их размеров. Пары
проникают друг в друга и в то же время как частицы газа являются
свободными и практически не взаимодействуют друг с другом. Та-
кое положение вещей возможно только в квантовой механике так
же, как и течение газа куперовских пар через решетку без рассея-
ния. Чтобы подчеркнуть эту особенность куперовских пар, в стро-
гой теории говорят не о парах, имеющих определенный размер, а о
парной корреляции между электронами, распространяющейся на
определенное расстояние – «корреляционную длину», которая име-
ет порядок

0ξ ~ .
Δ

FV

Приведенное рассмотрение Купера относится к отдельной
паре электронов в присутствии обычных несверхпроводящих
электронов, подчиняющихся распределению Ферми. В теории
Бардина – Купера – Шриффера (БКШ-теории) делается следую-
щий существенный шаг вперед: строится основное состояние
сверхпроводника, в котором не два, а все электроны образуют
связанные пары.

3.4. Куперовские пары
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3.5. ТЕОРИЯ БАРДИНА – КУПЕРА – ШРИФФЕРА
(КАЧЕСТВЕННЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ)

Исходя из представления о том, что электроны с противополож-
ными импульсами образуют связанные пары перекрывающегося раз-
мера, волновую функцию всего коллектива электронов в теории БКШ
выбираем в форме единой волновой функции:

 BCS 1 1 1 1 2 2 2 2 3 3 1 1Ψ ( ,... ) ( , ) ( , )... ( , ) .N N N N N Nr s r s A rs r s r s r s r s r s    
       

  (3.31)

Действие оператора антисимметризации A  сводится к тому, что к
функции, на которую он действует, просто добавляется (N ! – 1) дру-
гих функций, получаемых с помощью всех возможных перестано-
вок аргументов 1 1 2 2, , ... ,N Nr s r s r s

  
 причем эти функции умножаются

на число +1 или –1 в зависимости от того, является ли данная пере-
становка результатом четного или нечетного числа парных переста-
новок. Волновая функция, описывающая отдельную пару, имеет вид

1 1 2 2 1 2 12( , ) exp i ( ) χ ,
k

k

r s r s c k r r      


   
                 (3.32)

где .
k k

c c


   Полный спин пары предполагается нулевым, и потому
спиновая часть χ12 функции (3.32) антисимметрична:

 12
1χ .1 2 1 22

    

При этом координатная часть функции (3.32) симметрична и, более
того, соответствует нулевому орбитальному моменту пары.

Замечание. Можно поставить вопрос: «Возможны ли спарива-
ния квазичастиц со спином 1/2 в состояния с l  0 и S = 1?» В прин-
ципе, такие спаривания возможны, но они приводят к магнитным
свойствам, которые не наблюдались в традиционных металлах и спла-
вах, изучавшихся до открытия высокотемпературных металлокера-
мик. Триплетное спаривание с S = 1 и l = 1 наблюдается в жидком
3He. Подчеркнем, что здесь речь идет об изотопе гелия с атомной
массой 3. В отличие от 4He, атомы 3He – это не бозоны, а фермионы.
При очень низких температурах атомы 3He образуют Бозе-конденсат
из пар со спином S = 1, который оказывается сверхтекучим. Однако
это электрически нейтральная жидкость.

Среди металлов спаривание с ненулевым орбитальным момен-
том и параллельными спинами возможно в так называемых систе-
мах с «тяжелыми» фермионами, но этот вопрос пока недостаточно
изучен. Трудность заключается в том, что спаривание с ненулевым
орбитальным моментом означает нелокальное взаимодействие меж-
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ду электронами. Следовательно, речь может идти лишь о новом не-
фононном механизме притяжения электронов (фононный механизм
соответствует локальному взаимодействию).

При выбранной в теории БКШ структуре волновой функции:
а) все электроны входят в ее состав в виде куперовских пар;
б) существующие в сверхпроводнике электронные пары корре-

лированы между собой.
Нельзя изменить волновую функцию отдельной пары, не разру-

шив полностью всего сверхпроводящего состояния. Форма записи
волновой функции основного состояния сверхпроводника (3.31)
предполагает, что если это состояние действительно существует,
т. е. соответствует меньшей энергии, чем энергия основного состо-
яния нормального металла, то разрушить сверхпроводимость бу-
дет непросто.

В основе теории БКШ лежат два грубых допущения относитель-
но вида гамильтониана системы электронов в металле.

1. Эффекты, связанные с зонной структурой, не учитываются.
Используется приближение свободных электронов.

2. Эффективное парное притяжение между электронами, имею-
щее сложный вид, заменяется модельным потенциалом со следую-
щими матричными элементами:

'

, когда ε( ) ε ω , ε( ) ε ω ,1

0 во всех остальных случаях ,

F D F D

kk

g k k
U

V

     
 





 
 

где 
2

2 2

Б

~ ~ .g e a
k m
  Такой потенциал учитывает основные особенно-

сти фононного притяжения электронов и позволяет довести до кон-
ца все вычисления.

Общие выводы. Установлено, что, если взять волновую функцию
ΨBCS в качестве пробной для оценки энергии основного состояния
коллектива электронов с помощью вариационного принципа, то, при
сколь угодно малом g > 0, т. е. при сколь угодно малом притяжении
между электронами, это приводит к меньшей энергии системы, по
сравнению с функциями, выбранными в приближении свободных
электронов.

При T = 0 K полная энергия FS единицы объема основного состоя-
ния БКШ ниже полной энергии FN единицы объема основного состо-
яния нормального металла. Электроны, содержащиеся в энергетичес-
кой полосе шириной ~Δ(0) (их число ~ν(εF)Δ(0)), связываются в пары с
энергией ~(–Δ), и это понижает энергию единицы объема металла на

3.5. Теория Бардина – Купера – Шриффера (качественные результаты)
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величину порядка ν(εF)Δ
2(0). Точный расчет в рамках теории БКШ

дает

21 ν(ε )Δ (0),
4S N FF F  

где εF – энергия Ферми нормального металла,

4(0) 2 ω exp
ν(ε )D

Fg
 

   
 



представляет собой энергию связи двух электронов, которая отлича-
ется от результата Купера (3.30) только множителем – двойкой. По-
явление дополнительного множителя обусловлено учетом перестрой-
ки энергетического спектра и основного состояния всего коллектива
электронов.

В основном состоянии сверхпроводника все состояния заполня-
ются попарно. Если состояние с волновым вектором k


 и спином,

направленным вниз, занято, то состояние с волновым вектором ( )k


и спином, направленным вверх, тоже занято. При разрыве пары рож-
даются два неспаренных электрона – квазичастицы, с одинаковыми
энергиями:

2 2
0( ) (ε ( ) ε ) Δ .FE k k  

 

Энергия каждой квазичастицы 0( ) ε ( ) εFE k k 
 

 только при 0ε ( )k 


ε Δ.F 
Минимальная энергия, которая необходима для разрыва пары и

перевода двух электронов в обычное состояние,

 min ( ) ( ) 2Δ(0).E k E k 
 

Повышение температуры будет влиять на величину энергетичес-
кой щели, так как Δ = Δ(T) (рис. 3.8).

Более аккуратный математический расчет был проведен Боголю-
бовым и Горьковым. Боголюбов разрабо-
тал специальный метод канонических пре-
образований, а Горьков для расчета
свойств сверхпроводника предложил но-
вый метод функций Грина.

Естественно считать, что температура,
при которой щель Δ(T) в энергетическом

Рис. 3.8. Зависимость Δ(T)
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спектре сверхпроводника исчезает, соответствует температуре сверх-
проводящего перехода. Проводя конкретный расчет, получаем

Б c
41,14 ω exp .

ν(ε )D
F

k T
g

 
  

 
                        (3.33)

Поскольку ω ~ 1 ,D M  это объясняет изотопический эффект:

c ~ 1 .T M

Здесь M – масса ионов кристаллической решетки.
Отметим универсальное соотношение:

Б c

Δ(0)
1,76,

k T
                                       (3.34)

которое справедливо с точностью до 10 % для большинства сверх-
проводящих металлов и сплавов.

Теория БКШ дает следующее выражение для теплоемкости сверх-
проводника при низких температурах, не зависящее от параметра g:

3
2

c Б Б

Δ(0) Δ(0)
1,34 exp ,

γ
sc
T k T k T

       
   

                     (3.35)

где γ – коэффициент при линейном члене в температурной зависи-
мости теплоемкости металла в нормальном состоянии: cn  γT. По-
лученный результат прекрасно согласуется с экспериментальными
данными. Зависимость теплоемкости сверхпроводника от темпера-
туры носит экспоненциальный характер, который определяется ши-
риной энергетической щели Δ(0).

Существование критического тока в сверхпроводниках

В нормальных металлах при рассеивании электронов на приме-
сях дефектах и колеблющихся ионах решетки электроны передают
свою кинетическую энергию кристаллу, за счет чего проводник на-
гревается. Уходящая на разогрев энергия восполняется внешним
источником, при отключении которого ток затухает.

В сверхпроводнике ток не затухает даже в отсутствие внешнего
источника энергии до тех пор, пока не превысит некоторое крити-
ческое значение. Получим оценку критического тока в сверхпровод-
нике.

Если средний квазиимпульс направленного движения куперовс-
кой пары 0 ,K


  то волновые векторы входящих в пару электронов

3.5. Теория Бардина – Купера – Шриффера (качественные результаты)
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равны    0 0/2 и /2 .k K k K  
  

 При рассеянии на неоднородностях
решетки электрону с импульсом  0/2k K

 
  выгодно перейти в со-

стояние с импульсом  0/2 ,k K 
 

  так как при этом он может пони-
зить свою кинетическую энергию на величину

   
2 2 22 2

0 0 0/2 /2 .
2 2

k K k K k K
m m m

     
                   (3.36)

Разумеется, выигрыш в энергии возможен лишь тогда, когда угол
между векторами k


 и K


 будет острым.
В то же время изменение состояния одного электрона пары рав-

носильно ее разрыву, что требует затрат энергии ~ 2Δ(0). Следова-
тельно, разрыв пары возможен только при выполнении следующего
энергетического соотношения:

2

0 2Δ( ).k K T
m

 
                                    (3.37)

Используя неравенство (3.37), можно оценить максимально возмож-
ный полный импульс пары. Приняв k ~ kF, получаем критический
импульс движения пары как целого:

0

2 Δ( )
~ .

F

m T
K

k




Отсюда следует оценка критической плотности тока через сверхпро-
водник:

6 70
c 2

Δ( ) А~ (10 10 ) ,
2 смs s

F

e TK
j e n n

m k
 

     
 


         (3.38)

где ns – концентрация сверхпроводящих электронов.
При j < jc разрывы пар и рассеяние образующих их электронов

на неоднородностях энергетически невозможны. Отсутствие рассе-
яния обусловлено «взаимной поддержкой» электронов в куперовс-
ких парах, благодаря которой куперовские пары «обтекают» дефек-
ты, не теряя энергии. Поскольку энергия сверхпроводящего тока не
передается кристаллу, отключение внешнего источника эдс не вле-
чет за собой затухание сверхпроводящего тока.

С повышением температуры появляются фононы с энергиями,
достаточными для разрыва пар. Разрывы куперовских пар приводят
к уменьшению концентрации сверхпроводящих электронов ns. Кро-
ме того, с увеличением температуры уменьшается энергетическая
щель Δ(T). Согласно формуле (3.38), перечисленные факторы ведут
к снижению величины критического тока jc.
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В общем случае, при T < Tc в единице объема сверхпроводника
имеется nn обычных электронов – квазичастиц с энергией ( )E k


, и ns/2

куперовских пар (ns сверхпроводящих электронов). Полное число
электронов в единице объема остается неизменным: ns + nn = const.
Полный ток в сверхпроводнике представляет собой сумму сверхпро-
водящего и нормального токов. Сверхпроводящий ток создают ns/2
куперовских пар с зарядом –2|е|. Нормальный ток связан с плотнос-
тью nn обычных электронов. В отличие от сверхпроводящего тока
нормальный ток затухает при отключении внешнего источника эдс.
Сосуществование нормальной и сверхпроводящей компонент пол-
ного тока в сверхпроводнике взаимообусловлено и неразделимо.

В 1972 г. за объяснение явления сверхпроводимости Бардин, Ку-
пер и Шриффер получили Нобелевскую премию.

3.6. ТЕОРИЯ ГИНЗБУРГА – ЛАНДАУ. ЛОНДОНОВСКАЯ ГЛУБИНА
ПРОНИКНОВЕНИЯ ВНЕШНЕГО МАГНИТНОГО ПОЛЯ

В СВЕРХПРОВОДНИК

Обобщение микроскопической теории БКШ было произведено
Горьковым в 1958 г. Однако полученные им уравнения сложны и
редко применяются при решении практических задач.

Гинзбург и Ландау в 1950 г., задолго до создания теории БКШ,
предложили простую полуклассическую теорию, которая прекрас-
но воспроизводит основные результаты микроскопической теории
сверхпроводимости. Как показал Горьков в 1959 г., это объясняется
тем, что уравнения Гинзбурга – Ландау являются точным пределом
последовательной микроскопической теории при выполнении двух
условий:

|Tc – T| << Tc;                                     (3.39)

δ(T) >> ξ0,                                       (3.40)

где δ(T) – глубина проникновения внешнего магнитного поля в сверх-
проводник; ξ0 – корреляционная длина при температуре T = 0 K:

0ξ ~ .
Δ(0)

FV

В теории Гинзбурга – Ландау предполагается, что конденсат ку-
перовских пар движется как единое целое и описывается единой ста-
ционарной волновой функцией Ψ( )r


 даже при наличии статическо-

го внешнего магнитного поля. Для вычисления Ψ( )r


 в присутствии
поля была предложена сравнительно простая система дифференци-

3.6. Теория Гинзбурга – Ландау. Лондоновская глубина ...
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альных уравнений, в которую температура входит в качестве пара-
метра.

Особый интерес представляет одно из предположений теории,
которое состоит в том, что плотность тока в сверхпроводнике при
наличии внешнего магнитного поля определяется обычной кванто-
во-механической формулой для частицы с зарядом –2|е| и массой 2m:

* *2 2
[Ψ ( i )Ψ Ψ(i )Ψ ],

2
e e e

j A A
m c c

       
  

          (3.41)

где A


 – векторный потенциал, который вводят для того, чтобы раз-
решить одно из уравнений Максвелла.

Рассмотрим случай, когда модуль волновой функции Ψ( )r


 оста-
ется постоянным, а изменяется только фаза:

 Ψ( ) Ψ exp i ( ) ,r r 
 

                              (3.42)

где |Ψ| = const. Тогда выражение для плотности тока в сверхпровод-
нике упрощается:

22 ,s
eej A n

mc m
 

    
 

  
                           (3.43)

где ns = |Ψ|2 – плотность сверхпроводящих электронов (при надлежа-
щей нормировке волновой функции).

Горьков показал, что, с точки зрения микротеории, Ψ( ) ~ Δ( ).r r
 

Отсюда следует, что в общем случае энергетическая щель в спектре
сверхпроводника является функцией координат. В теории Гинзбурга –
Ландау предполагается, что при T < Tc плотность сверхпроводящих
электронов линейно зависит от температуры ns = |Ψ|2 ~ (T – Tc). При
этом зависимости от температуры энергетической щели и корреля-
ционной длины имеют вид

   
1 1

2 2
c c( ) ~ , ξ( ) ( ) ~ .FT T T T V T T T


    

Величина Δ(T) выступает в роли параметра порядка. Ее температур-
ная зависимость, представленная на рис. 3.8, типична для фазовых
переходов 2-го рода.

Согласно уравнению Максвелла, в стационарном случае магнит-
ное поле в сверхпроводнике связано с током:

4πrot (в системе СГС).B j
c
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Возьмем ротор от обеих частей этого уравнения. Учитывая формулу
(3.43), тождества

rot(rot ) Δ div , rot 0,B B B    
  

и равенства

rot , div 0,A B B 
  

получим замкнутое уравнение:

2
2

2
2δ , δ .

4π (2 )s

mcB B
n e

  
 

                         (3.44)

Уравнение (3.44) позволяет теоретически описать картину про-
никновения слабого магнитного поля в глубь сверхпроводника с плос-
кой границей.

Пусть сверхпроводник находится во внешнем магнитном поле
0(0,0, )B B


 и занимает полупространство х  0 (рис. 3.9).

Поле внутри сверхпроводника описывается решением краевой
задачи

2
2

02

d
δ , ( 0) ,

d
z

z z

B
B B x B

x
                            (3.45)

которое имеет вид

0( ) exp( δ).zB x B x                                 (3.46)

Отсюда следует, что магнитное поле проникает в глубь сверх-
проводника только на расстояние

2

2
2δ .

4π ( )(2 )s

mc
n T e

                                  (3.47)

При T = 0 K имеем δ(0) ~ (10–5 – 10–6) см.
В теории Гинзбурга – Ландау плотность сверхпроводящих

электронов ns(T) ~ (Tc – T), поэтому глуби-
на проникновения δ(T) ~ (Tc – T)–½. По-
скольку δ(T)   при T  Tc, то одно из
условий применимости теории Гинзбурга –
Ландау δ(T) >> ξ0, выполняется для всех
сверхпроводников вблизи температуры
фазового перехода.

3.6. Теория Гинзбурга – Ландау. Лондоновская глубина ...

Рис. 3.9. Сверхпроводник во внешнем магнитном поле
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Впервые величину δ, не вникая в микроскопические причины
сверхпроводимости, ввели братья Лондоны в 1935 г. Поэтому пара-
метр δ называют лондоновской глубиной проникновения.

3.7. КВАНТОВАНИЕ МАГНИТНОГО ПОТОКА

Из уравнения

22
s

eej A n
mc m

 
    

 

  
                           (3.48)

можно получить еще одно интересное следствие. Рассмотрим сверх-
проводник в форме кольца, помещенный в постоянное магнитное
поле, которое направлено вдоль оси кольца.

Проинтегрируем выражение для плотности тока (3.48) по произ-
вольному замкнутому контуру C, лежащему внутри кольца. Посколь-
ку заметные токи могут протекать только вблизи поверхности об-
разца, то d 0.

C

j l 


  Это равносильно равенствуу

22 d d 0.

dC C

ee A l l
mc m

   


 

  
                        

 (3.49)

По теореме Стокса,


0

d rot d d .
C S S

A l A S B S Ф

B

       
   

                    
 (3.50)

Поскольку 0B 


 внутри сверхпроводника, то в формуле (3.50) Ф –
это магнитный поток через отверстие в кольце; S – поверхность, опи-
рающаяся на контур C; S0 – часть поверхности S, покрывающая от-
верстие в кольце (рис. 3.10).

Для того чтобы волновая функция купе-
ровских пар, имеющая вид

Ψ( ) exp( ),sr n i 


Рис. 3.10. Сверхпроводник в форме кольца, находя-
щийся во внешнем постоянном магнитном поле; S0 –

поверхность, покрывающая отверстие в кольце
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была однозначно определена, ее фаза при обходе по контуру С долж-
на получать приращение 2πn, где n – целое число. Исходя из этого
имеем

d 2π .
C

n                                        (3.51)

Согласно формулам (3.49) – (3.51), магнитный поток через от-
верстие в кольце должен быть квантован:

7 2
0 0, 2,07 10 Гс см .

2 2
nhc hcФ nФ Ф

e e
               (3.52)

Величину Ф0 называют флюксоном, или квантом магнитного пото-
ка.

Макроскопическое квантование магнитного потока наблюдает-
ся экспериментально и служит убедительным аргументом в пользу
теории Гинзбурга – Ландау.

3.8. МИКРОСКОПИЧЕСКАЯ ПРИРОДА ДВУХ ТИПОВ
СВЕРХПРОВОДНИКОВ. ВИХРЕВЫЕ РЕШЕТКИ.

СВЕРХПРОВОДЯЩИЕ МАГНИТЫ

Обсудим сосуществование нормальной и сверхпроводящей фаз
в критическом внешнем магнитном поле Нс(Т). Будет считать, что
среда, в которой находится сверхпроводник, немагнитна, т. е. B H

 

в системе СГС.
Состояния электронов в сверхпроводнике коррелированы на рас-

стояниях порядка ξ(Т) = hVF/Δ(T). Это не позволяет параметру Δ ме-
няться скачком от значения Δ0 в сверхпроводнике и до значения Δ = 0
в нормальном металле. Существует переходная область размера ~ξ(T),
в которой Δ близко к нулю (рис. 3.11). В этой области нет магнитно-
го поля, поэтому она уже на-
ходится в нормальной фазе.

В нормальной фазе едини-
ца объема вещества должна
обладать энергией 2

c 8π.H
Поскольку магнитное поле не

Рис. 3.11. Граница нормальной и
сверхпроводящей фаз проводника в
критическом внешнем магнитном

поле

3.8. Микроскопическая природа двух типов сверхпроводников. ...
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проникает в приграничный слой нормальной фазы толщиной ξ, этот
слой обладает избыточной энергией

2
c ξ ,

8π
H

S

где S – площадь границы.
Вместе с тем, благодаря эффекту Мейснера, магнитное поле все

же проникает в сверхпроводник на глубину δ. Это дает понижение
энергии приграничного слоя сверхпроводника на величину

2
c δ .

8π
H

S

В результате полная энергия единицы поверхности, разделяющей
нормальную и сверхпроводящую фазы, имеет вид

2
c

повσ ~ (ξ δ).
8π
H

                                   (3.53)

Если ξ > δ, то σпов > 0, и мы имеем сверхпроводник 1-го рода. Если же
ξ < δ, то поверхностная энергия отрицательна, что соответствует
сверхпроводнику 2-го рода. С микроскопической точки зрения, су-
ществование двух типов сверхпроводников обусловлено различием
параметров δ и ξ.

Следует отметить, что ξ(T) ~ δ(T) ~ (Tc – T)–½ при T  Tc. Это
означает, что отношение характерных параметров вблизи Tc не зави-
сит от температуры:

δ( )
~ (1).

ξ( )
T

O
T

Таким образом, разделение на сверхпроводники 1-го и 2-го рода ока-
зывается независящим от температуры.

При отрицательной поверхностной энергии магнитному полю
энергетически выгодно проникать в глубь сверхпроводника не скач-
ком, а постепенно за счет увеличения в образце общего числа нитей
магнитного потока. Каждая нить несет один квант магнитного пото-
ка Ф0 = ch/(2|e|) (флюксон той же величины, что проникает в отвер-
стие сверхпроводящего кольца). Нить окружена сверхпроводящими
токами, стремящимися экранировать магнитное поле внутри нити.

Подход Гинзбурга – Ландау оказался идеальным для описания
сверхпроводников 2-го рода с вихревыми нитями. В рамках уравне-
ний Гинзбурга – Ландау Абрикосовым была построена теория сверх-
проводников 2-го рода.
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Вблизи центра вихревой нити в плоскости, перпендикулярной к
ней, зависимость волновой функции Бозе-конденсата куперовских
пар от пространственных координат имеет вид

Ψ ~ ρ exp(iθ),                                   (3.54)

где 2 2ρ x y   – расстояние до центра нити,  θ arg ix y 
(рис. 3.12). Отсюда следует, что в точках расположения вихревой нити
волновая функция обращается в нуль. При этом скорость вихревого
движения сверхпроводящих пар вокруг нити убывает обратно про-
порционально расстоянию до центра нити:

2

Ψ ( i Ψ)
.

2 ρ2 Ψ
SV

mm

  
 

 
                           (3.55)

Видно, что скорость Vs стремится к бесконечности при ρ  0. Инте-

ресно, что при этом сверхпроводящий ток 2
Ψ

e
j

m
  
 

 конечен,

так как |Ψ|2 ~ ρ2, а |φ| ~ 1/ρ при ρ  0.
На расстояниях ρ > ξ волновая функция конденсата куперовских

пар восстанавливается до своего равновесного значения в отсутствие
магнитного поля.

Каждая нить стремится оттолкнуть другие нити. А.А. Абрикосов
показал, что минимуму отталкивающего взаимодействия нитей в
изотропном кристалле соответствует их периодическое расположе-
ние, а именно треугольная решетка из нитей. Под действием анизот-
ропии кристалла возможна перестройка треугольной вихревой ре-
шетки, например, в квадратную.

Важно, что соотношение между параметрами ξ и δ всегда мож-
но изменить добавлением немагнитных примесей. Увеличивая
концентрацию примесей, любой сверхпроводник 1-го рода мож-
но сделать сверхпроводником 2-го
рода. Интересно и важно, что
сверхпроводники 2-го рода имеют
самые высокие критические поля и
температуры. Кстати, вновь откры-
тые высокотемпературные сверх-
проводники, механизм проводимо-

3.8. Микроскопическая природа двух типов сверхпроводников. ...

Рис. 3.12. Вихревая нить и перпендикуляр-
ная к ней плоскость
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сти в которых пока неясен, также являются сверхпроводниками
2-го рода.

При практическом использовании сверхпроводников 2-го рода
следует иметь ввиду, что величину критического тока через сверх-
проводник ограничивает движение решетки вихрей. Это движение
обусловлено взаимодействием внешнего тока с токами вокруг абри-
косовских нитей и приводит к потерям энергии внешнего тока. Од-
нако есть способ преодолеть эту трудность. Для этого нужно создать
центры закрепления вихрей в сверхпроводнике (центры пиннинга),
например на неоднородностях кристалла. Эти центры создают для
вихревой решетки потенциальный рельеф, который затрудняет ее
движение. Тем не менее при конечной температуре всегда возмож-
ны термофлуктуационные переходы вихревой решетки, за счет чего
возникает так называемый крип (от английского слова «creep» – полз-
ти), который представляет собой флуктуационные скачкообразные
перемещения вихревой решетки. Хотя крип происходит при любой
температуре, к счастью, сопротивление, обусловленное им, столь
мало, что ток через сверхпроводник ощутимо не меняется в течение
примерно 100 лет.

Крип создает другую трудность. Если в каком-либо месте сверх-
проводника происходит проскакивание связки вихрей, то это вле-
чет за собой выделение тепла, которое может вызвать переход уча-
стка в нормальное состояние. Переход в нормальное состояние, в
свою очередь, влечет за собой дальнейшее выделение тепла. В ре-
зультате происходит разрушение сверхпроводящего кабеля или
магнита. Чтобы это предотвратить, сверхпроводящие кабели дела-
ют многожильными, причем в качестве изолятора применяют нор-
мальный металл – медь. Сверхпроводник обладает низкой тепло-
проводностью, а медь хорошо отводит тепло при внезапном нагре-
ве кабеля. Кроме того, в случае прекращения тока по сверхпровод-
нику параллельно включенный нормальный проводник исполняет
роль шунта.

Отметим, что электроны с противоположными спинами во внеш-
нем магнитном поле обладают разностью энергии 2μБ|В|, где μБ –
магнетон Бора. Магнитное поле стремится повернуть спины элек-
тронов параллельно полю. Разрушение куперовской пары проис-
ходит, когда разность энергий электронов пары во внешнем маг-
нитном поле будет порядка энергии связи: 2μБ|В| ~ Δ, то есть при |В| ~
Δ/2μБ.

По той же причине введение магнитных примесей способствует
снижению сверхпроводимости, а ферромагнитное упорядочение ее
полностью подавляет. Сосуществование антиферромагнитного упо-
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рядочения и сверхпроводимости в настоящее
время является дискуссионной проблемой. За-
метим также, что, в отличие от ферромагнитных
проводников, антиферромагнитные металлы
встречаются крайне редко.

Абрикосов и Горьков показали, что в противоположность обыч-
ным немагнитным примесям увеличение концентрации магнитных
примесей ведет к уменьшению Тс и к тому, что часть куперовских
пар имеет меньшую энергию связи по сравнению с остальными. В
результате в ограниченном интервале температур существует так
называемая бесщелевая сверхпроводимость. Пары с малой энергией
связи оказываются разорванными, что приводит к ликвидации щели,
тем не менее сверхпроводящий ток продолжает переноситься остав-
шимися парами.

Разрушение куперовских пар магнитным полем происходит еще
по одной причине: импульсы электронов в куперовской паре ориен-
тированы противоположно, поэтому в магнитном поле на электро-
ны действуют противоположно направленные силы Лоренца. Это
приводит к ларморовскому закручиванию пар (рис. 3.13).

Оценим ларморовский радиус R электрона во внешнем магнит-
ном поле B


 в рамках классической физики:

2

.F F FmV V mcV
eB R

R c eB
  

При расчете мы учли, что величина скорости электрона порядка VF.
Пара может существовать до тех пор, пока ларморовский радиус

превышает ее размеры:

ξ.FmcV
R

eB
                                      (3.56)

Ларморовский радиус можно увеличить, увеличив эффективную
массу носителей заряда, что, в свою очередь, приведет к росту вели-
чины критического магнитного поля.

За развитие теории сверхпроводников А.А. Абрикосов и В.Л. Гинз-
бург в 2003 г. были удостоены Нобелевской премии.

Рис. 3.13. Ларморовское закручивание куперовской пары в
магнитном поле с индукцией B


:

иL LF F
 

 – силы Лоренца, иp p
 

 – импульсы электронов

3.8. Микроскопическая природа двух типов сверхпроводников. ...
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3.9. О ВОЗМОЖНЫХ ФИЗИЧЕСКИХ МЕХАНИЗМАХ
ВЫСОКОТЕМПЕРАТУРНОЙ ПРОВОДИМОСТИ

Предпосылки для объяснения физических механизмов высоко-
температурной проводимости заложены в теории БКШ. Из этой тео-
рии известна формула

Б c
41,14 ω exp ,

ν(ε )D
F

k T
g

 
  

 
                        (3.57)

которая указывает возможные направления для повышения крити-
ческой температуры. Обсудим некоторые из них.

I. В теории БКШ параметр g < 1, т. е. предполагается, что элект-
рон-фононные взаимодействия слабы. Обобщение теории на случай
сильной электрон-фононной связи с g  1 было проведено Элиаш-
бергом. При этом оказалось, что приближение, в котором учитыва-
ются только тепловые фононы с частотами cБk T   при описании
электрон-электронного притяжения, является грубым. Установлено,
что в электрон-электронное взаимодействие дают вклад виртуаль-
ные фононы со всеми частотами, причем главная роль принадлежит
фононам с частотами, лежащими вблизи экстремумов функции ( )q


.

Дело в том, что области, лежащие вблизи экстремумов, соответству-
ют максимальной плотности фононов (важны особенности Ван Хова
в спектре фононов).

Теория сильной связи привела к формуле для критической тем-
пературы сверхпроводящего перехода:

 Б c ωexp 1 (ω) ,k T g                               (3.58)

которая отличается от формулы, полученной в рамках теории БКШ,
тем, что:

а) ω  – это не дебаевская частота, а характерная частота, вычис-
ление которой требует знания всего колебательного спектра;

б) константа связи ( )g   сильно зависит от частоты: 2( ) ~ .g   
Это значит, что высокой температуре Tc соответствуют малые часто-
ты.

Результаты теории Элиашберга позволяют сделать два общих
вывода:

1. В нормальном состоянии сильная электрон-фононная связь
соответствует большому сопротивлению. Следовательно, сверхпро-
водники с высокими Tc в нормальном состоянии должны плохо про-
водить электрический ток.
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2. Существует вероятность найти сверхпроводники с высокими
Tc среди структур с «мягким» фононным спектром, у которых ω
малы. Однако уменьшение ω , хотя и соответствует увеличению эк-
споненциального множителя в формуле (3.58), одновременно ведет
к уменьшению коэффициента  , стоящего перед экспонентой. Кро-
ме того, решетки с малыми ω  структурно неустойчивы. В конечномм
счете, теория Элиашберга дает мало надежд на повышение Tc выше
30 К.

II. Обсудим возможность повышения Tc за счет предэкспоненци-

ального множителя. Поскольку 1 ,D M   высокие Tc можно по-
лучить, уменьшая массу атомов решетки.

Уникальную возможность в этом отношении мог бы представ-
лять твердый водород, если бы был металлом. К сожалению, в обыч-
ных условиях водород — диэлектрический кристалл из молекул H2.
Теоретические расчеты показывают, что при увеличении давления
должен произойти фазовый переход молекулярного водорода в ато-
марную фазу, аналогичную щелочным металлам. Однако давление
перехода чрезвычайно велико, составляет 2,5 Мбар. Вопрос заклю-
чается в следующем, oстанется ли такая фаза в метастабильном со-
стоянии после снятия давления?

Указанную трудность пытались обойти при помощи создания
гидридов, т. е. соединений металлов с водородом, в надежде, что это
породит в фононном спектре ветви с высокими частотами, соответ-
ствующими колебаниям протонов. С помощью специальных мето-
дов удалось создать твердые метастабильные растворы с повышен-
ной концентрацией водорода, но для этих веществ Tc < 10 K.

А.А. Абрикосов предложил еще одну возможность, обладаю-
щую теми же преимуществами, которые дает твердый водород.
Представим себе вещество, содержащее равное количество элект-
ронов и дырок, причем масса последних значительно больше мас-
сы электронов, а их потенциальная энергия превосходит кинети-
ческую. Тогда дырки могут образовать периодическую структуру,
т. е. «решетку в решетке». В результате получится вещество, напо-
минающее твердый водород, но с заменой протонов на тяжелые
дырки. В таком веществе могут распространяться фононы с деба-
евской частотой, которая в 10 раз больше дебаевской частоты D
для твердого водорода. Для получения больших Tc необходимо так-
же, чтобы в таких веществах плотность носителей заряда была
высока, а диэлектрическая проницаемость мала. К сожалению, в
настоящее время подобные вещества не синтезированы, и неясно,
можно ли их создать.

3.9. О возможных физических механизмах высокотемпературной ...
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III. Могут ли приводить к спариванию электронов и к явлению
сверхпроводимости другие механизмы взаимодействия, более мощ-
ные, чем взаимодействие через колеблющуюся кристаллическую
решетку? В принципе, могут.

Общая схема взаимодействия электронов через передающую сре-
ду A выглядит следующим образом:

* *
1 1 2 2,     ,e A e A e A e A                         (3.59)

где ei соответствует электрону (i = 1, 2); A – основное состояние; A* –
возбужденное состояние передающей системы. В результате этой
«двойной реакции» система A возвращается в первоначальное со-
стояние, а электроны e1 и e2 изменяют импульсы, т. е. они как бы
рассеиваются друг на друге. Можно показать, что такое взаимодей-
ствие обязательно является притяжением и, если оно не слишком
велико, то дает следующую формулу для расчета Tc:

kБTc ~ ΔE exp(–1/λ),                                (3.60)

где ΔE – разность энергий для состояний A и A*, λ зависит от взаимо-
действия электронов с системой A. По сути дела, по такому же меха-
низму происходило и фононное притяжение.

Наиболее перспективным здесь считается так называемый экси-
тонный механизм. Экситон в молекулярном кристалле можно пред-
ставить как электронное возбуждение, возникающее на одной из
молекул и из-за наличия трансляционной симметрии, распространя-
ющееся по решетке (экситон Френкеля). В полупроводнике моде-
лью экситона является связанное состояние электрона и дырки, на-
поминающее атом водорода, которое свободно мигрирует по решет-
ке (экситон Ваннье – Мотта). Радиус такого квазиатомного образо-
вания может в десятки раз превышать постоянную решетки. Если
экситоны Ваннье – Мотта представляют собой связанные состояния
электрона и дырки, которые могут находиться на разных узлах кри-
сталлической решетки, то экситоны Френкеля можно трактовать как
предельный случай экситонов Ваннье – Мотта, когда электрон и
дырка находятся на одном и том же узле. Энергия экситонов ΔE =
= kБθэкс соответствует температурам θэкс ~ 104 K. Оценка Tc по форму-
ле (3.60), даже при λ = 1/4, дает Tc ~ 300 K.

Однако практическая реализация экситонного механизма стал-
кивается с трудностями. Дело в том, что экситоны существуют в
молекулярных кристаллах, полупроводниках или диэлектриках, ко-
торые при нормальных условиях плохо проводят электрический ток.
Сверхпроводимость же, по крайней мере, до открытия высокотем-
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пературных сверхпроводников, экспериментально наблюдалась в
материалах с металлической проводимостью. Поэтому ожидалось,
что реализация электрон-электронного притяжения через обмен эк-
ситонами возможна в квантовой системе, состоящей из двух подсис-
тем – металлической и диэлектрической (полупроводниковой). Идея
Гинзбурга (1964 г.) заключалась в создании гетерогенных структур,
в которых чередовались бы пленки металла и диэлектрика. Благода-
ря квантовому эффекту туннелирования, электроны металла могли
бы частично заходить внутрь диэлектрика и обмениваться друг с
другом его экситонами. Это привело бы к эффективному притяже-
нию электронов и, в конечном счете, к явлению высокотемператур-
ной сверхпроводимости.

Предельным случаем гетерогенных структур являются квазидву-
мерные сверхпроводники, в которых проводящие слои имеют тол-
щину в одну молекулу и разделены относительно толстыми непро-
водящими слоями. Хотя чисто двумерная сверхпроводимость, как и
чисто одномерная, невозможна из-за разрушения тепловыми флук-
туациями, оказывается, что даже незначительное взаимодействие
между проводящими слоями или цепочками подавляет флуктуации
и восстанавливает сверхпроводимость. Кроме того, низкоразмерность
системы стабилизирует экситонные состояния, делая их устойчивее
в более широком диапазоне температур и внешних электрических
полей. Хотя высокие Tc в «сэндвичах», слоистых и нитевидных струк-
турах пока не получены, эти материалы и сам механизм следует рас-
сматривать как перспективные.

3.10. ВЫСОКОТЕМПЕРАТУРНЫЕ СВЕРХПРОВОДНИКИ

Высокотемпературная сверхпроводимость была открыта там, где
ее искать казалось абсурдным – у металлооксидных керамик, боль-
шинство из которых, как известно, при комнатных температурах хо-
рошие изоляторы.

Обсудим свойства соединений типа La2–x(Ba, Sr)xCuO4 с Tc ~ 40 K.
В них впервые и была открыта высокотемпературная сверхпроводи-
мость. Оптимальный состав соответствует малому наличию приме-
си Ba или Sr порядка x  0,2. Здесь x указывает долю атомов Ba (или
Sr), заменивших La в некоторых из узлов кристаллической решетки.
Все ионы в таком соединении образуют кристаллическую решетку
за счет ионно-ковалентной связи, а не металлической. С учетом ва-
лентного состояния химическую формулу La2–xBaxCuO4 следует за-
писать в виде 3 2 3 2 2

2 1 4La Ba Cu Cu O .x x x x
    
   Oтметим, что ионы меди по-

3.10. Высокотемпературные сверхпроводники
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являются в двух разных валентных состояниях. Существует подход,
который связывает высокотемпературную сверхпроводимость с этим
фактом.

Элементарная ячейка соединения представляет собой прямую
призму с квадратным основанием, такая кристаллическая система
называется тетрагональной. Ее структура показана на рис. 3.14.
Данную структуру можно представить как плоские слои кислород-
ных октаэдров, сросшихся через общие ионы кислорода в позиции I
(рис. 3.15). Каждый слой октаэдров отделен от соседнего слоя ок-
таэдров двумя атомными плоскостями, в которых содержатся ато-
мы La, частично замещенные на атомы Ba. Кроме того, каждый
плоский слой кислородных октаэдров сдвинут относительно со-
седнего плоского слоя кислородных октаэдров. Вершины пирамид

Рис. 3.14. Элементарная ячейка La2–xBaxCuO4 – прямоугольный параллелепипед с
высотой c = 13,25 Å и квадратом в основании со стороной а = 3,78 Å.

Справа – сечения параллелепипеда и расположение атомов. Слева от параллелепипеда – номера сечений
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Рис. 3.15. Каждый атом Сu является центром вытянутого вдоль
оси c октаэдра, в вершинах которого находятся два атома кисло-

рода в позиции II и четыре атома кислорода в позиции I

верхнего слоя попадают в ямки, образованные пи-
рамидами нижнего слоя.

Оказывается, именно слои кислородных октаэд-
ров с атомами Cu – O ответственны за сверхпроводя-
щие свойства структуры. Проводимость по слою
объясняется перекрытием волновых функций атомов
Cu и O. Между ионами Cu и O сильное кулоновское
взаимодействие.

Обращает на себя внимание слоистый квазидвумерный и ани-
зотропный характер структуры: проводящие слои разделены непро-
водящими плоскостями, в которых атомы La частично и беспоря-
дочно замещены атомами Ba.

Расчет зонной структуры в случае x = 0 показал, что у соедине-
ния La2CuO4 зона проводимости заполнена ровно наполовину. По-
верхность Ферми подобна трубе с осью, параллельной оси c, и с по-
чти квадратным поперечным сечением (в схеме расширенных зон).
Таким образом, электронная структура кристалла резко анизотроп-
ная. При такой электронной структуре оказывается энергетически
выгодным фазовый переход металл – полупроводник (переход Пай-
ерлса), связанный с возникновением мягкой моды ω( ) 0 c 0q q 

 
 в

спектре колебаний решетки. Симметрия решетки при этом переходе
понижается до ромбической: элементарная ячейка превращается в
прямоугольный параллелепипед с неравными ребрами. В зоне про-
водимости появляется щель, нижний край которой совпадает с по-
верхностью Ферми электронов. После фазового перехода образуют-
ся две зоны: одна заполнена электронами, другая, отделенная ще-
лью, целиком свободна. Кристалл становится полупроводником.
Такой фазовый переход в La2CuO4 действительно наблюдается. Од-
нако даже малая замена трехвалентного La двухвалентным Ba из-за
уменьшения общего числа электронов приводит к понижению уров-
ня Ферми и нарушению условия реализации перехода: решетка ста-
билизируется в тетрагональной металлической фазе. Стабилизация
наступает уже при x = 0,07. Стабилизация устраняет мягкую моду и,
тем самым, ослабляет воздействие электронов на колебания решет-
ки. Но имеются физические причины, по которым электрон-фонон-
ное взаимодействие остается еще достаточно сильным, чтобы его
учитывать при обсуждении возможных механизмов спаривания элек-
тронов в высокотемпературных сверхпроводниках. Перечислим ос-

II

II

I

I

I

I
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новные причины, ведущие к большой константе электрон-фононной
связи.

Во-первых, слоистое кристаллическое строение высокотемпера-
турных купратов позволяет иметь достаточно высокие плотности
состояний электронов на поверхности Ферми, несмотря на весьма
малые числа электронов на элементарную ячейку. Во-вторых, пред-
полагается, что основную роль в спаривании электронов играют
интенсивные (из-за небольшой массы) колебания кислородных ок-
таэдров с центрами в атомах меди. При этом сильная гибридизация
волновых функций атомов Cu и O в плоскости Cu – O позволяет даже
электронам, связанным с легким атомом кислорода, участвовать в
электрон-фононном взаимодействии. Кроме того, достаточно слабое
экранирование в направлении, перпендикулярном к плоскостям
Сu – O, приводит к значительной доле ионной связи в купратах и
сильному электрон-фононному воздействию на плоскости Cu – O
из-за изменения потенциальной энергии атомов Cu и O при колеба-
ниях ионов O в позиции II и даже ионов Ba и La.

Обсудим другие сверхпроводящие керамики, например
ABa2Cu3O7–x, где A может быть любым элементом начиная с иттрия и
заканчивая более тяжелыми, редкоземельными трехвалентными эле-
ментами:

A = Y, La, Nd, Sm, Eu, Gd, Ho, Er, Lu.

Для всех таких соединений Tc = (90 – 98) K, т. е. выше, чем у рас-
смотренных соединений. Их решетка орторомбическая, но близкая
к тетрагональной. Для A = Y имеем c = 11,70 Å, a = 3,83 Å, b = 3,89 Å
(элементарная ячейка – прямоугольный параллелепипед с неравны-
ми ребрами). Эти соединения также представляют собой слоистые ани-
зотропные материалы с плоскими последовательностями кислородных
октаэдров, окружающих атомы меди. Проводящие слои Cu – O в
таких соединениях сильнее разделены (не двумя, а тремя непрово-
дящими атомными плоскостями). Возможно, именно этим отличием
в структуре и объясняется почти 3-кратное повышение в них Tc.

В перечисленных соединениях обнаружен небольшой изотопи-
ческий эффект: c ~ 1 ,T M  где M – масса изотопов кислорода 16O и
18O.

Измерение величины квантов магнитного потока, проходящего
через отверстие в сверхпроводящем кольце, позволило доказать, что
сверхпроводящий ток в керамиках переносится куперовскими пара-
ми с зарядом –2|e|. Оказалось, что эффективная масса электронов в
керамиках, измеренная по лондоновской глубине проникновения,
необычно большая, порядка 100 электронных масс.
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В то же время оценки дебаевской температуры дают обычные
величины TD ~ (20 – 400) K. Отсюда можно сделать вывод, что тео-
рия БКШ со слабой электронно-фононной связью не может объяс-
нить столь высокие значения Tc. Несмотря на сильное электрон-фо-
нонное взаимодействие в высокотемпературных сверхпроводниках,
стандартный подход к сверхпроводимости, основанный на идее об
изотропном (синглетном) спаривании электронов и уравнениях Эли-
ашберга, также не объясняет большей части сверхпроводящих
свойств, в том числе d-тип симметрии энергетической щели. Долж-
но существовать еще нечто, определяющее совместно с электрон-
фононным взаимодействием полный механизм высокотемператур-
ной сверхпроводимости.

На сегодняшний день предложены многочисленные схемы спа-
ривания электронов. Чаще всего рассматриваются всевозможные
системы квазичастичных электронных возбуждений, только вместо
фононов и экситонов, приводящих к межэлектронному притяжению
и спариванию, вводится нечто иное. Это могут быть антиферромаг-
нитные спиновые флуктуации (в плоскостях Cu – O спины 1/2 ато-
мов меди имеют антиферромагнитное упорядоченное состояние),
специфика зонной структуры, обладающей так называемым «нестин-
гом» (нестинг – это совмещение отдельных участков контура, ог-
раничивающего поперечное сечение цилиндрической Ферми-повер-
хности купратов при смещении на некоторый волновой вектор) и др.
Так, Горьковым выдвинута гипотеза, согласно которой еще в нор-
мальной фазе при T > Tc в кристалле образуются Бозе-частицы – би-
поляроны – связанные состояния из двух тяжелых Ферми-квазичас-
тиц (поляронов).

Полярон – это электрон, помещенный в потенциальную
яму, образовавшуюся из-за им же вызванной поляризации ре-
шетки.

Биполярон – это электронная пара, вокруг которой располагают-
ся ионы решетки, поляризованные парой.

Локальные биполяроны с малой пространственной протяженно-
стью могут возникнуть при сильном электрон-фононном взаимодей-
ствии. При наличии заряженных Бозе-частиц – биполяронов можно
ожидать их сверхтекучесть при низких температурах, которая и оз-
начает сверхпроводимость. Принципиальное отличие такой сверх-
проводимости от сверхпроводимости БКШ в том, что температура
разрушения биполяронов много выше температуры их конденсации
(в пространстве импульсов), т. е. биполяроны, в отличие от куперов-
ских пар, «живут» и при температурах выше Тс. В данном случае о
газе биполяронов можно говорить как о почти идеальном Бозе-газе,

3.10. Высокотемпературные сверхпроводники
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температура конденсации которого (при m* = 100m, где m – масса
свободного электрона)
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должна отождествляться с температурой сверхпроводящего перехо-
да. Как видим, точка зрения Горькова дает, по крайней мере, пра-
вильный порядок величины Тс.

Медно-кислородные плоскости купратных соединений образу-
ют сильно коррелированную двумерную электронную систему, в
которой основную роль играет единственная электронная зона, а
преобладающим является кулоновское отталкивание электронов на
одном и том же узле. В купратах кинетическая и потенциальная энер-
гии взаимодействия частиц имеют один порядок величины, поэтому
нет малого параметра для последовательного теоретического описа-
ния таких систем. Отсутствие параметра малости ограничивает воз-
можность использования простейших приближений сильно или слабо
взаимодействующих электронов уже при описании диэлектрической
фазы, которая наблюдается в отсутствие примесей замещения (упот-
ребительнее терминология: «в отсутствие допирования»). Интерес-
но и важно, что в купратах могут реализоваться механизмы сверх-
проводимости, обусловленные прямыми электронными корреляци-
ями. Большая часть теоретических работ этого направления связана
с моделью Хаббарда, которая учитывает как перенос электронов с
узла на узел решетки, так и сильное кулоновское отталкивание двух
электронов с противоположными спинами на одном узле. Именно в
рамках модели Хаббарда и родственных ей моделей были предло-
жены две наиболее «экзотические» идеи о природе высокотемпера-
турной сверхпроводимости.

Согласно первой из них, в купратах электрон, обладающий заря-
дом и спином, перестает быть хорошо определенным элементарным
возбуждением. Предполагается, что электронная система купратов
как в нормальном, так и в сверхпроводящем состоянии теоретичес-
ки описывается в терминах новых слабо взаимодействующих квази-
частиц – «холонов» и «спинонов». Холоны – это бесспиновые кол-
лективные возбуждения купратов, переносящие заряд. Спиноны –
незаряженные Ферми-квазичастицы, переносящие спин. Слабонеи-
деальный газ спинонов и холонов принято называть латтинжеров-
ской жидкостью. Сверхпроводящему состоянию соответствует од-
новременная Бозе-конденсация холонов и аналога куперовских пар
из спинонов.
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Основу второй идеи, предложенной Лафлином, составляет гипо-
теза о том, что коллективные возбуждения в высокотемпературных
системах не являются ни бозонами, ни фермионами, а описываются
особыми квазичастицами «анионами», которые подчиняются дроб-
ной статистике.

Обе идеи достаточно радикальны и постоянно видоизменяются.
Их правомерность остается предметом оживленной дискуссии из-за
отсутствия сколь-нибудь устоявшихся результатов и выводов.

С помощью модели Хаббарда выявлены и другие возможности
возникновения сверхпроводимости в сильно коррелированной дву-
мерной системе с межэлектронным отталкиванием. Так, установле-
но, что хотя взаимодействие двух электронов на ионе меди велико и
является отталкивательным, взаимодействие электронов на меди с
электронами на ближайших соседних ионах кислорода оказывается
притягивающим и может привести к сверхпроводящему состоянию
с анизотропным d-спариванием электронов. Наличие анизотропной
энергетической щели качественно соответствует экспериментальным
данным.

Интересно, что если не рассматривать усложняющие факторы,
связанные со спецификой исследуемых высокотемпературных об-
разцов, их магнитные характеристики полностью описываются тео-
рией Гинзбурга – Ландау для сверхпроводников 2-го рода.

В настоящее время не существует единой точки зрения о приро-
де высокотемпературной сверхпроводимости. Связано это с тем, что
оксидные соединения сложны: состоят из большого числа атомов,
местоположение которых в решетке существенно влияет на физи-
ческие характеристики соединений. Более того, из металлооксидов
сложно изготовить монокристаллы, так как температура их плавле-
ния лежит в области, где начинается химическое разложение дан-
ных соединений (~1000° С). Имеются трудности при контроле сте-
пени допирования, однородности образцов и др.

Открытие высокотемпературных сверхпроводящих соединений
стало мощным стимулом для развития фундаментальных исследо-
ваний в физике конденсированного состояния. В результате этих
исследований не только возникает новое знание, но и создаются но-
вые уникальные сверхпроводники с высокими критическими пара-
метрами. Пока высокотемпературные материалы технологически
трудны для использования и их применения весьма ограниченны,
но определенные достижения уже налицо.

3.10. Высокотемпературные сверхпроводники
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ВЗАИМОДЕЙСТВИЕ ИЗЛУЧЕНИЯ С ВЕЩЕСТВОМ

4.1. УРАВНЕНИЯ МАКСВЕЛЛА. СОБСТВЕННЫЕ КОЛЕБАНИЯ
ЭЛЕКТРОМАГНИТНОГО ПОЛЯ В ЗАМКНУТОЙ ПОЛОСТИ

В классической физике электромагнитные явления в веществе
описываются уравнениями Максвелла. Уравнения электромагнетиз-
ма записываются по-разному в системах СГС и СИ. Ранее при рас-
смотрении электромагнитных явлений мы использовали систему
СГС. Ниже мы приведем уравнения Максвелла в системе СИ и бу-
дем применять ее при рассмотрении оптических явлений, потому
что вся рекомендованная литература изложена в системе СИ. Пере-
ход от системы СГС к системе СИ не вызывает больших трудностей.
Напомним вид законов электромагнетизма в системах единиц СГС и
СИ.

Приведем вначале уравнения Максвелла в терминах истинных
физических полей B


 и E


, которые представляют собой средние зна-
чения по физически малым временам и макроскопическим объемам
среды от микроскопических полей. Мы называем поля B


 и E


 ис-
тинными, потому что они определяют силу F


, действующую на за-

ряд q со стороны электромагнитного поля в среде.

СИ СГС 

Сила Лоренца F


 

F qE q V B    

   
 (4.1а) 

q
F qE V B

с
    

   
 (4.1а') 

Законы Максвелла 

rot BE
t

 



 (4.2а) 1rot BE

c t
 



  (4.2а') 

 0 внеш поляр мол 0rot μ ε EB j j j
t

   


   
 (4.2б)  внеш поляр мол

4π 1rot EB j j j
c c t

   


   
(4.2б') 

 внеш поляр
0

1div ρ ρ
ε

E  


  (4.2в)  внеш полярdiv 4π ρ ρE  


 (4.2в') 

div 0B 


  (4.2г) div 0B 


  (4.2г') 

 
Здесь ε0 и μ0 – соответственно электрическая и магнитная постоян-
ные; ε0μ0 = 1/с2, где с – скорость света в вакууме.
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Свойства среды характеризуют вектором электрической поляри-
зации (дипольным моментом единицы объема среды) P


 и векторомм

намагниченности (магнитным моментом единицы объема среды) M


.
Для упрощения записи уравнений Максвелла определяют два вспо-
могательных векторных поля H


 и D


, которые связаны с векторами

P


, M


 и физическими полями ,E


 B


 следующим образом.ом.

В вакууме и немагнитных средах 0.M 


 В результате в системе
СГС поля B


 и H


совпадают, а в системе СИ отличаются множите-
лем μ0.

Поэтому можно сказать, что напряженность магнитного поля H


ха-
рактеризует магнитное поле без учета влияния среды.

Через векторы P


 и M


 в обеих системах единиц рассчитываютт
плотность поляризационных зарядов ρполяр и плотность поляризаци-
онных токов полярj


, а также плотность так называемых молекуляр-

ных токов молj


:

В результате система уравнений Максвелла для истинных полей
E


 и B


 (4.2) переписывается в другой форме:

СИ СГС 

Вектор электрической индукции D


 

0εD E P 
  

  (4.3а) 4πD E P 
  

  (4.3а') 

Вектор напряженности магнитного поля H


 

0

1
μ

H B M 
  

  (4.4а) 4πH B M 
  

  (4.4а') 
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СИ СГС 

0

1
μ

H B
 

  (4.5а) H B
 

 (4.5а') 

 

СИ СГС 

полярρ divP


  (4.6а) полярρ divP


  (4.6а') 

поляр
Pj
t





  (4.6б) 

поляр
Pj
t





  (4.6б') 

мол rotj M


  (4.6в) мол rotj с M


  (4.6в') 

 

СИ СГС 

rot ,BE
t

 



  (4.7а) 1rot ,BE

c t
 



  (4.7а') 

 



238 Глава 4. Квантовая когерентная оптика. ...

Вследствие этих преобразований из уравнений Максвелла в сис-
теме СИ исчезли фундаментальные постоянные ε0, μ0, а в уравнения
Максвелла (в обеих системах) вошли только плотности внешних за-
рядов ρвнеш и плотности внешних токов внешj


.

Система уравнений (4.6), (4.7) является общей, но не является
замкнутой и должна быть дополнена так называемыми материаль-
ными уравнениями, которые выражают P


 и M


 через индуцирую-
щие их поля E


 и B


. Когда E


 и B


 медленно изменяются в про-
странстве и времени, а также являются сравнительно малыми, в ка-
честве материальных уравнений используют следующие:

α , χ ,i ij j i ij jP E M H                                 (4.8)

где αij – тензор диэлектрической восприимчивости среды, χij – тен-
зор магнитной восприимчивости среды; i, j = 1, 2, 3. По дважды встре-
чающимся индексам подразумевается суммирование.

С помощью (4.8) можно исключить P


 и M


 из уравнений (4.3а),
(4.4а):

Di = εijEj, Bi = μijHj,                                  (4.9)

где εij = ε0δij + αij – тензор диэлектрической проницаемости среды,
μij = μ0(δij + χij) – тензор магнитной проницаемости среды.

В общем случае D


 и B


 более сложные функции от т E


 и .H


Установление конкретного вида материальных уравнений выходит
за рамки электродинамики. Это задача микроскопической кванто-
вой теории, учитывающей атомно-молекулярное строение вещества.

Мы начнем с рассмотрения уравнений Максвелла в свободном
от зарядов и токов пространстве (в вакууме): ρвнеш = 0, внеш 0,j 



0 ( 0).ij ijM P     
 

 В этом случае уравнение Максвелла имеет
следующий замкнутый вид:

0rot μ ,HE
t

 



                                 (4.10а)

0rot ε ,EH
t





                                  (4.10б)

внешrot ,DH j
t

 


 
  (4.7б) 

внеш
4π 1rot ,DH j
c c t

 


 
  (4.7б') 

внешdiv ρ ,D 


  (4.7в) внешdiv 4πρ ,D 


  (4.7в') 

div 0.B 


  (4.7г) div 0.B 


  (4.7г') 
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div 0,E 


                                      (4.10в)

div 0.H 


                                      (4.10г)

В вакууме

0μ .B H
 

                                        (4.11)

Действуя операцией «ротор» на обе части уравнения (4.10а) и
пользуясь уравнением (4.10б), находим

2

0 0 0 2

rot
rot rot μ μ ε .

H EE
t t

    
 

 
                    (4.12)

Учитывая, что скорость света в вакууме 0 01 ε μ ,с   принимая воо
внимание уравнение (4.10в) и тождество

rot rot div ,E E E   
   

получаем для вектора E


 замкнутое волновое уравнение

2

2 2
1Δ .EE
c t





                                     (4.13)

Нетрудно проверить, что поле H


 удовлетворяет такому же урав-
нению:

2

2 2
1Δ .HH
c t





                                    (4.14)

Возможными решениями волновых уравнений (4.13) и (4.14) яв-
ляются бегущие плоские монохроматические волны:

   0 0, exp i iω c.c., , exp i iω c.c.,E r t E k r t H r t H k r t             

       

(4.15)

где 0E


, 0H


 – постоянные комплексные векторы. Здесь и далее сим-
вол «c.c.» обозначает комплексно сопряженное слагаемое. Волно-
вой вектор k


 может быть произвольно ориентирован в простран-

стве, а его модуль связан с частотой ω: ω = kc.
Если подставить (4.15) в уравнения Максвелла (4.10), получим

0 0 0 0 0 0 0ωμ , ωε , 0.k E H k H E k E k H              

        
     (4.16)

4.1. Уравнения Максвелла. Собственные колебания ...
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Из уравнений (4.16) нетрудно установить, что
векторы 0E


, 0H


, k


 образуют правую тройку вза-
имно ортогональных векторов (рис. 4.1), а моду-
ли векторов 0E


 и 0H


 связаны соотношением

0
0 0

0

ε
.

μ
H E                         (4.17)

Положение вектора E


 в плоскости, перпендикулярной векторуу
k


, может быть охарактеризовано двумя независимыми направлени-
ями поляризации, например двумя ортогональными вещественны-
ми единичными векторами 

λ
(λ 1, 2) :

k
e 


λλ'λ λ'
δ .

k k
e e  
 

                                      (4.18)

Для дальнейшего анализа удобно выбрать векторы 1 2
, ,

k k k
e e n k k  

   

так, чтобы они образовывали правую тройку (рис. 4.2). Тогда спра-
ведливы равенства

1 2 λ
, 0.

k k k k k
e e n n e     
    
    

                          (4.19)

Учитывая эти замечания, запишем уравнения для линейно-поля-
ризованных плоских монохроматических волн E


 и H


 (4.15) в кон-
кретной форме:

 λ λ λ
0

ω
i exp i ω с.c. ,

2 ε
k

kk k k
E e a k r i t

V
     

  
  

 λ λ λ
0

ω
i exp i ω c.с. .

2 μ
k

kk k k k
H n e a k r i t

V
         

   
   

       (4.20)

Здесь 
λk

а  – произвольные комплексные числа
(безразмерные амплитуды); V – объем области,
содержащей электромагнитное поле; ωk = kc.

Если полость, в которой содержится поле,
достаточно велика, то свойства электромагнит-
ного поля внутри полости не зависят от ее раз-

Рис. 4.1. Правая тройка взаимно ортогональных векторов
, ,E H k

 

Рис. 4.2. Правая тройка взаимно ортогональных векторов

1 2
, ,

k k k
e e n    
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меров, формы и природы стенок. Для максимального упрощения
расчетов выберем полость в форме куба:

0  x, y, z  L,                                    (4.21)

где L – длина ребра куба, и примем граничные условия Борна – Кар-
мана:

   , , , , , , , , , ,E x L y z E x y z E x y L z E x y z   
   

  , , , , .E x y z L E x y z 
 

                           (4.22)

Такие граничные условия выделяют дискретные значения компонент
волнового вектора:

2π ,i ik n
L

                                         (4.23)

где ni – произвольные целые числа (i = x, y, z). Совокупность чисел
(nx, ny, nz) определяет моду электромагнитного поля.

При больших L разрешенные значения вектора k


 распределены
квазинепрерывно и образуют решетку в обратном пространстве. На
каждый узел решетки приходится объем (2π)3/L3. В малом объеме

3d k


 с центром в точке с волновым вектором k


 (рис. 4.3) содержитсяся

 
 

3
3

3
3 3

2π dd :
2π

V kk
L




                                 (4.24)

разрешенных волновых векторов (V = L3 – объем полости, где нахо-
дится электромагнитное поле).

При каждом k


 существуют две независимые электромагнитные
волны, отличающиеся направлениями поляризации  λ

1,2 .
k

e  


Поэтому полное число электромагнитных мод с волновыми векто-
рами, лежащими около точки с радиусом-вектором k


 в пределах

объема 3d k


 (см. рис. 4.3), есть

 

3

3

2 d
d .

2π

V k
n 



                     (4.25)

Для подсчета числа электромагнитных мод
с волновыми векторами, длины которых лежат

4.1. Уравнения Максвелла. Собственные колебания ...

Рис. 4.3. Элемент объема 3d k


 в обратном пространствее
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в пределах от k до (k + dk), учтем, что все такие
векторы лежат в пределах тонкого шарового
слоя:

3 2d 4π d .k k k


                    (4.26)

Здесь 4πk2 – площадь сферы, dk – толщина
шарового слоя (рис. 4.4). Подставим формулу (4.26) в (4.25) и полу-
чим число электромагнитных мод, волновые векторы которых попа-
дают в интервал (k, k + dk), т. е. в тонкий шаровой слой:

   

3 2

3 3
2 d 8π dd .

2π 2π

V k Vk kn  



                             (4.27)

Во многих задачах нас будет интересовать число мод с частота-
ми из интервала (ν, ν + dν). Волновое число k и частота ν связаны
следующим соотношением:

2πν .k
c

                                         (4.28)

Подставив (4.28) в (4.27), получим число мод, приходящихся на еди-
ницу объема полости, с частотами из интервала (ν, ν + dν):

 
2

3
d 8πν dνν dν .n D
V c

                              (4.29)

Величину D(ν) называют плотностью мод (иногда плотностью со-
стояний или числом состояний, приходящихся на единичный ин-
тервал частоты).

Электромагнитные моды 
λk

E 


 и 
λk

H 


 (4.25) образуют полный на-
бор. Поэтому любое поле, существующее в полости, можно пред-
ставить в виде суперпозиции электромагнитных мод 

λk
E 


 и 
λk

H 


:

      λ λ
0,λ

ω
, i exp i c.c. ,

2 ε
k

k k
k

E r t e a t k r
V

    


   

      λ λ
0,λ

ω
, i exp i c.c. ,

2 μ
k

k k k
k

H r t n e a t k r
V

        


    
    (4.30)

где    λ λ
exp iω .kk k

a t a t  

Рис. 4.4. Шаровой слой (k, k + dk), в который попадают
разрешенные волновые векторы
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Найдем энергию электромагнитных волн в полости:

   3 2 2
0 0

1 d ε , μ , .
2

V

W r E r t H r t   
   

                  
(4.31)

После подстановки рядов (4.30) в (4.31) в подынтегральном выра-
жении формулы (4.31) появляются слагаемые двух типов. Первые
из них представляют произведения членов с волновыми векторами

.k k  
 

 Они содержат множители  exp i ' ,k k r  
 

  
 дающие нульль

при интегрировании по объему. Типичный интеграл такого типа
имеет вид

 
0

2πexp ' d 0
L

n n x x
L

  
                              (4.32)

при n + n  0. Слагаемые второго типа содержат произведения
членов с волновыми векторами k k  

 
. В них экспоненциальные

множители выпадают, поэтому их интегрирование по r


 дает объем
полости V. Учтем также, что

2

λ
1.

k k
n e   
 
 

                                    (4.33)

В результате для энергии электромагнитного поля в полости полу-
чим разложение

   λ λ
,λ

ω .k k k
k

W a t a t   



                            (4.34)

Перейдем от модовых переменных 
λk

a  и 
λk

a  к вещественным
переменным 

λk
Q  и 

λk
P :

     λ λ λ
.

2ωk k k
k

Q t a t a t   
  

                      (4.35)

     λ λ λ λ

ω
i .

2
k

k k k k
P t Q a t a t     
   

                 (4.36)

Используя формулы (4.35) и (4.36), представим энергию электромаг-
нитного поля (4.34) в виде функции Гамильтона для набора незави-
симых вещественных гармонических осцилляторов:

2 2 2

λ λ λ
,λ ,λ

1 ω .
2 kk k k

k k

W H H P Q        
                 (4.37)
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Первое из уравнений Гамильтона имеет вид

λ λ
λ

k k
k

HQ P
P

 


 



                                   (4.38)

и согласуется с равенством (4.36), которое, таким образом, оказыва-
ется следствием уравнения движения. Это достигнуто надлежащим
выбором коэффициентов в формулах (4.35), (4.36). Второе гамиль-
тоново уравнение

λ λ
λ

ω ,kk k
k

H
P Q

Q


   


 



                             (4.39)

с учетом (4.38), принимает вид

2

λ λ
ω 0.kk k

Q Q                                     (4.40)

Таким образом, уравнения электромагнитного поля в полости
свелись к набору не связанных друг с другом уравнений для гармо-
нических осцилляторов. Каждая мода электромагнитного колебания
соответствует некоторому осциллятору.

4.2. КВАНТОВАНИЕ СВОБОДНОГО ЭЛЕКТРОМАГНИТНОГО ПОЛЯ

В предыдущем параграфе нам удалось представить энергию элек-
тромагнитного поля в полости в виде суммы энергий независимых
гармонических осцилляторов. Поэтому квантование электромагнит-
ного поля можно провести тем же способом, которым проводится
квантование классического гармонического осциллятора в курсе
квантовой механики. Для этого заменим динамические переменные

λk
Q  и 

λk
P  на эрмитовы операторы:

 
λ λλ λ
, ,k kk k

Q q P p                                   (4.41)

удовлетворяющие коммутационным соотношениям, типичным для
операторов координат и импульсов:

     
λλλ λ λ λ λ λ, i δ δ , , , 0.k k k k k kkk

q p q q p p     
          
              (4.42)

В точности так же, как в случае гармонического осциллятора,
для квантования свободного электромагнитного поля полезно ввес-
ти операторы уничтожения  λka   и рождения  λka


:

           
1 1
2 2λ λλ λ λ λ2 ω ω i , 2 ω ω i .k kk k k kk k k ka q p a q p

 
          (4.43)
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Из формул (4.43) можно выразить операторы  λkq   и  λkp   через з  λka   и


λka
 :

       λ λ λ λλ λ

ω
, i .

2ω 2
k

k k k kk k
k

q a a p a a
 

         
        (4.44)

Операторы  λka   и  λka
  не являются эрмитовыми, поэтому они не со-

ответствуют наблюдаемым величинам, в отличие от  λkq   и  λkp  .
Коммутационные соотношения для операторов  λka   и  λka

  выте-
кают из соответствующих соотношений для  λkq   и  λkp  :

     
λ 'λ' λ 'λ' λ 'λ' λλ, , 0, , δ δ .k k k k k k kk

a a a a a a
  


               

                 (4.45)

Подставив формулы (4.44) в соотношение (4.37), найдем опера-
тор Гамильтона, описывающий квантованное электромагнитное поле
в полости:

         2 2
λ λ λ λ λ λ λ

,λ ,λ ,λ

ω1 ω
2 2

k
kk k k k k k k

k k k

H H p q a a a a              
  



    λ λ λ
λ λ

1 1ω ω .
2 2k kk k k

k k

a a n      
 
                 (4.46)

Здесь мы воспользовались последним из коммутационных соотно-
шений (4.45).

Эрмитов оператор   
λ λ λk k k

n a a    имеет собственные векторы:

 
1 1 2 2λ λ λ λ

,
l lk k k k

n n n n                           (4.47)

которые строятся в форме прямого произведения собственных век-
торов отдельных гармонических осцилляторов и удовлетворяют урав-
нениям

    λ λ λ λ
,

l l l lk k k k
n n n n                                (4.48)

где 
λ

0, 1,2 .
k

n  
Оператор 

λk
n   трактуют как оператор числа квантов колебаний

электромагнитного поля в полости, которые назвали фотонами. По-
ясним происхождение названия. Состояния  λk

n  являются соб-
ственными векторами оператора Гамильтона

    λ λ λ
,nk k k

H n E n                                 (4.49)

4.2. Квантование свободного электромагнитного поля
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которые отвечают спектру энергии электромагнитного поля следу-
ющего вида:

λ
,λ

1ω .
2n k k

k

E n  
   


                              (4.50)

Поэтому можно сказать, что в полости имеется 
1 1λk

n  квазичастиц (фо-
тонов) с энергией 

1
ωk  в первой моде колебаний электромагнитногоо

поля, 
2 2λk

n – во второй, 
λl lk

n  – в l-й и т. д. Каждое число 
λk

n , с одной
стороны, дает число фотонов, а с другой, характеризует степень воз-
буждения электромагнитной моды с волновым вектором k


 и поля-

ризацией λ.
Когда состояния  λk

n  нормированы на единицу и ортогональ-
ны, выполняются соотношения

  
1
2

λ λ λ λ
, , 1 , 1, ,

l l l l l l l lk k k k
a n n n         

  
1
2

λ λ λ λ
, , , 1, ,

l l l l l l l lk k k k
a n n n                       (4.51)

которые позволяют назвать операторы  λka   и 
λk

a   операторами рож-ж-
дения и уничтожения квазичастиц – фотонов.

Любое состояние электромагнитного поля в полости можно пред-
ставить в виде суперпозиции собственных состояний  λk

n :

 
 

 
λ λ λ 1 1 2 2 λ1 1 2 2

λ λ λ λ1 1 2 2

, , , , λ λ λ λ
Ψ , , , , .

k k k l l kl l

k k k kl l

n n n k k k kn
n n n n

C n n n C n       

   

   
    

(4.52)

Очевидно, что в одном энергетическом состоянии может нахо-
диться много фотонов. Это означает, что фотоны являются бозона-
ми. Более детальный анализ показывает, что фотон имеет спин s = 1
(в единицах  ). Однако проекция спина фотона на направление егоо
движения (на направление вектора k


) принимает только два значе-

ния ±1, в то время как у фонона таких проекций было три: 0, ±1.
Нулевое значение проекции спина фотона исключается условием
поперечности электромагнитных волн.

Состояниям фотона с проекциями ±1 на направление движения
в классической теории соответствуют две монохроматические элек-
тромагнитные волны с круговыми поляризациями. При построении



247

квантовой теории можно было бы квантовать волны не с линейными
поляризациями, как это делали мы, а с круговыми. При каждом зна-
чении волнового вектора k


 существуют всего две независимые вол-

ны с альтернативными круговыми поляризациями. Если в фиксиро-
ванной точке пространства с конца вектора k


 смотреть на плоскость,

перпендикулярную k


, то при одной круговой поляризации вектор
напряженности электрического поля μk

E 


 вращается без изменения
длины по часовой стрелке, а при другой против часовой стрелки.
Этим вращениям и соответствуют две проекции спина фотона на
направление вектора k


, которые назвали спиральностями фотона:

μ = ±1. Значение μ = –1 соответствует вращению вектора μk
E 


 по ча-
совой стрелке, а при μ = +1 вектор 

μk
E 


 вращается против часовой
стрелки. Можно пояснить то же самое детальнее.

Как и всякая частица, фотон может обладать определенным мо-
ментом импульса. Разделение момента импульса фотона на орби-
тальный момент, связанный с его движением в пространстве, и спин
(собственный момент импульса покоящегося фотона), вообще гово-
ря, лишено физического смысла. Фотон всегда движется с предель-
ной скоростью, и поэтому нет системы отсчета, в которой он бы по-
коился. Тем не менее для облегчения расчетов полезно формально
представить компоненты  αj  оператора момента импульса отдель-
ного фотона в виде суммы компонент операторов «орбитального» и
«спинового» моментов:


α αα ,j l s                                         (4.53)

где α = 1, 2, 3.
Формулу (4.53) нетрудно получить, если вспомнить, что свобод-

ный фотон теоретически описывается в терминах одного лишь век-
тор-потенциала  ,A r t

 
, а оператор момента импульса фотона с точ-

ностью до множителя i совпадает с инфинитозимальным операто-
ром преобразования поля  ,A r t

 
 при пространственных поворотах

системы координат. В любой инерциальной системе отсчета фотон
движется со скоростью света. Следовательно, для него всегда име-
ется выделенное направление в пространстве, которое совпадает с
направлением волнового вектора k


. Поэтому законы преобразова-

ния вектор-потенциала фотона проще обсуждать в k-пространстве.
Поскольку поля  A r

 
 и ( )A k


 связаны через интеграл Фурье

     3d  exp i ,A r k A k k r 
    

4.2. Квантование свободного электромагнитного поля
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вращение осей декартовой системы координат

  , , det 1,Т T Tr r D r D D D D I D     
  

равноценно вращению k-пространства:

  .k k D k  
  

Здесь D – ортогональная матрица, описывающая вращение. Символ
«T» означает транспонирование.

При бесконечно малом вращении k-пространства вектор-потен-
циал ( )A k


 преобразуется по правилу

       δ δθ ,A k A k k A k A k     
 

        
             (4.54)

где δk


 – изменение k


 при вращении δθ


:

δ δθ .k k   

 
                                    (4.55)

Вектор δθ


 задает одновременно угол поворота и ось, вокруг кото-
рой вращают k-пространство. Согласно (4.54), в точку с радиус-век-
тором ( δ )k k

 
 переносится повернутый на угол δθ


 вектор ( )A k


.

Используя (4.54) и (4.55), находим изменение вектор-потенциа-
ла в точке с радиус-вектором k


:

δ ( ) '( ) ( ) ( δ ) δθ ( ) ( )A k A k A k A k k A k A k         

            

 δθ

δ ( ) δθ ( ) δθ ( ) δθ ( )

k

k k

k

k A k A k k A k A k

    

                     


 



           



  
α α α α αiδθ ( ) iδθ ( ).l s A k j A k     
 

  
                   (4.56)

По дважды повторяющимся индексам α здесь и далее подразумева-
ется суммирование.

В итоге, мы обосновали представление (4.53) для момента им-
пульса фотона:


α α α.j l s  

Операторы

α
α

i
k

l k    



                                    (4.57)
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совпадают с компонентами обычного квантово-механического опе-
ратора орбитального момента частицы в импульсном представлении
(в единицах  ).

Операторы αs  будем трактовать как компоненты оператора спи-
на фотона. Действие оператора αs  на вектор A


 определяется фор-

мулой

   α α γ αβγ γ
β βγ

iε ,s A s A A  


 
                        (4.58)

где α, β, γ = 1, 2, 3.
В более подробной покомпонентной форме записи операторы αl

и αs  имеют вид

 α αβγ β α αβγ
βγγ

iε , iε .l k s
k
   


 

Нетрудно проверить, что операторы αl  и αs  коммутируют другуг
с другом, являются эрмитовыми и удовлетворяют перестановочным
соотношениям, типичным для операторов момента импульса:

α β αβγ γ α β αβγ γ, iε , , iε .l l l s s s       
     

В формуле

  α α αj A l s A 
 
 

оператор αs  действует только на векторный индекс поля ( )A k


, пре-
образуя друг через друга различные компоненты вектора A


. Он не

затрагивает координат вектора k


. В этом и состоит формальное ос-
нование введения оператора спина для фотона. Оператор αl , напро-
тив, действует на векторное поле ( )A k


 как на функцию от k


.

Поскольку состояние фотона характеризуется трехмерным век-
тором A


, число различных преобразующихся друг через друга функ-

ций (кратность вырождения): 2s + 1 = 3. Следовательно, фотону со-
ответствует спин s = 1.

Особенность задачи состоит в том, что вектор-потенциал ( )A k


подчинен калибровочному условию

   div 0 или 0,A r k A k  
  

                        (4.59)

которое приводит к дополнительным связям между компонентами
вектора A


 и не позволяет отделить орбитальный момент импульсаа

фотона от спинового.

4.2. Квантование свободного электромагнитного поля
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Рассмотрим состояние фотона с определенным волновым векто-
ром k


 (с импульсом k


 ). В такой ситуации параметры фотона не

являются инвариантными по отношению ко всем преобразованиям
группы трехмерных вращений, и можно говорить лишь об аксиаль-
ной симметрии фотона вокруг оси, заданной вектором k


. В частно-

сти, состояние фотона с определенным волновым вектором не имеет
определенного момента импульса, так как операторы k


 и  αj  не ком-м-

мутируют. Однако фотон может обладать определенным значением
проекции момента импульса на направление k


. Действительно, ис-

пользуя (4.57), имеем

α α 0.k l 

Тогда из (4.53) находим


α α α α.k j k s                                        (4.60)

Операторы 
k


 и αs  коммутируют, поэтому, согласно (4.60), будут ком-м-
мутировать и наблюдаемые k


, α αk j . Таким образом, равенство (4.60)

означает, что проекции момента импульса и спина фотона на направ-
ление его движения совпадают и могут быть измерены одновремен-
но с волновым вектором фотона.

В силу ограничения (4.59), под действием операторов αs  друг
через друга преобразуются лишь две компоненты вектора A


, кото-

рые лежат в плоскости, перпендикулярной вектору k


. Поэтому про-
екция спина фотона на направление его движения может иметь только
два значения μ = ±1; значение μ = 0 невозможно. В изложенном фор-
мализме состояниям фотона с проекциями спина μ = ±1 соответству-
ют два типа круговой поляризации электромагнитной волны, сопос-
тавленной фотону. Как говорилось ранее, такие состояния называют
спиральными, а величину μ – спиральностью. Основным свойством
спиральности является ее инвариантность относительно вращений
пространства, а также таких преобразований Лоренца, которые не
меняют направления вектора k


. При пространственном отражении

спиральность меняет знак.

4.3. ЭНЕРГИЯ НУЛЕВЫХ КОЛЕБАНИЙ

Обсудим состояние электромагнитного поля, в котором нет фо-
тонов:

1 1 2 2λ λ
0.

k k
n n                                     (4.61)
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Такое состояние называют вакуумным. Вакуумному состоянию со-
ответствует кет-вектор |0, удовлетворяющий условию


λ

0 0
k

a                                          (4.62)

для любых 
λk

a  .
Вакуумное состояние обладает тем интересным свойством, что,

несмотря на отсутствие фотонов, его полная энергия отлична от нуля:

0

,λ

10 ω 0 ε 0 .
2 k

k

H  


                           (4.63)

Величину 0

,λ

ε ω 2k

k

   называют энергией нулевых колебаний. Ее

существование связано с соотношениями неопределенностей
для координаты и импульса каждого гармонического осциллятора:

λ λ
Δ Δ ~ / 2.

k k
p q    Даже в основном состоянии системы должны быть

флюктуации электромагнитного поля, и этим флюктуациям соответ-
ствует энергия осцилляторов

 
2 2

2 2 2 2
02λ λ λmin

,λ ,λ λ min

ω1 1Δ ω Δ Δ ε .
2 2 4Δ

k
kk k k

k k k

p q p
p

 
     

 
   
  



Поскольку энергия одного кванта поля ωk = hν, а в области объе-
мом V = 1 м3 на интервал частот от ν до (ν + dν) приходится

 
2

3
8πν dνν dν

c
D 

разрешенных состояний поля, то полная энергия нулевых колеба-
ний в единице объема полости может быть записана в форме интег-
рала:

3 4
0 33

0
0 0

1 4π πε ν (ν)dν ν dν .ν2
h hh D

сc

  

                (4.64)

Интеграл (4.64) расходится, так как разрешенные частоты не имеют
верхней границы (в этом отличие фотонов от фононов).

Указанную трудность квантовой теории обычно обходят следу-
ющим образом. Нет ни одного эксперимента, в котором приборы
регистрировали бы отклик, пропорциональный энергии нулевых
колебаний. В реальных экспериментах отклик всегда пропорциона-

4.3. Энергия нулевых колебаний
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лен изменению полной энергии электромагнитного поля относитель-
но энергии нулевых колебаний

0 λ
,λ

ε ω ,k k
k

E E n     



                            (4.65)

а эта величина конечна. Иными словами, трудностей можно избе-
жать, если отсчитывать энергию системы от уровня энергии нуле-
вых колебании. Так мы и будем поступать далее.

4.4. ОПЕРАТОРЫ АМПЛИТУДЫ И ФАЗЫ ДЛЯ ОДНОМОДОВЫХ
КВАНТОВЫХ СОСТОЯНИЙ ПОЛЯ ИЗЛУЧЕНИЯ

Нет оснований полагать, что электромагнитное поле реальных
световых пучков соответствует какому-либо одному из квантово-ме-
ханических состояний  κλn . Наша ближайшая цель состоит в том,
чтобы найти такую суперпозицию состояний  κλn , которая соот-
ветствовала бы электромагнитной волне классической физики.

Далее ограничимся рассмотрением отдельной моды электромаг-
нитного поля с волновым вектором k


, имеющей определенную по-

ляризацию λ. Принимая это во внимание, будем опускать индексы
k


, λ у всех переменных, описывающих данную моду, а векторы по-
лей ,E H

 
 записывать как скаляры.

В классической теории электромагнитных волн комплексную
амплитуду волны а представляют в виде произведения модуля на
фазовый множитель:

a = |a|exp(iφ).                                     (4.66)

После этого осуществляют переход к наблюдаемым вещественным
полям E и H.

Напомним, что выражения для операторов электромагнитного
поля  иE H  формально переходят в классические выражения после
замены:  ,a a   *a a  . Для соответствия с классической физикойой
следует выделить из операторов рождения и уничтожения фотонов
операторы амплитуды и фазы, т. е. найти аналог операции (4.66).
В квантовой теории нет точного способа, которым должна произво-
диться такая процедура, и потому в определении квантово-механи-
ческих операторов амплитуды и фазы имеется большая степень про-
извола. Основные соображения заключаются в том, что в соответ-
ствующем пределе квантово-механические амплитуда и фаза долж-
ны иметь те же значения, что и в классической физике, и быть связа-
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ны с эрмитовыми операторами, чтобы быть (хотя бы в принципе)
наблюдаемыми величинами.

В качестве рабочих формул примем соотношения

     1exp(i ), exp( i ) 1.a n a n                       (4.67)

Формулы (4.67) означают, что оператором амплитуды является

эрмитов оператор  1.n   Подчеркнем, что выражения exp(i ) и
exp( i )   не обладают свойствами экспонент от операторов  i и i   .

Они так обозначены лишь потому, что в соответствующем пределе
переходят в фазовые множители классической физики.

Согласно формулам (4.67), определениями операторов exp(i ) и
exp( i )   будут два соотношения:

     1 2 1 2exp(i ) ( 1) , exp( i ) ( 1) .n a a n                     (4.68)

С помощью формул (4.68) свойства операторов exp(i ) и
exp( i )   можно получить из известных свойств операторов рожде-

ния и уничтожения. Например, используя тождество

   1,aa n  

которое следует из формул

    , 1, ,a a n a a    
  

находим соотношение, на первый взгляд, подтверждающее право-
мерность обозначений  exp(i ) и exp( i )   :

        1 2 1 2 1 2 1 2exp(i ) exp( i ) ( 1) ( 1) ( 1) ( 1)( 1) 1.n aa n n n n            

В то же время нетрудно проверить, что

 exp( i ) exp(i ) 1.   

С помощью формул

    1 2 1 2, 1 , ( 1) 1n n a a n n n a n n n a n n n         (4.69)

легко вычислить результаты действия операторов  exp(i ) и exp( i )  
на состояние |n:

      
1 2

1 2 1 2 1 2 1 2exp i ( 1) ( ) 1 1 ( 1) 1n n a n n n n n n n


          

4.4. Операторы амплитуды и фазы для одномодовых квантовых ...
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1 , 0,

0, 0,

n n

n

  
 



     
1 2

1 2exp i 1 ( 1) ( )n a n n n a n 


      

1 2 1 2( 1) ( 1) 1 1 .n n n n                           (4.70)

В результате не равны нулю только следующие матричные эле-
менты операторов  exp(i ), exp( i )   :

   1 exp i 1, 1 exp i 1.n n n n                  (4.71)

Согласно (4.71), операторы  exp(i ), exp( i )    не удовлетворяютт
соотношениям типа

  *
,i Q j j Q i                                  (4.72)

а потому не являются эрмитовыми операторами и не описывают на-
блюдаемых свойств электромагнитного поля. Однако их можно ис-
пользовать для построения новой пары операторов:

     cos exp i exp i / 2,     

     sin exp i exp i / 2i.                           (4.73)

Матричные элементы операторов (4.73), не равные нулю, имеют вид

 1 cos cos 1 1 2,n n n n     

 1 sin sin 1 1 2i.n n n n                       (4.74)

Они удовлетворяют условию (4.72). Поэтому операторы (4.73) ока-
зываются эрмитовыми. Они и будут приняты за квантово-механи-
ческие операторы, описывающие наблюдаемые свойства фазы элек-
тромагнитного поля.

Поскольку

     [ , ] , [ , ] ,n a a n a a   

то справедливо следующее коммутационное соотношение:

       




1/ 2 1/ 2[ ,exp(i )] [ ,( 1) ] ( 1) [ , ]

a

n n n a n n a 



     



255

     1/ 2 1/ 2

0

[ ,( 1) ] ( 1) exp(i ).n n a n a       

Аналогично доказывается, что

  [ ,exp( i )] exp( i ).n     

Отсюда, в свою очередь, находим

     [ ,cos ] isin , [ ,sin ] icos .n n                          (4.75)

Перестановочные соотношения (4.75) показывают, что операто-
ры числа частиц и фазы не коммутируют. Следовательно, невозмож-
но найти состояния поля излучения, являющиеся одновременно соб-
ственными состояниями этих операторов, а поэтому нельзя одновре-
менно точно определить амплитуду электромагнитной волны, свя-
занную с n , и фазу, связанную с  cos и sin  .

Результаты измерений амплитуды и фазы подчиняются соотно-
шениям неопределенностей, которые следуют из формул (4.75):

cos sin / 2, sin cos / 2.n n                     (4.76)

Здесь и далее символы  f  и Δf используются для обозначений сред-
него значения и дисперсии наблюдаемой величины f в квантово-ме-
ханическом состоянии α:


22

α α
, Δ .

α α

f
f f f f  

Таким образом, попытка выделения из операторов рождения и
уничтожения фотонов операторов амплитуды и фазы приводит к
фазовым операторам, не коммутирующим с операторами амплиту-
ды. Получающиеся при этом соотношения неопределенностей ти-
пичны для квантованного электромагнитного поля.

4.5. КОГЕРЕНТНЫЕ ФОТОННЫЕ СОСТОЯНИЯ, ИХ СВОЙСТВА
И СВЯЗЬ С КЛАССИЧЕСКИМИ ЭЛЕКТРОМАГНИТНЫМИ ВОЛНАМИ

Введем векторы состояний квантованного поля излучения, кото-
рые в пределе больших амплитуд поля описывают электромагнит-
ные волны классической физики. Эти состояния, обозначаемые в
дальнейшем через |α, называются когерентными состояниями поля
излучения. Когерентные состояния |α важны не только потому, что

4.5. Когерентные фотонные состояния, их свойства и связь ...
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из всех квантово-механических состояний они наиболее верно опи-
сывают классические электромагнитные волны, но также и потому,
что обсуждаемый далее лазер генерирует излучение, находящееся в
когерентном состоянии.

Ни амплитуда, ни фаза электромагнитной волны в когерентном
состоянии |α точно не определены, однако обе эти величины имеют
наименьшие среднеквадратичные отклонения, которые соответству-
ют знакам равенства в формулах (4.76). В механике частиц анало-
гичным квантовым состоянием, наиболее полно соответствующим
классической физике, был волновой пакет.

Обсудим свойства совокупности когерентных состояний {|α},
каждое из которых определим как линейную суперпозицию собствен-
ных состояний {|n} оператора числа частиц:

2

0

α αα exp .
2 !

n

n

n
n





  
  

  
                          (4.77)

Здесь α – произвольное комплексное число.
Легко проверить, что состояния {|α} нормированы:

 2 *

0

2
exp( α )

α α exp α [(α α) / !] 1.n

n

n




  
                    (4.78)

В то же время разные когерентные состояния |α и |β неортого-
нальны:

2 2 2 2*
*

0

α β α β(α β)
α β exp exp α β .

2 2 ! 2 2

n

n
n





    
              



Отсюда следует

 2 2
α β exp α β 0.                             (4.79)

Комплексное число α параметризуется двумя произвольными
вещественными числами, и в результате когерентные состояния {|α}
образуют двойной континуум. Их намного больше, чем состояний
{|n}. Различные состояния {|α} составляют переполненный набор,
и именно поэтому они неортогональны. Согласно (4.79), разные со-
стояния |α и |β становятся почти ортогональными, когда величина
|α – β| много больше единицы.
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Важно, что кет-векторы |α являются собственными векторами
оператора уничтожения:

  2

0

αα exp α / 2 1 1
!

n

n

a n n n n
n





        

 2

0

ααexp α / 2 α α .
!

n

n

n
n





                       (4.80)

Согласно (4.80), комплексное число α является собственным значе-
нием оператора a . Отметим, что кет-вектор |α не будет собствен-
ным вектором оператора рождения, поскольку выражение  αa 

нельзя преобразовать так, чтобы получить выражение вида λ|α.
В то же время, поскольку

 α α α ,a                                        (4.81)
имеем

 *α α α .a                                        (4.82)

Иными словами, бра-вектор α| является собственным вектором опе-
ратора рождения a   с собственным значением α*.

Эквивалентный путь введения когерентных состояний {|α} со-
стоит в следующем. Соотношение (4.81) берут за определение коге-
рентного состояния. Тогда разложение (4.77) будет следствием но-
вого определения.

Хотя когерентные состояния и не являются ортогональными, их
можно использовать в качестве базисных функций, так как они удов-
летворяют соотношению полноты:

2

0

1 d α α α ,
π

n

n n I




  
                        (4.83)

где d2α = d(Reα)d(Imα).
Для доказательства соотношения (4.83) следует выразить комп-

лексное число α через вещественные амплитуду |α| и фазу θ

α = |α|exp(iθ)                                      (4.84)

и воспользоваться тождеством
2

12 22 *

0

d α(α ) α exp( α ) d α α exp( α ) dθexp[i( )] π !δ .
m n

n m
nmm n n


 

      
(4.85)

4.5. Когерентные фотонные состояния, их свойства и связь ...
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Пусть | f  – состояние электромагнитного поля вида

( ) 0 ,f f a 

где f (x) – произвольная функция, которую можно разложить в ряд
Тейлора по степеням x. Докажем, что кет-вектор | f  можно предста-
вить в виде суперпозиции когерентных состояний.

Имеем цепочку равенств:

 2 *1 d α α α ( ) 0 учтем, что α α α
π

f I f f a a       


2

2 2

exp( α /2)

1 1d α α α (α ) 0 d α α (α ) α 0
π π

f f 



   

221 d α (α )exp( α / 2) α .
π

f  
Как видим, произвольный вектор | f  допускает разложение по век-
торам {|α}:

 221 d α (α )exp α / 2 α .
π

f f                       (4.86)

Разложение (4.86) можно обратить и найти функцию f (α*) по из-
вестному вектору | f . Чтобы убедиться в этом, заметим, что

21 2π d αexp[β α α ](α ) (β ) ,n n    
и потому справедливо тождество

21 2π d αexp[β α α ] (α ) (β )f f                        (4.87)

для произвольных функций f (x), представимых в виде степенных
рядов по переменной x.

С помощью соотношений (4.86), (4.87) нетрудно показать, что
2

β exp( β / 2) (β ),f f  

где β| – бра-вектор когерентного состояния.
Таким образом, имеется взаимно однозначное соответствие меж-

ду вектором состояния | f  и функциями f (α*), которые играют роль
коэффициентов разложения вектора | f  по базису из когерентных
состояний {|α}.
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Разложение операторов наблюдаемых величин по когерентным
состояниям осуществляется аналогично. И оно также оказывается
однозначным.

Вычислим среднее число фотонов в когерентном состоянии |α:


*

2

0

(α α)
α α exp( α ) 1

!

n

n

n n n n n
n





        

2

*
2 2 2

0

exp( α )

(α α)
exp( α ) α α .

!

n

n
n





  
                       (4.88)

Согласно (4.88), среднее число фотонов n тем больше, чем боль-
ше |α|.

Аналогично находим


*2 22 2

0

(α α)
α α exp( α )

!

n

n

n n n
n





   

22 4 2

0

αexp( α ) { ( 1) } α α .
!

n

n

n n n
n





                   (4.89)

Используя формулы (4.88) и (4.89), вычисляем дисперсию Δn:

22Δ α .n n n                                (4.90)

Отсюда относительная неопределенность числа фотонов в когерен-
тном состоянии

1 1/ 2
Δ / αn n n

 
                               (4.91)

будет много меньше единицы при |α| >> 1. Иными словами, относи-
тельная неопределенность числа фотонов в когерентном состоянии
уменьшается с ростом числа фотонов, формирующих это состояние.

Можно показать, что при большом среднем числе фотонов в ко-
герентном состоянии выполняются следующие приближенные ра-
венства:

cosφ  cosθ, sinφ  sinθ,

где |α| >> 1, α = |α|exp(iθ).

4.5. Когерентные фотонные состояния, их свойства и связь ...
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Для большого среднего числа фотонов когерентное состояние |α
имеет минимальное произведение неопределенностей, допускаемое
квантовой механикой:

Δ Δcos (sin θ) / 2, Δ Δsin (cosθ) / 2.n n                (4.92)

(Сравните формулы (4.87) и (4.92)).
Поскольку при |α| >> 1 относительные неопределенности числа

фотонов и фазы

tgθΔ cosΔ 1 ,
α cos 2 α

n
n


 

                             (4.93)

пропорциональны |α|–1 = n–1/2, то с увеличением среднего числа фо-
тонов в когерентном состоянии повышается точность определения
амплитуды и фазы электромагнитной волны. Сформулированное
утверждение можно сделать более наглядным, если вычислить сред-
нее значение напряженности электрического поля в когерентном
состоянии:

α αE E 

  
1/ 2
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ωi α α exp[ iω i ] α α exp[iω i ]
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k r t
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                    (4.94)

При вычислении учли, что

 


 
1

α α α ( α ) α α α α α α α, α α α α α .a a a a
       

Согласно формуле (4.94), среднее значение напряженности элек-
трического поля E в когерентном состоянии соответствует класси-
ческой монохроматической бегущей волне с амплитудой

1/ 2

0
0

ω2 α
2ε

E
V

 
  

 



и фазой (θ + π):

 
1/ 2
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ω2 α sin ω θ π .
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E k r t
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               (4.95)
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Аналогично вычисляем средний квадрат напряженности элект-
рического поля:

  2 2 2

0

ω 1 4 α sin ω θ .
2ε

E k r t
V

    
 

              (4.96)

В результате дисперсия среднего значения величины электричес-
кого поля оказывается постоянной:

1/ 2
22

0

ωΔ const.
2ε

E E E
V

 
    

 



Относительная неопределенность среднего значения электричес-
кого поля ΔE/E пропорциональна |α|–1 и потому будет малой при

|α| = n1/2 >> 1.

Общие выводы.
1. В когерентном состоянии амплитуда и фаза электромагнитной

волны точно не определены, но их неопределенности конечны, а
произведение неопределенностей минимально.

2. Когерентное состояние α является одним из видов квантово-
механических состояний электромагнитного поля, которое прямо
связано с классической электромагнитной волной. Эффекты кванто-
во-механических неопределенностей становятся малосущественны-
ми, когда среднее число фотонов в когерентном состоянии стано-
вится много больше единицы.

3. Лазер, работающий в состояниях, значительно превышающих
некоторое пороговое значение, генерирует излучение, находящееся
в когерентном состоянии с очень большим средним числом фото-
нов.

4.6. РАВНОВЕСНОЕ ТЕПЛОВОЕ ИЗЛУЧЕНИЕ И ЕГО СВОЙСТВА

Электромагнитное излучение – это единственный вид излучения,
который может находиться в равновесии с веществом.

Равновесное электромагнитное излучение может наблюдаться в
замкнутой полости объемом V при неизменной температуре T сте-
нок полости. Наличие хотя бы небольшого количества вещества в
полости или материальных стенок необходимо для установления
теплового равновесия в излучении, поскольку сами фотоны мы счи-
таем не взаимодействующими друг с другом. Механизмом установ-
ления равновесия между излучением и веществом стенок является

4.6. Равновесное тепловое излучение и его свойства
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поглощение и испускание фотонов (электромагнитных волн) атома-
ми стенок полости. Вещество стенок и электромагнитное поле внут-
ри полости обмениваются фотонами так, что при данной температу-
ре устанавливается динамическое равновесие. Сколько энергии элек-
тромагнитного поля поглощается стенками, столько же в среднем
возвращается обратно в полость в результате отражения прежних
фотонов или излучения новых фотонов атомами вещества.

Тепловое излучение возможно при любых температурах. Все тела,
температура которых отличается от абсолютного нуля, испускают
тепловое излучение.

Свойства равновесного электромагнитного излучения.
1. Однородность (излучение не зависит от координат).
2. Изотропность (излучение не зависит от направления).
3. Неполяризованность.
4. Характеристики излучения не зависят от материала стенок

полости, а определяются только температурой.
В 1913 г. Лоренц показал, что отказ хотя бы от одного из пере-

численных свойств ведет к возможности построения вечного двига-
теля 2-го рода.

Фотоны являются бозонами (частицами с целым спином) и, сле-
довательно, в идеальном газе фотонов в тепловом равновесии сред-
нее число фотонов с энергией ω = hν определяется распределени-
ем Бозе – Эйнштейна:

Б

1(ν) ,
exp[( ν μ) / ] 1

f
h k T


                          (4.97)

где μ – химический потенциал.
Отметим следующее обстоятельство. В некотором отношении

фотоны ведут себя не как обычные частицы, потому их и назвали
квазичастицами. В частности, для настоящих частиц химический
потенциал μ определяется из условия сохранения полного числа ча-
стиц в системе. В случае же электромагнитного излучения совер-
шенно бессмысленно говорить о сохранении полного числа фото-
нов – число их не фиксировано и может изменяться. При взаимодей-
ствии с атомами стенок полости фотоны рождаются и исчезают. При
заданных температуре T и объеме V замкнутой полости с излучени-
ем среднее число фотонов N в полости определяется законами тер-
модинамики. Условие термодинамического равновесия соответствует
минимуму свободной энергии F электромагнитного поля:

, const

0.
T V

F
N 
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Рис. 4.5. Зависимость распределения Бозе – Эйн-
штейна фотонов от параметра kБT/hν

Вместе с тем по законам той же термодинамики химический по-
тенциал фотонов

, const

μ .
T V

F
N 




Таким образом, тепловому равновесию фотонов отвечает равен-
ство нулю химического потенциала μ. В идеальном Бозе-газе сво-
бодных частиц это не так.

В результате, для системы фотонов распределение Бозе – Эйнш-
тейна принимает вид (рис. 4.5)

Б

1(ν) .
exp( ν / ) 1

f
h k T


                              (4.98)

В единице объема электромагнитного поля в интервале частот
(ν, ν + dν) число разрешенных состояний для фотонов равно

2 3(ν)dν 8πν dν / .D c                                (4.99)

Поскольку f (ν) – это среднее число фотонов с энергией ε = hν
при заданной температуре T, то полное число фотонов в единице
объема при заданной температуре T в интервале частот электромаг-
нитного излучения от ν до (ν + dν) будет иметь вид

2 3d (ν)8πν  dν/c .N f
V

                              (4.100)

Для получения соотношения (4.100) мы перемножили выражения
(4.98) и (4.99).

Полное число фотонов в полости получим интегрированием со-
отношения (4.100) по всем частотам:

   

32 2
Б

3 2
Б0 0

0,244

8π ν dν 1 d .
exp ν / 1 exp 1π

k TN x x
V ch k T xc

 
 

      


Таким образом, полное число фотонов
в полости объемом V определяется соот-
ношением

N = 0,244V(kБT/hc)3.

Если равенство (4.100) умножить на
энергию одного фотона hν, то получим

1/2
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энергию теплового излучения в единице объема полости в интерва-
ле частот (ν, ν + dν):

3

3
Б

8π ν dνρ(ν)dν .
[exp( ν / ) 1]

h
c h k T


                        (4.101)

Функцию ρ(ν) называют спектральной плотностью энергии тепло-
вого электромагнитного излучения.

Поместим внутрь полости с равновесным электромагнитным
излучением небольшое тело. От этого скорость распространения
электромагнитных волн вне тела не изменится. Тело будет отра-
жать и поглощать падающие на него фотоны, а также само излу-
чать новые. В конце концов, оно придет в равновесие с излучени-
ем. Благодаря изотропии теплового излучения, из каждого элемен-
та объема вещества излучение будет исходить равномерно во все
стороны.

Примем дополнительную идеализацию. Будем считать, что тело
является абсолютно черным, т. е. совсем не отражает фотоны, а все
падающие на него фотоны полностью поглощает (рис. 4.6). Тогда
(для установления динамического равновесия в системе) абсолют-
но черное тело должно излучать столько же фотонов, сколько по-
глотило. Рассмотрим маленькую площадку dS на поверхности тела
с внешней нормалью n


. Подсчитаем число фотонов, излучаемых

за время dt площадкой обратно в полость в направлении, образую-
щим угол θ с нормалью. Нас интересует излучение фотонов в по-
лость, а не внутрь вещества, поэтому угол θ изменяется в пределах
0  θ  π/2.

Поскольку фотоны движутся вне тела со скоростью c, за время dt
они окажутся в пределах наклонного цилиндра, изображенного на
рис. 4.7. Объем цилиндра Vц = dSh = dScdt cosθ.

Плотность фотонов с частотами из интервала (ν, ν + dν) опреде-
ляется формулой (4.100). Поэтому число фотонов с такими частота-
ми, излученное площадкой в указанном направлении за время dt,
будет

2 3
ц

dd =d d cosθ[8πν /c ] (ν)dν.NN V Sc t f
V



Число фотонов, излучаемых единицей поверхности тела за еди-
ницу времени в направлении, соответствующем углу θ, равно

2 2d cosθ[8πν / ] (ν)dν.
d d

N c f
t S




                       (4.102)
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Излучаемая в этом направлении энергия получится домножени-
ем формулы (4.102) на энергию одного фотона hν:

2 3[8π/ ]cosθ ν (ν)dν.c h f                             (4.103)

Для расчета энергии, излучаемой площадкой по всем направлениям,
усредним выражение (4.103) по возможным значениям угла θ. Для
этого заметим, что волновой вектор k


 фотона, соответствующий углу

θ, лежит в пределах узкого телесного угла dΩ = sinθdθdφ, где угол φ
определяет положение проекции волнового вектора фотона k


 на пло-

щадке dS. Углы θ и φ изменяются в следующих пределах:

0  φ  2π, 0  θ  π/2.

Полный телесный угол, окружающий площадку dS, – это 4π. Ве-
роятность того, что волновой вектор фотона окажется в пределах
угла dΩ, равна dΩ/4π (рис. 4.8). Отсюда можно получить среднее
значение величины cosθ:

π 22π

0 0

dΩ 1 1cosθ cosθ d cosθsin θdθ .
4π 4π 4

               (4.104)

После усреднения выражения (4.103) по возможным значениям
угла θ получаем окончательную формулу для энергии, излучаемой
единицей поверхности абсолютно черного тела за 1 с в интервале
частот (ν, ν + dν):

3

2
Б

2π ν dν(ν)dν .
[exp( ν / ) 1]

hI
c h k T


                        (4.105)

4.6. Равновесное тепловое излучение и его свойства

Рис. 4.6. Модель абсолютно черного тела

Рис. 4.7. Площадка dS на поверхности абсолютно черного тела, излучающая фотоны:
n


 – внешняя нормаль к площадке, k


 – волновой вектор фотона, θ – угол между векторами n


 и k


,
h = cdt cos θ – высота цилиндра
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Функцию I(ν) называют спектральной интенсивностью теплового
излучения. Формула (4.105) – это знаменитая формула Планка.

Классическая физика столкнулась с непреодолимыми трудностя-
ми при попытках теоретического объяснения экспериментально по-
лученной кривой спектральной интенсивности теплового излучения.
График функции I(ν) (рис. 4.9) имеет две характерные черты: I(ν)  0
при ν  0 и I(ν)  0 при ν  .

Причина того, что I(ν) падает при ν  0, проста и может быть
понята без обращения к квантовой теории. Длина волны излучения
связана с частотой соотношением λ = c/ν. При ν  0 длина электро-
магнитной волны λ  , поэтому излучение трудно «загнать» в
объем, размеры которого меньше, чем длина волны. В то же время
тот факт, что в соответствии с экспериментом I(ν)  0 при ν  ,
был непонятен для классической физики. В теории не было ни-
каких ограничений на излучение в области больших частот (ма-
лых длин волн), и она давала катастрофически неверный результат
I(ν)   при ν  . Эта проблема получила название «ультрафио-
летовой катастрофы».

Согласно квантовой теории, при любой заданной температуре
излучение содержит мало фотонов со слишком большой энергией
(4.98). В конечном счете это и является причиной того, что I(ν)  0
при ν  .

Частота νmax, при которой функция I(ν) имеет максимум, связана
с температурой соотношением

max Бν / 2,82.h k T                                 (4.106)

Выражение (4.106) представляет собой один из способов записи
закона смещения Вина (1893 г.).

Рис. 4.8. Волновой вектор k


 фотона, лежащий в пределах телесного угла dΩ

Рис. 4.9. Спектральная интенсивность теплового излучения I как функция парамет-
ра hν/kБT

dS

d



k

n

I

2.8 h
kБТ



267

Полную энергию, излученную абсолютно черным телом за 1 с во
всем диапазоне частот, дает следующий интеграл:

4 2 43
4 4Б Б

0 2 3 3 2

0 0

4π /15

2π( ) πdx(ν)dν σ .
exp( ) 1 60

k T kxI I T T
xc h с

 

   
  

     (4.107)

Величину I0 называют полной интенсивностью испускания абсолют-
но черного тела. Пропорциональность I0 четвертой степени темпе-
ратуры – это закон Стефана – Больцмана для излучения (1879 г.).

Теоретически вычисленное значение постоянной σ равно

2 4
5Б

3 2 2 4

π эрг
σ 5,67 10

60 см с К

k

с
  

 

и хорошо согласуется с экспериментальными данными.

4.7. КОЭФФИЦИЕНТЫ ЭЙНШТЕЙНА. СПОНТАННЫЕ
И ИНДУЦИРОВАННЫЕ ЭНЕРГЕТИЧЕСКИЕ ПЕРЕХОДЫ АТОМНОЙ

СИСТЕМЫ В ПРИСУТСТВИИ ЭЛЕКТРОМАГНИТНОГО ПОЛЯ

Размышляя над формулой Планка, Эйнштейн пришел к любо-
пытному выводу. Для этого ему почти не потребовался аппарат кван-
товой механики. Воспроизведем схему его рассуждений.

Допустим, что в полости находится газ, состоящий из одинако-
вых атомов, причем у каждого атома существуют лишь два кванто-
во-механических состояния с энергиями ε1 и ε2 (ε1 < ε2). Пусть N1 (N2) –
полное число атомов в единице объема с энергией ε1 (ε2). В тепловом
равновесии атомы должны распределиться по энергетическим уров-
ням ε1 и ε2 в соответствии с формулой Больцмана

2 2 1

1 Б

ε ε
exp .

N
N k T

 
   

                             (4.108)

Если ε1 < ε2, то N1 > N2.
Вместе с тем полное число атомов, совершающих переходы с

энергетического уровня 2 на уровень 1 за 1 с, при тепловом равнове-
сии должно быть равно числу атомов, совершающих обратные пере-
ходы с уровня 1 на уровень 2 (рис. 4.10). Это следует из того, что при
равновесии числа N1 и N2 не изменяются с течением времени. Ука-
занное требование не будет противоречить неравенству N2 < N1 толь-

4.7. Коэффициенты Эйнштейна. Спонтанные и индуцированные ...
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ко в том случае, когда вероятность
перехода за 1 с отдельного атома
вниз (2  1) больше, чем вероят-

ность его перехода за 1 с вверх (1  2). Далее, для простоты, вероят-
ность перехода атома за 1 с будем называть скоростью перехода.

Эйнштейн догадался, что формулы для скоростей переходов ато-
ма имеют следующую алгебраическую структуру:

W21 = Bρ(ν) + A,  W12 = Bρ(ν).                  (4.109)

При такой форме записи, как и положено, скорость перехода с уров-
ня 2 на уровень 1 оказывается больше скорости перехода с 1-го на 2-й
на некоторую положительную константу A. С физической точки зре-
ния, Эйнштейн выявил два типа энергетических переходов у атома:
спонтанный и индуцированные электромагнитным полем.

Если атом находится в возбужденном состоянии 2, то даже в от-
сутствие электромагнитного поля в полости имеется конечная веро-
ятность А его спонтанного перехода за 1 с в основное состояние 1.
Из-за флуктуаций вакуума атом перейдет из возбужденного состоя-
ния в основное с испусканием фотона с энергией hν = ε2 – ε1.

При наличии в полости электромагнитного теплового излучения
со спектральной плотностью ρ(ν) появляются дополнительные ин-
дуцированные полем энергетические переходы атома как сверху вниз,
так и снизу вверх. Причем скорость перехода сверху вниз равна, по
Эйнштейну, скорости перехода снизу вверх, и они обе пропорцио-
нальны характеристике поля ρ(ν) с коэффициентом пропорциональ-
ности B. Итак, скорости индуцированных полем переходов одинако-
вы и равны Bρ(ν).

Подчеркнем, что коэффициенты Эйнштейна A, B определены так,
что они зависят не от функции ρ(ν), а только от свойств атомных
состояний.

Попробуем с помощью соотношений (4.109) воспроизвести фор-
мулу Планка. При тепловом равновесии населенности уровней N1 и
N2 постоянны. При этом скорость перехода всех N1 атомов вверх
N1W12 = N1Bρ(ν) должна быть равна скорости перехода всех N2 ато-
мов вниз: N2W21 = N2[A + Bρ(ν)]. Отсюда следует равенство

N1Bρ(ν) = N2[A + Bρ(ν)].                       (4.110)

Рис. 4.10. Схема энергетических уровней
атома и три возможности изменения состоя-

ний атома
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Поскольку hν = ε2 – ε1, соотношение (4.108) перепишем в виде

2

1 Б

νexp .
N h
N k T

 
   

                               (4.111)

Из формул (4.110) и (4.111) получаем

Б

/ρ(ν) .
exp( ν / ) 1

A B
h k T


                            (4.112)

Этот результат должен согласовываться с формулой Планка для спек-
тральной плотности энергии теплового электромагнитного излуче-
ния (4.101). Выражения (4.112) и (4.101) совпадут при всех темпера-
турах T, если отношение коэффициентов Эйнштейна A и B удовлет-
воряет условию

3

3
8π ν .A h

B c
                                      (4.113)

Схема рассуждений Эйнштейна ценна потому, что вскрывает су-
ществование двух типов энергетических переходов в системе фото-
нов и атомов вещества. В тепловом равновесии эти переходы сба-
лансированы. А что произойдет, если баланс нарушен? Пропустим,
например, через вещество в полости пучок электромагнитных волн.
Обсудим два возможных случая.

1. Пусть первоначально все атомы вещества находятся в основ-
ном состоянии. После пропускания пучка электромагнитных волн
через вещество часть атомов за счет индуцированных переходов под-
нимется вверх из основного состояния в возбужденное. Из такого
состояния атомы среды за счет других индуцированных переходов
могут снова перейти в основное и тем самым вернуть кванты энер-
гии электромагнитной волне. Кроме того, атомы среды могут воз-
вращаться из возбужденного состояния в основное посредствам спон-
танных переходов. Спонтанные энергетические переходы атома ни-
как не связаны с пучком внешних электромагнитных волн. Поэтому
фотоны, возникающие при спонтанном излучении, рассеиваются в
произвольном направлении. В результате пучок электромагнитных
волн выйдет из вещества, потеряв часть энергии. Это обычное по-
глощение энергии электромагнитной волны средой, и тут нет ничего
неожиданного. Разве что не совсем удачно выбрано название – энер-
гия электромагнитной волны не поглощается атомами среды, а рас-
сеивается.

2. Интереснее другая возможность. Мы направляем пучок элект-
ромагнитного излучения на среду, все атомы которой предваритель-
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но переведены в возбужденное состояние. Подберем частоту ν внеш-
него электромагнитного излучения так, чтобы выполнялось условие
hν = ε2 – ε1. Тогда даже слабое внешнее излучение вызовет индуци-
рованные энергетические переходы атомов среды. Атомы начнут пе-
реходить в основное состояние и обогащать электромагнитную вол-
ну квантами энергии hν = ε2 – ε1. Поскольку скорость индуцирован-
ных переходов Bρ(ν) пропорциональна энергии электромагнитного
поля в веществе, с увеличением энергии пучка все большее число
атомов среды будут передавать пучку свою энергию. В результате из
вещества выйдет мощный электромагнитный импульс, даже если из-
начально на вход поступило слабое внешнее излучение. Это и есть
общая идея лазера, которая принадлежит Эйнштейну.

Интересно и важно, что коэффициент Эйнштейна А легко изме-
рить. Обсудим эту возможность.

Пусть в начальный момент времени все атомы вещества каким-
то образом переведены в возбужденное состояние 2 и пусть внеш-
нее электромагнитное поле отсутствует: ρ(ν) = 0. Поскольку переход
из состояния 2 в состояние 1 возможен только за счет спонтанных
переходов атомов среды, средняя населенность возбужденных ато-
мов должна убывать по закону

2
2

d
.

d
N

N A
t

                                     (4.114)

Решение этого дифференциального уравнения имеет вид

2 2 спонт( ) (0)exp( / ),N t N t t                          (4.115)

где tспонт = 1/A; N2(0) – средняя населенность атомов в начальный
момент времени.

Таким образом, коэффициент Эйнштейна A равен обратному вре-
мени жизни tспонт возбужденного атома относительно спонтанного
перехода. Поскольку каждый спонтанный переход сопровождается
испусканием фотона с частотой ν = (ε2 – ε1)/h, можно проследить за
изменением числа N2 и, следовательно, измерить коэффициент A.
Метод состоит в том, что большое число атомов переводят в возбуж-
денное состояние, а затем определяют временную зависимость ин-
тенсивности спонтанного излучения:

I(t) = const N2(t).                               (4.116)

Из формул (4.115) и (4.116) получаем:

lnI = –At + const.                               (4.117)
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Коэффициент A находят по угловому коэф-
фициенту линейной зависимости lnI от t:
tgφ = A (рис. 4.11).

4.8. ВЗАИМОДЕЙСТВИЕ КВАНТОВАННОГО ЭЛЕКТРОМАГНИТНОГО
ПОЛЯ С ДВУХУРОВНЕВЫМ АТОМОМ – ЭЛЕКТРИЧЕСКОЕ

ДИПОЛЬНОЕ ПРИБЛИЖЕНИЕ

Для выяснения условий работы квантового генератора излуче-
ния (лазера) необходимо ознакомиться с основами квантовой тео-
рии, описывающей взаимодействие фотонов с атомами вещества.

Рассмотрим модельную задачу о взаимодействии квантованного
электромагнитного поля с отдельным атомом. Для простоты примем,
что оператор Гамильтона атома  атH  имеет только два собственных
вектора |i (i = 1, 2), отвечающих двум квантово-механическим со-
стояниям атома – основному с энергией ε1 и возбужденному с энер-
гией ε2 (ε2 > ε1):


ат ε ( 1,2).iH i i i 

Векторы состояний атома будем считать ортонормированными:
i| j = δij.

Использование условия полноты для собственных векторов га-
мильтониана атома

1 1 2 2
i

i i I   

приводит к тождеству

   
ат ат ат ат

1,2 1,2 , 1,2 1,2

ε .

ε δ

i

i j i j i

i ij

H I H I i i H j j i i H j j i i
   

         


Рассмотрим действие оператора |i  j | на некоторое состояние |l
атома. В силу ортонормированности собственных векторов имеем

δ .jli j l i                                   (4.118)

Следовательно, применение оператора |i  j| к состоянию атома |l
дает состояние |i, если исходное состояние есть | j  и нуль во всех

Рис. 4.11. Зависимость натурального логарифма ин-
тенсивности спонтанного излучения lnI от времени

4.8. Взаимодействие квантованного электромагнитного поля ...
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остальных случаях. Можно сказать иначе: оператор |i  j| рождает
состояние |i и уничтожает состояние | j. В соответствии с такой идео-
логией, оператор |i  j | принято обозначать аналогично операторам
рождения и уничтожения фотонов. Определим ib

  и ib  как операто-о-
ры рождения и уничтожения атомного состояния |i и введем муль-
типликативную комбинацию .i jb b i j


   Тогда уравнение (4.118)

запишем в виде

δ .i j jli j l b b l i


                             (4.119)

Отметим, что билинейные комбинации i jb b
   при коммутирова-

нии друг с другом дают операторы того же типа, что легко показать
цепочкой равенств:

, δ δ δ δ .i j r s i s r jjr si jr sib b b b i j r s r s i j i s r j b b b b
         

  
       

Поскольку при взаимодействии атома с фотонами видимого диа-
пазона новые электроны не рождаются, а старые не уничтожаются,
и возможен лишь переход электрона из одного состояния в другое,
то любые атомные операторы всегда можно записать в терминах ком-
бинаций типа i jb b

  . В частности

 
ат

1,2 1,2 1,2

ε ε ε .i i ii i i

i i i

H i i b b n


  

     
               (4.120)

Согласно формуле (4.119), собственные значения оператора


i i in b b i i


    равны 0,1. Это дает основание трактовать оператор


in  как оператор числа квазичастиц – фермионов. Мы приходим к
идее теоретического описания энергетических состояний системы
изолированных атомов в терминах идеального газа фермионов.

Преобразование исходного гамильтониана к форме записи (4.120)
называют вторичным квантованием гамильтониана. Название отра-
жает тот факт, что для получения такого представления нужно сна-
чала осуществить обычную квантово-механическую процедуру оп-
ределения стационарных состояний системы и ее уровней энергии.
Эта процедура рассматривается как первое квантование движения
электронов в атоме. Во втором квантовании гамильтониан записы-
вается через стационарные состояния, которые считаются уже изве-
стными. В результате появляются операторы рождения и уничтоже-
ния квазичастиц и .i jb b

 
Гамильтониан атома в форме вторичного квантования удобен для

расчета взаимодействия атома с любой другой физической системой,
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например такой, как поле излучения. Напомним, что гамильтониан
поля излучения имеет следующую форму записи:

  
λ λизл

λ,

ω .k kk

k

H a a


  




                             (4.121)

Здесь мы опустили энергию нулевых колебаний вакуума, считая ее
за уровень отсчета энергии поля фотонов.

Итак, в представлении вторичного квантования и фотоны, и со-
стояния атома описываются в терминах операторов рождения и унич-
тожения некоторых квазичастиц. Поскольку это разные квазичасти-

цы, группы операторов     'λ' λ, и ,k k i ja a b b
      коммутируют друг с дру-

гом.
Полный гамильтониан, описывающий систему «атом + излуче-

ние», должен иметь вид

   
ат изл вз.H H H H  

Для записи гамильтониана взаимодействия атома с электромагнит-
ным полем  взH  обратимся сначала к классической физике.

Рассмотрим атом, состоящий из ядра с положительным зарядом
Z|e|, окруженного Z-электронами, каждый из которых имеет заряд –|e|.
Типичные значения радиусов орбит атомных электронов определя-
ются величиной боровского радиуса: aБ = 4πε0 

2/me2  510–111 м
(в системе СИ), где m – масса электрона. Если частота внешней элек-
тромагнитной волны, падающей на атом, не превышает 1018 Гц, то
ее длина волны много больше aБ. Поэтому в пределах атома про-
странственным изменением электрического и магнитного полей мож-
но пренебречь. Кроме того, основное взаимодействие электронов ато-
ма с электромагнитным излучением сводится к их взаимодействию
с электрическим полем излучения. Воздействие магнитного поля
волны на электроны атома мало: составляет О(ν/с) от взаимодействия
с электрическим полем, где ν – характерная скорость электрона в
атоме, с – скорость света. Поэтому в главном приближении влияни-
ем магнитного поля электромагнитной волны на атом можно пре-
небречь.

Приведем упрощенный вывод выражения для энергии взаимо-
действия излучения с атомом в рамках электрического дипольного
приближения. Пусть ядро атома с зарядом Z|e| расположено в начале
декартовой системы координат, а электроны имеют радиусы-векто-
ры ( 1,2,..., ).ir i Z


 Согласно законам электростатики, потенциаль-
ную энергию взаимодействия электронов с внешним электрическим

4.8. Взаимодействие квантованного электромагнитного поля ...
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полем ( , )E r t
 

 можно вычислить как
работу, совершаемую внешней си-
лой при вытягивании каждого из Z
отрицательных зарядов –|e|, перво-
начально расположенных в точке
нахождения ядра, в их действитель-

ные положения, с радиусами-векторами r


 (рис. 4.12). Кулоновские
взаимодействия между зарядами при вычислении, конечно, не учи-
тываются, поскольку определяется только потенциальная энергия си-
стемы зарядов во внешнем поле ( , )E r t

 
:

   вз

1 1

(0, ) .
Z Z

i i

i i

H r F e r E t
 

    
  

Заметим, что здесь мы использовали третий закон Ньютона. Чтобы
сдвинуть i-й электрон, нужно приложить внешнюю силу F e E

 
,

так как со стороны электромагнитного поля на электрон уже дей-
ствует сила e E


. При вычислении энергии Hвз мы воспользова-

лись тем обстоятельством, что электрическое поле E


 мало меняет-
ся в пределах атома, и с хорошей точностью можно считать, что оно
вычислено в одной точке – в точке, соответствующей радиусу-векто-

ру 0r 


 ядра атома. Величину 
1

Z

i

i

P e r


  
 

 называют дипольным

моментом атома. Для дальнейшего анализа отделим зависимость от
координат и запишем дипольный момент атома в виде

1

, .
Z

i

i

P e D D r


  
   

Итак, классическая физика дает следующий гамильтониан взаи-
модействия атома с электромагнитным полем:

   вз .H P E e D E    
   

                        (4.122)

При переходе к квантовой теории динамические переменные D


и E


 следует заменить операторами D


 и E


. Причем нам хотелосьсь

бы выразить операторы D


 и E


 в терминах операторов рождения и

Рис. 4.12. Система координат, используемая
для описания атома и электромагнитной

волны
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уничтожения     'λ' λ, и , .k k i ja a b b
      Для оператора E


 электрическогоо

поля, согласно ранее полученным результатам, имеем

     λ λλ
0,λ

ω
0, i .

2ε
k

k kk
k

Е t e a a
V


   


 

Суммирование ведется по всем волновым векторам с учетом двух
возможных поляризаций каждой моды: λ = 1, 2.

Дважды применяя условие полноты для состояний атома, полу-
чаем следующее представление оператора D


:

    

1,2 1,2 , 1,2 , 1,2

,ij ij i j

i j i j i j

D I DI i i D j j D i j D b b


   

      
    
   

где  .ijD i D j
 

Заметим, что при пространственной инверсии (при замене

,i ir r 
 

 где i = 1, 2,…, Z) величина 
1

Z

i

i

D r



 

 меняет знак. Пусть

каждое из квантово-механических состояний атома обладает опре-
деленной четностью, т. е. при инверсии координат всех электронов
либо меняет, либо не меняет знак, причем четности состояний |1 и
|2 противоположны. Тогда справедливы равенства 

111 1 0,D D 
 


222 2 0.D D 

 
 При этом недиагональные матричные элементы

оператора D


 совсем необязательно должны быть нулевыми:

1 1

1 2 2 1
Z Z

k k
k k

r r


 

  
 

3 3 3
.1 2 1 1 2 2 1 2 12 21

1

d d ,...,d ( , ,..., ) ( , ,..., )
Z

Z Z k Z
k

r r r r r r r r r r D D 



    
         

Здесь 1 2 1 2Ψ ( , ,..., ) , ,..., ( 1,2)i Z Zr r r r r r i i 
     

 – волновые функции атом-
ных состояний в координатном представлении, интегрирование про-
изводится по координатам всех электронов атома.

Далее, для упрощения анализа примем 12 21.D D
 

 Это справедли-
во при вещественных волновых функциях Ψ1, Ψ2, что не ограничи-
вает общности рассмотрения.

4.8. Взаимодействие квантованного электромагнитного поля ...
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После перечисленных упрощений оператор взаимодействия двух-
уровневого атома с электромагнитным полем примет вид

      вз 1 2 2 112
, 0

ω
i .

2ε
k

k kk
k

H e e D a a b b b b
V

  
 



   
 



       (4.123)

В конечном счете мы нашли полный гамильтониан системы «атом +
+ излучение»:

     
ат изл вз 0 вз,H H H H H H    

где   
0 ат излH H H   – гамильтониан изолированного атома и свобод-

ного электромагнитного поля.
Замечания.
1. Альтернативное описание состояний двухуровневого атома

можно осуществить путем введения вектор-оператора R


 энергети-
ческого спина (псевдоспина), который определяется тремя компо-
нентами   

1 2 3, , :R R R

    
1 2 32 1 1 2 , i 2 1 1 2 , 1 1 2 2 .R R R     

Нетрудно проверить, что данные операторы удовлетворяют ал-
гебраическим и коммутационным соотношениям, характерным для
оператора момента импульса при спине 1/2:

     
1 2

2 2 2
3[ , ] 2iε , .s p qspqR R R R R R I    

Здесь εspq – единичный абсолютно антисимметричный псевдотензор
Леви – Чивиты, 1 1 2 2I    – единичный оператор.

В терминах псевдоспина имеем

 1 2 1 2
ат 3

1,2

ε ε ε ε
ε ,

2 2i

i

H i i I R


 
   

      вз 112 122 1 1 2 .H e D E e D E R    
   

Отсюда следует, что, с математической точки зрения, описание взаи-
модействия двухуровневого атома с полем излучения эквивалентно
описанию поведения частицы со спином 1/2 во внешнем магнитном
поле. Подчеркнем, что при этом физический смысл оператора R


 со-

вершенно иной. Вектор-оператор R


 действует не в обычном коор-
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динатном пространстве и не в пространстве спиновых состояний, а
в пространстве энергий атома.

2. При анализе взаимодействия атома с электромагнитным по-
лем поле можно описывать в рамках классической физики лишь тог-
да, когда изменение энергии системы в результате взаимодействия
велико по сравнению с энергией каждого испущенного или погло-
щенного фотона. Дискретный характер энергообмена между атомом
и излучением можно не учитывать при больших интенсивностях и
малых частотах, когда присутствует много фотонов. Например, ста-
тическое электромагнитное поле или поле радиоволнового диапазо-
на можно описывать как заданное внешнее классическое поле.

4.9. СКОРОСТИ СПОНТАННЫХ И ИНДУЦИРОВАННЫХ ПЕРЕХОДОВ
АТОМОВ ПРИ РАСПРОСТРАНЕНИИ ЧЕРЕЗ СРЕДУ
ЭЛЕКТРОМАГНИТНОЙ ВОЛНЫ И В УСЛОВИЯХ

ТЕПЛОВОГО ИЗЛУЧЕНИЯ

В качестве применения квантового гамильтониана взаимодей-
ствия вычислим скорости поглощения и испускания фотонов ато-
мом, который может совершать переходы между состояниями |1 и
|2.

Уравнение Шредингера, определяющее вектор состояния |χ  си-
стемы «атом + излучение», имеет вид

 
0 вз i χ ( ) χ .H H

t
  

                           (4.124)

В отсутствие взаимодействия между атомом и электромагнитным
полем уравнение (4.124) имеет стационарные состояния, являющие-
ся собственными векторами оператора   

0 ат изл :H H H 


0 λ λ λ λ λ

, (ε ω ) , , , .i kk k k k k
H i n n i n i n i n      

Поскольку векторы состояний изолированного атома |i (i = 1, 2) и

поля излучения  λk
n  выбраны ортонормированными

λ λ ,λλ
δ , ,δij k k k k

i j n n    
    

векторы  λ
,

k
i n  также оказываются ортонормированными:

λ λ ,λ λ
, , δ δ .ijk k k k
i n j n

   
   

4.9. Скорости спонтанных и индуцированных переходов атомов ...
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Далее, для простоты ограничимся рассмотрением взаимодействия
атома всего с одной модой электромагнитного поля, которая харак-
теризуется квантовыми числами k


 и λ (волновым вектором электро-

магнитной волны и ее поляризацией) и содержит фиксированное
число 

λk
n  фотонов. Кроме того, допустим, что частота электромаг-

нитной волны ν близка к частоте (ε2 – ε1)/h перехода между двумя
атомными состояниями. Такие переходы играют основную роль по
энергетическим соображениям. При наличии взаимодействия меж-
ду атомом и электромагнитной волной, из-за близости энергий hν 
 ε2 – ε1, решение уравнения (4.124) разумно искать в одной из двух
форм.

Вариант 1:

1 2λ λ
χ( ) ( ) 1, ( ) 2, 1 ,

k k
t c t n c t n                      (4.125)

где
c1(0) = 1,  c2(0) = 0.

Приближение (4.125) пригодно тогда, когда система «атом + излуче-
ние», первоначально (при t = 0) находившаяся в состоянии λ

1,
k

n ,

при t > 0 совершает индуцированный переход в состояние 
λ

2, 1
k

n  .

Кет-векторы 
λ

1,
k

n  и 
λ

2, 1
k

n   входят в суперпозицию (4.125) со
своими весами ci(t) (i = 1, 2), которые позволяют найти вероятности
нахождения атома и моды излучения в соответствующих квантово-
механических состояниях.

Вариант 2:

1 2λ λ
χ( ) ( ) 1, 1 ( ) 2, .

k k
t c t n c t n                      (4.126)

Приближение (4.126) предполагает начальное условие

c2(t = 0) = 1, c1(t = 0) = 0.

Оно используется, когда при t = 0 атом находится в возбужденном
состоянии |2, а электромагнитное поле содержит 

λk
n  фотонов. За-

тем при t > 0 атом перешел в основное состояние |1, а электромаг-
нитное поле приобрело от этого дополнительный фотон.

В обоих случаях кет-векторы |χ(t) предполагаются нормирован-
ными:

2 2

2 1χ( ) χ( ) ( ) ( ) 1.t t c t c t                        (4.127)

Формула (4.127) приводит к ограничениям на функции ci (t), за кото-
рыми проследим в процессе расчетов.
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Поскольку мы описываем взаимодействия атома с одной модой
электромагнитного поля, оператор  взH  имеет вид:

      вз λ λ 1 2 2 112 λ
0

ω
i ,

2ε
k

k kk
H e D e a a b b b b

V

  
    

     

где ωk = kc не зависит от параметра λ. Обозначим для краткости

 12 λ
0

ω
,

2ε
k

k k
g e D e

V
  

 


тогда

    вз λ λ 1 2 2 1i .k kk
H g a a b b b b

  
                         (4.128)

Для дальнейшего анализа потребуются матричные элементы опе-
ратора  взH  на состояниях 

λ
,

k
i n . Из них отличными от нуля оказы-

ваются только четыре:

  
вз

вз взλ λ λ λ λ λ
2, 1 1, , 1, 2, 1 , 2, 1, 1 ,

k k k k k k
n H n n H n n H n       


взλ λ

1, 1 2, .
k k

n H n 

Вычислим, для примера, первый из перечисленных матричных
элементов:

   вз λ λλ λ λ λ
2, 1 1, i 2, 1 2,k kk k k k k

n H n g n a a n


         


λλ λ λ λ λ λ

i 2, 1 2, i 2, 1 2, 1 i .kk k k k k k k k k
g n a n g n n n g n               

(4.129)

Для остальных аналогичным образом легко получить следующие
значения:

 
вз взλ λ λ λ λ

2, 1, 1 i 1 1, 1 2, ,
k k k k k k

n H n g n n H n          


взλ λ λ

1, 2, 1 i .
k k k k

n H n g n                          (4.130)

Далее рассмотрим поочередно четыре мыслимых случая, от-
вечающих взаимодействию атома в основном или возбужденном
состояниях с электромагнитной волной или с тепловым излуче-
нием.

4.9. Скорости спонтанных и индуцированных переходов атомов ...
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Взаимодействие атома в основном состоянии
с электромагнитной волной

Подставив вектор состояния (4.125) в уравнение Шредингера
(4.124), получим

 1 2λ λ
i ( ) 1, ( ) 2, 1

k k
c t n c t n

t
   


 

   0 вз 1 2λ λ
( ) 1, ( ) 2, 1 .

k k
H H c t n c t n                  (4.131)

Скалярно умножим уравнение (4.131) на бра-векторы 
λ

1,
k

n

λ
и 2, 1 .

k
n   При учете формул (4.129) и (4.130) это дает систему

дифференциальных уравнений для определения функций сi(t):

1 1 1 2λ λ
i ( ) (ε ω ) ( ) i ( ),k k k k

c t n c t g n c t
t
   


    

2 2 2 1λ λ
i ( ) ε ω ( 1) ( ) i ( ),k k k k

c t n c t g n c t
t
      

           (4.132)

которую следует решать при начальном условии c1(0) = 1, c2(0) = 0.
Систему (4.132) можно упростить подстановкой

   λ1 1 1 2 2 2λ

i i( ) exp ε ω ( ), ( ) exp [ε ω ( 1)] ( ),
kk k k

c t n t s t c t n t s t          
 

после которой она примет вид

  1 21 2λ
( ) exp i ω ω ( ),kk k

s t g n t s t
t
    


 

  2 21 1λ
( ) exp i ω ω ( ),kk k

s t g n t s t
t
  


                (4.133)

где ω21 = (ε2 – ε1)/  . Начальное условие для новой системы совпада-
ет с прежним:

s1(0) = 1,  s2(0) = 0.                             (4.134)

С помощью первого уравнения (4.133) найдем производную s2/t
и подставим ее во второе уравнение. Это дает замкнутое уравнение
для расчета s1(t):

2
2

1 1 12 λ
( ) ( ) iγ ( ) 0,

k k
s t g n s t s t

tt
   


                    (4.135)
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где γ = ω21 – ωk. Решение уравнения (4.135) имеет вид

s1(t) = a1 exp(k1t) + a2 exp(k2t),

где 2 2
1,2 λ

i [γ β], β γ 4 .
2 k k

k g n       Функцию s2(t) выразим черезз
s1(t) из первого уравнения (4.133). Мультипликативные константы a1

и a2 определим из начальных условий (4.134):

1 2

γ γ1 11 , 1 .
2 β 2 β

a a         
   

В результате получим

λ
1 2

2iγ β iγ β iγ β
( ) exp cos sin , ( ) exp sin .

2 2 β 2 β 2 2
k k

g nt t t
s t t s t t                 

 

(4.136)

С помощью формул (4.136) вычислим вероятность перехода сис-
темы «атом + излучение» из состояния 

λ
1,

k
n  в состояние 

λ
2, 1

k
n  :

2 2
2 2 2 2λ

2 2 2 2

4 β γ β
( ) ( ) sin 1 sin ,

2 2β β
k k

g n t t
c t s t

 
    

 

 

а также вероятность обратного перехода:

2
2 2 2 2

1 1 2

β γ β
( ) ( ) cos sin .

2 2β

t t
c t s t  

Вероятность обнаружения системы в каком-либо из состояний

λ
1,

k
n  или 

λ
2, 1

k
n   соответствует достоверному событию и равна

единице, что находится в полном соответствии с условием норми-
ровки (4.127) функций ci (t).

Инверсия заполнения уровней атома в результате его взаимодей-
ствия с электромагнитной волной описывается периодической фун-
кцией времени:

2 2 2 2 2
1 2 λ
( ) ( ) β [γ 4 cos(β )],

k k
c t c t g n t                   (4.137)

т. е. имеют место так называемые осцилляции Раби. При осцилляци-
ях Раби атом под действием электромагнитной волны совершает
периодические переходы между основным |1 и возбужденным |2
состояниями. Иными словами, атом периодически поглощает и из-
лучает фотон с энергией hν = ε2 – ε1.

4.9. Скорости спонтанных и индуцированных переходов атомов ...



282 Глава 4. Квантовая когерентная оптика. ...

Специально подчеркнем, что «осцилляторное» поведение ато-
ма (4.137) можно наблюдать лишь при весьма специфических ус-
ловиях. Дело в том, что расчет, который привел к формуле (4.137),
является, вообще говоря, непоследовательным. Он основывался
на предположении, что взаимодействие между отдельным атомом
и полем излучения никогда не прерывается и всегда описывается
гамильтонианом взаимодействия атома с одной модой излучения
(4.128). В действительности, атом взаимодействует со всеми мо-
дами электромагнитного поля. Более того, он оказывает обратное
влияние на поле излучения, изменяет его. Даже в вакууме атом
взаимодействует с нулевыми флуктуациями электромагнитного
поля. В результате каждый его энергетический уровень расщепля-
ется в узкую полосу шириной Δε0, которая соотношением неопре-
деленности связана со временем жизни атома τ0 в возбужденном
состоянии:

Δε0τ0   .

Уширение линий спектра атома, обусловленное флуктуациями ваку-
ума, называют естественным уширением.

Осцилляции Раби прерываются не только по указанной чисто
квантово-механической причине, но и по другим более серьезным
причинам: из-за теплового движения атомов, из-за их столкнове-
ния друг с другом. Осцилляции Раби можно наблюдать лишь тог-
да, когда атом успевает совершить много энергетических перехо-
дов между состояниями |1 и |2, прежде чем его «осциллятор-
ное» поведение будет прервано перечисленными процессами, не
учтенными при выводе формул (4.136), (4.137). Далее промежу-
ток времени τстолкн, в течение которого справедлив наш расчет, бу-
дем для определенности называть временем между столкновени-
ями атома.

Таким образом, осцилляции Раби можно наблюдать лишь в бес-
столкновительном режиме, когда частота осцилляций много больше
частоты столкновений:

столкн

2 2 1

λ
β γ 4 .τ

k k
g n                             (4.138)

Для более точной формулировки условий, необходимых для на-
блюдения осцилляций Раби, приведем оценку параметра

 
2 22

12λ λ λ
0

2 ω
4

ε
k

k k k k

e
g n D e n

V
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в формуле (4.138). Учитывая, что при большом числе фотонов сред-
ний квадрат амплитуды электрического поля волны удовлетворяет
соотношению

 2

λ
0

2 ω
,

ε
k

k
n E n n

V
 


а матричный элемент 12D


 порядка радиуса боровской орбиты ато-
ма аБ, получаем

 22 2 2 2
Бλ

4 ~ .
k k

g n e a n E n                            (4.139)

Отсюда следует, что неравенство (4.138) будет выполнено при боль-
ших интенсивностях поля излучения:

 2 1
Б столкнτ .

e
a n E n 


                         (4.140)

Благодаря появлению лазеров, генерирующих электромагнитное
излучение высокой интенсивности с большими значениями величи-
ны  2

,n E n  в настоящее время можно экспериментально наблю-
дать осцилляции Раби в лабораторных условиях.

В то же время в подавляющем большинстве приборов и устройств
современной оптоэлектроники, в том числе в резонаторах лазеров,
реализуется столкновительный режим, при котором разность уров-
ней энергии атома (ε2 – ε1) точно не определена и настолько велика,
что в формуле для вероятности перехода системы «атом + излуче-
ние» из состояния 

λ
1,

k
n  в состояние λ

2, 1
k

n   можно положить

2 2
21λ

β γ 4 γ ω ω .kk k
g n     

В результате она упрощается:

 

2
2 2 21 2 1

2 212λ
21

sin (ω ω ) 2 ε ε
( ) , ω .

(ω ω ) 2
k

k k
k

t
c t g n

 
 


 

         (4.141)

Подчеркнем, что формулой (4.141) можно пользоваться лишь на
промежутках времени t, меньших времени между столкновениями:
t < τстолкн. Поэтому осцилляции Раби в реальных условиях не наблю-
даются.

Когда неопределенность в разности энергий атома ε = ε2 – ε1 срав-
нительно велика и точно не известна, оказывается полезной функ-
ция формы линии, которую определяют следующим образом. Вводят
величину g(ε)dε, которая дает вероятность найти значение ε в интер-
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вале между ε и ε + dε. Поскольку вероятность найти ε на всей оси
энергий соответствует достоверному событию, имеем

(ε)dε 1.g





Использование функции формы линии g(ε) не более чем удач-

ный трюк, позволяющий математически учесть неточность в значе-
ниях разности энергий атома. Вместо того чтобы рассматривать атом-
ные переходы из строго определённого состояния |1 в соответству-
ющее разрешенное состояние |2, будем рассматривать атомные пе-
реходы в группу состояний с близкими значениями разности ε = ε2 – ε1.
Математически это сводится к интегрированию равенства (4.141) по
всем возможным значениям ε с весовой функцией g(ε):

 2 2 2
2 2 λ

ε( ) ( ) (ε)dε 2π dε δ ω , (ε),kk k
c t c t g tg n t g

 

 

    
    (4.142)

где

2

2

sin ω 21δ(ω, ) .
2π ω 4

t
t

t
                             (4.143)

Графики функций  εδ ω ,k t


 и g(ε) (рис. 4.13) имеют куполооб-

разную форму, но «ширина» Δε функции g(ε) много больше «шири-

ны» h/t функции  εδ ω ,k t


 при реальных временах t ~ τстолкн:

h/t << Δε.                                      (4.144)

Это обстоятельство позволяет произвести приближенное вычисле-
ние интеграла в формуле (4.142).

Предполагая, что g(ε) – гладкая функция, разложим ее в ряд Тей-

лора вблизи максимума «острой» функции  εδ ω ,k t


:

 
ε ω

d (ε)
(ε) ( ω ) ε ω ... .

dε
k

k k

g
g g



   


 

Ограничиваясь первым членом разложения и учитывая, что:

 
2

2

π

sin ξεδ ω , dε dξ ,
π ξk t

 

 

   
 


                  

(4.145)
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получаем

2 2
2 λ
( ) 2π ( ω ).kk k

c t t g n g   

(4.146)

В результате имеем линей-
ную зависимость по време-
ни, которая справедлива
лишь при временах t, удов-
летворяющих ограничению

|c2(t)|
2 << 1,                                   (4.147)

так как |c1(t)|
2  1, а |c2(t)|

2 + |c1(t)|
2 = 1.

Итак, условия применимости расчетов по теории возмущений в
столкновительном режиме предполагают ограничения сверху и сни-
зу на время t:

2

λ
2π ( ω ) 1 Δε .kk k

g n g t h                       (4.148)

Используя оценку (4.139) параметра 
k

g   и учитывая, что значе-
ние g( ωk) ~ 1/Δε (для оценок заменяем функцию g(ε) прямоуголь-
ной ступенькой шириной Δε и высотой 1/Δε), преобразуем неравен-
ство (4.148):

 22
Бπ (2 Δε) 1 Δε .e n E n a t h 

Отсюда заключаем, что приведенный расчет справедлив при срав-
нительно малых интенсивностях поля излучения.

Интересно, что формулу (4.146) для вероятности перехода |c2(t)|
2

часто получают с помощью перехода к пределу t  в соотношении
(4.142). При этом функция δ(ε/   – ωk, t), имеющая узкий и очень вы-
сокий максимум (см. рис. 4.13), переходит в дельта-функцию Дирака:

   ε εlim δ ω , δ ω .k k
t

t


  
                        (4.149)

Благодаря наличию дельта-функции, интеграл по переменной ε в
правой части равенства (4.142) легко вычисляется, и в результате
получается верное выражение (4.146) для вероятности перехода.

4.9. Скорости спонтанных и индуцированных переходов атомов ...

Рис. 4.13. Графики функций

 εδ ω ,k t


 (штриховая линия) и

g(ε) (сплошная линия)
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Следует особо подчеркнуть, что в данной задаче переход к пре-
делу t  невозможен, поскольку все формулы справедливы толь-
ко на промежутках времени 0 < t < τстолкн. Замена функции классичес-
кого математического анализа на обобщенную функцию (4.149) –
лишь формальный прием, облегчающий вычисления. Проведенные
нами более аккуратные вычисления служат его обоснованием. Фор-
мальный прием вычисления интегралов типа (4.142) основан на двух
замечаниях:

1) «ширина» функции g(ε) больше «ширины» функции δ(ε/   –
– ωk, t);

2) площадь под графиком «острой» функции δ(ε/   – ωk, t) не за-
висит от времени.

Во всех задачах, которые рассмотрены далее, подобные условия
выполнены. Поэтому для упрощения расчетов будем использовать
формальный прием.

Далее нас интересует не сама вероятность перехода системы
«атом + излучение» из состояния 

λ
1,

k
n  в состояние λ

2, 1
k

n  , а ве-е-
роятность такого перехода в единицу времени:

 
2

2 222 2
2 12λ λ λ

0

( ) π ωd ( ) 2π ( ω ) ( ω ) .
d ε

k
k kk k k k

c t e
c t g n g n g D e

t t V
      

 
  

(4.150)

Скорость перехода (4.150), к счастью, не зависит от времени, поэто-
му ее расчет по теории возмущений дает хорошие результаты.

Для завершения расчета усредним найденную скорость перехода
(4.150) по случайным ориентациям атома. Пусть вектор дипольного
момента атома 12D


 лежит в пределах телесного угла dΩ = sinθ dθ dφ,

где θ – угол между вектором 12D


 и единичным вектором поляризации
электромагнитной волны 

λk
e


, а угол φ задает положение проекции
вектора 12D


 в плоскости, перпендикулярной вектору 

λk
e


 (рис. 4.14).
Поскольку полный телесный угол равен

4π, то среднее значение cos2θ при равнове-
роятных ориентациях вектора 12D


 опреде-

лится формулой

2π π
2 2

0 0

1 1cos θ d cos θsin θdθ .
4π 3

   

Рис. 4.14. Вектор 
12D


 в сферической системе координатт



287

Поэтому усредненная (по ориентациям вектора 12D


) скорость пере-
хода атома из основного состояния в возбужденное за счет поглоще-
ния одного фотона из пучка, содержащего 

λk
n  фотонов, имеет вид

2 22 22
1 2 12 12λ λ

0 0

π ω π ω
cos θ ( ω ) ( ω ).

ε 3ε
k k

k kk k

e e
W D n g D n g

V V   
 

   (4.151)

Результат (4.151) получен для пучка фотонов, начальное состоя-
ние которых есть 

λ
1,

k
n . В таком состоянии число фотонов точно

задано. На самом деле можно показать, что для пучка фотонов в об-
щем квантово-механическом состоянии результат также справедлив,
только под величиной 

λk
n  следует понимать среднее число фотонов.

В частности, при большом числе фотонов результат справедлив
для когерентных состояний, которые соответствуют электромагнит-
ной волне классической физики. Для когерентных состояний можно
переписать результат в терминах классической теории Максвелла.
Более того, можно обобщить его на случай, когда электромагнитная
волна распространяется через среду, содержащую много атомов в
основном состоянии.

Величине 
λ
ωkk

n V  в теории Максвелла соответствует средняя
энергия электромагнитной волны в единице объема среды. Если эту
энергию умножить на скорость света в среде c , получим интенсив-
ность излучения I (средний поток энергии через единичную площад-
ку, перпендикулярную направлению распространения волны):

λ
ω .k k

I n c V  

В изотропных средах для сравнительно слабых электромагнит-
ных полей, медленно изменяющихся во времени и пространстве,
справедливы простейшие материальные уравнения:

0 0ε ε , μ μ ,D E B H 
   

где ε, μ = const – относительные диэлектрическая и магнитная про-
ницаемости среды. В этом случае скорость света в среде определя-
ется формулой μ ,c c   где c = (ε0μ0)

–1/2 – скорость света в ваакуу-

ме. Величину εμn   называют показателем преломления среды.
В немагнитных средах, которые мы далее только и рассматриваем,
μ = 1, ε 1.n  

Кроме того, чтобы учесть влияние среды, в формуле (4.151) для
скорости перехода W12 следует заменить фундаментальную посто-
янную вакуума ε0 на диэлектрическую проницаемость среды ε0ε.

4.9. Скорости спонтанных и индуцированных переходов атомов ...
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В результате скорость перехода одного из атомов среды из ос-
новного состояния в возбужденное в результате его взаимодействия
с электромагнитной волной, распространяющейся через среду, при-
мет вид (рис. 4.15,а)

22
12

1 2
0

π
( ω ).

3ε ε k

e D
W I g

c 






                         (4.152)

Далее классическую теорию распространения электромагнитных
волн в среде обсудим подробнее и покажем, как обобщить приве-
денные в этом разделе формулы на случай учета временной диспер-
сии среды, которая играет важную роль в лазерах.

Взаимодействие атома в основном состоянии
с тепловым излучением

Напомним, что Эйнштейн постулировал следующие формулы для
вероятностей переходов за одну секунду отдельного атома, находя-
щегося в равновесии с тепловым излучением:

W21 = Bρ(ν) + A,      W12 = Bρ(ν).

Рассмотрим двухуровневый атом, взаимодействующий со всеми
модами квазинепрерывного спектра теплового излучения, и найдем
выражение для коэффициента Эйнштейна B. Для этого следует вер-
нуться к исходной формуле (4.141) для вероятности перехода атома
из состояния |1 в состояние |2, которую для дальнейшего анализа
запишем в виде

 
2 2

2
2 λ 2 1

12 λ
0

π ω( ) ε ε
δ ω , .

ε
k k

kk

e nc t
D e t

t V
    

 




 
           (4.153)

а б

Рис. 4.15. Индуцированный полем электромагнитной волны переход атома из ос-
новного состояния в возбужденное (а), индуцированный и спонтанный переходы

атома из возбужденного состояния в основное (б)
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Для получения необходимого результата проделаем следующее.
А. Как и ранее, усредним величину  

2

12 λkD e
 

 по различным по-
ложениям вектора 12D


 относительно вектора поляризации 

λk
e


 от-т-
дельной моды излучения. Это приводит к замене

 
2

2 12

12 λ
.

3k

D
D e 


 

Б. Напомним, что ρ(ν)dν – это энергия единицы объема теплово-
го излучения с частотами из интервала (ν, ν + dν). Пусть V – объем
полости с тепловым излучением. Тогда в полости в интервале час-
тот (ν, ν + dν) сосредоточена энергия излучения Vρ(ν)dν. Посколь-
ку рассматриваемый нами атом взаимодействует со всеми модами
теплового излучения, в формуле (4.153) следует произвести замену:

λ
ω 2πν, ω ρ(ν)dνk k k

n V   и проинтегрировать результат по всем
возможным частотам от 0 до . После перечисленных операций фор-
мула для скорости перехода атома из состояния |1 в состояние |2
примет вид

2
2 2

2 2 1
1 2 122

0 0

( ) ε επ dνρ(ν)δ 2πν, .
3ε

c t eW D t
t





     


   (4.154)

В. Для приближенного вычисления интеграла формально аппрокси-

мируем величину 2 1ε ε
δ 2πν, t

   
 не зависящей от времени дель-

та-функцией Дирака:

2 1 2 1ε ε ε ε1δ 2πν, δ ν .
2π

t
h

                           (4.155)

Обоснование такой процедуры остается прежним. При записи ра-
венства (4.155) учли, что дельта-функция является четной функцией
и удовлетворяет тождеству δ(ax) = δ(x)/|a|. После замены (4.155) ин-
теграл легко вычисляется, и мы получаем окончательно

22
12

1 2 2
0

ρ(ν),
6ε

e D
W  




                             (4.156)

где ν = (ε2 – ε1)/h.
Множитель, стоящий в правой части формулы (4.156) перед спек-

тральной плотностью теплового излучения ρ(ν), – это искомый ко-

4.9. Скорости спонтанных и индуцированных переходов атомов ...
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эффициент Эйнштейна, отвечающий за индуцированный переход
атома из основного состояния в возбужденное:

22
12

2
0

.
6 ε

e D
B 




                                   (4.157)

Взаимодействие атома в возбужденном состоянии
с электромагнитной волной

Рассмотрим теперь энергетические переходы атома из возбуж-
денного состояния в основное в результате его взаимодействия с
одной электромагнитной модой, содержащей 

λk
n  фотонов.

Подставим приближение (4.126) в уравнение Шредингера (4.124):

    0 вз1 2λ λ
i ( ) 1, 1 ( ) 2,

k k
c t n c t n H H

t
    


 

 1 2λ λ
( ) 1, 1 ( ) 2, .

k k
c t n c t n                         (4.158)

Скалярно умножим уравнение (4.158) на 
λ λ

2, и 1, 1 .
k k

n n    Исполь-
зуя формулы (4.125), (4.126), (4.127), получаем систему дифферен-
циальных уравнений для расчета функций с1, 2(t):

2 2 2 1λ λ
i ( ) (ε ω ) ( ) i 1 ( ),k k k k

c t n c t g n c t
t
    


    

1 1 1 2λ λ
i ( ) ε ω ( 1) ( ) i 1 ( ),k k k k

c t n c t g n c t
t
       

         (4.159)

которую следует решать при начальном условии c2(0) = 1, c1(0) = 0.
Легко видеть, что систему (4.159), а значит, и ее решение, можно

получить из системы (4.132) формальной заменой:

2 1 1 2 1 2λ λ
( ) ( ),  ( ) ( ), ε ω ε ω ,k kk k

c t c t c t c t n n      

   2 1λ λ λ λ
ε ω 1 ε ω 1 , 1.k kk k k k k k

n n g n g n             

Поэтому формула для вероятности перехода атома из возбужденно-
го состояния в основное должна иметь вид

2 2 2 2 2 2 1
1 λ λ

ε εβ
( ) 4 ( 1)β sin 2π ( 1)δ ω , .

2 kk k k k

t
c t g n tg n t       

 
   

  (4.160)
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Появление нового множителя  λ
1

k
n   в формуле (4.160) вместо пре-

жнего 
λk

n  связано с некоммутативностью операторов  λ λ, .k ka a
   Когдада

электромагнитное поле неквантовано, дополнительная единица не
появляется.

Множитель  λ
1

k
n   дает два слагаемых в выражении для веро-

ятности перехода атома из возбужденного состояния в основное.
Слагаемое, линейное по 

λk
n , соответствует индуцированным пере-

ходам атома. Расчет скорости вынужденных переходов инд
2 1W   иден-

тичен вычислению скорости инд
1 2W   которое приведено в предыдущем

разделе. Мы получаем инд инд
2 1 1 2.W W 

В случае взаимодействия атома не с одной электромагнитной
модой, а с тепловым излучением, этот результат подтверждает гипо-
тезу Эйнштейна о том, что скорость индуцированных тепловым из-
лучением переходов атома из основного состояния в возбужденное
имеет такую же форму записи, что и скорость обратных вынужден-
ных переходов атома.

Вернемся к взаимодействию атома с электромагнитной волной.
Интересно, что фотон, родившийся при индуцированном излуче-
нии, имеет точно такие же значения частоты, волнового вектора,
поляризации, как у имевшихся до излучения фотонов электромаг-
нитной волны. Более того, новый фотон коррелирован по фазе с
фотонами волны. Это важно, так как открывает принципиальную
возможность генерирования мощных электромагнитных импуль-
сов с одинаковыми поляризациями и волновыми векторами всех
фотонов в импульсе. Для этого достаточно пропустить через среду,
все атомы которой находятся в возбужденном состоянии |2, сла-
бую линейно-поляризованную волну с частотой ν = (ε2 – ε1)/h. Под
действием волны атомы среды лавинообразно перейдут в состоя-
ние |1 и обогатят исходный импульс фотонами одной энергии, од-
ной поляризации и одного направления распространения.

Слагаемое в формуле (4.160), не зависящее от числа фотонов

λk
n , соответствует спонтанному излучению. Такие переходы про-
исходят даже при полном отсутствии какого-либо внешнего излу-
чения. Они инициированы взаимодействием атома с нулевыми ко-
лебаниями электромагнитного вакуума. Только квантовая теория
смогла теоретически описать спонтанное излучение. Спонтанно из-
лученный фотон может иметь любую ориентацию волнового век-
тора, произвольную поляризацию и случайную фазу. В этом отно-
шении он существенно отличается от фотонов вынужденного из-
лучения.

4.9. Скорости спонтанных и индуцированных переходов атомов ...
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Вычисление коэффициента Эйнштейна А

Вычислим коэффициент Эйнштейна А, определяющий вероят-
ность спонтанного перехода атома за одну секунду из возбужденно-
го состояния в основное в отсутствие фотонов в полости. Поскольку
нас интересуют спонтанные переходы атома из возбужденного со-
стояния в основное в отсутствие излучения, положим в формуле
(4.160) 

λ
0

k
n   и перепишем ее в форме, удобной для дальнейшегоо

анализа:

 
2 2 2

1 2 1
12 λ

0

( ) π ω ε ε
δ ω , .

ε
k

kk

c t e
D e t

t V
    

 


 
             (4.161)

Электромагнитные моды, появляющиеся в полости в результате
спонтанного излучения атома, могут занимать только разрешенные
энергетические состояния. Число их для мод с частотами из интер-
вала (ν, ν + dν) определяется формулой

2

3
8πν(ν)dν dν,VD V

c
                               (4.162)

где V – объем полости. Для вычисления скорости спонтанного пере-
хода спонт

2 1W   следует проделать следующие преобразования форму-
лы (4.161).

1. Как и ранее, усреднить величину  
2

12 λk
D e 
 

 по различным ори-
ентациям вектора 12D


 относительно вектора поляризации 

λk
e


 отдель-
ной моды излучения. Это приводит к замене

 
2

2 12

12 λ
.

3k

D
D e 


 

2. Для получения полной скорости спонтанных переходов спонт
2 1W 

необходимо заменить ωk на 2πν, умножить формулу (4.161) на число
разрешённых фотонных состояний (4.162), содержащихся в интер-
вале частот (ν, ν + dν), и проинтегрировать по частотам в пределах от
0 до . В результате получим

2
3 2 21спонт 3 2 1

2 1 123
0 0

( ) ε ε16π dν ν δ 2πν, .
3ε

c t
eW D t

t c
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3. Для приближенного вычисления интеграла формально аппрок-

симируем величину 2 1ε ε
δ 2πν, t

 
  

 не зависящей от времени дель-

та-функцией:

2 1 2 1ε ε ε ε1δ 2πν, δ ν .
2π

t
h

    
       

В результате формула для скорости спонтанного перехода имеет
вид

 2 3
2спонт

2 1 123
0

8 π ν
,

3ε

e
W D

c 



                          (4.163)

где ν = (ε2 – ε1)/h. Это и есть эйнштейновский коэффициент:

спонт
спонт 2 11 .А t W  

Для теплового излучения в полости найдем отношение теорети-
чески вычисленных коэффициентов A, B:

3

3
8π ν .A h

B c


Результат в точности совпал с отношением феноменологических ко-
эффициентов A, B, которое постулировано Эйнштейном для получе-
ния формулы Планка.

4.10. ПОГЛОЩЕНИЕ И УСИЛЕНИЕ НАПРАВЛЕННОГО
ПЛОСКОПАРАЛЛЕЛЬНОГО ПОТОКА ИЗЛУЧЕНИЯ ВЕЩЕСТВОМ

Выше показано, что отдельный двухуровневый атом среды под
действием внешнего электромагнитного поля вынужден совершать
переходы между своими состояниями, и скорости индуцированных
переходов одинаковы:

22
12 инд

1 2 2 1
0

π
( ω ) .

3 εε k

e D
W W I g W

c   




 

             (4.164)

В такой форме записи экспериментально проверить соотношение
(4.164) крайне трудно, так как для вычисления квадрата модуля мат-
ричного элемента 

2

12D


 необходимо знать волновую функцию мно-
гоэлектронного атома. Вместе с тем скорость спонтанного перехода

4.10. Поглощение и усиление направленно плоскопараллельного ...
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связана со временем жизни возбужденного атома относительно спон-
танного перехода: спонт

2 1 спонт1 ,W А t    которое легко измерить экс-
периментально.

Мы теоретически вычислили коэффициент Эйнштейна А (4.163),
и, следовательно, время жизни атома tспонт в вакууме. Время жизни
атома в изотропной среде без дисперсии получится из времени жиз-
ни атома в вакууме формальной заменой: 0 0, ε εε .с c   В резуль-
тате приходим к выражению, определяющему время жизни возбуж-
дённого атома tспонт в среде,

22 2 3
121

спонт 3
0

8π ν
.

3 εε

e D
t

c
 



 
                             (4.165)

Комбинируя соотношения (4.164) и (4.165), получаем удобную
для экспериментальной проверки формулу для скоростей индуци-
рованных полем переходов атома среды:

3
инд

спонт

λ ( ω )
,

8π
kg

W I
ct


 
                               (4.166)

где λ νc   – длина волны излучения в среде. Далее покажем, как
обобщить соотношение (4.166) на случай изотропных немагнитных
сред с временной дисперсией.

В формуле (4.166) функция формы линии g(ε) моделирует про-
цессы, делающие разность энергий ε2 – ε1 атома неопределенной.
При конкретных расчетах в качестве функции формы линии выби-
рают либо лоренцеву, либо гауссову кривую.

Наиболее распространенные механизмы, определяющие форму
линии, – это столкновения атомов среды друг с другом или же спон-
танные переходы атома в другие, не учтенные в нашем расчете со-
стояния (квантово-механических состояний у атома не обязательно
два). Такие процессы хорошо моделируются лоренцевой линией
(рис. 4.16):

  2 2
0

1 Δε 1(ε) .
π 2 (ε ε ) (Δε / 2)

g 
                      (4.167)

Величина Δε, называемая условной шириной кривой, зависит от кон-
центрации сталкивающихся атомов.

Кроме указанных процессов, возможно еще доплеровское уши-
рение линий, обусловленное тепловым движением атомов. Это уши-
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рение лучше моделируется гауссовой функцией, не зависящей от
концентрации сталкивающихся атомов (рис. 4.17):

2
0

2

(ε ε )1(ε) exp .
δδ π

g
 

  
 

                       (4.168)

Площади под обеими кривыми (4.167), (4.168) равны единице,
поэтому высота их максимумов тем больше, чем меньше ширина
линии. Гауссова линия более острая по сравнению с лоренцевой и
быстрее спадает при |ε| . При любых механизмах ширина линии
пропорциональна .T

Пусть действуют два статистически независимых механизма
уширения линий, приводящих по отдельности к формам линий φ1(ε)
и φ2(ε). Тогда за функцию формы результирующей линии принима-
ют свертку

1 2 0(ε) d ( ) (ε ε ).x x x




                            (4.169)

Здесь ω0 = ε0/   – общая центральная частота для двух распреде-
лений.

Обсудим теперь, что произойдет, когда плоская электромагнит-
ная волна с интенсивностью I и частотой ν проходит через среду,
атомы которой распределены по уровням энергий ε1 и ε2 (ε2 > ε1, ν 

4.10. Поглощение и усиление направленно плоскопараллельного ...

Рис. 4.16. Лоренцева функция формы линии

Рис. 4.17. Гауссова функция формы линии

Ширина
Ширина
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 ε2 – ε1). Пусть в единице объема N1 атомов
находятся в состоянии с энергией ε1, а N2 име-
ют энергию ε2, cреда не обязательно равновес-
ная (рис. 4.18).

Число переходов типа |2  |1, совершаемых атомами в едини-
цу времени под действием электромагнитной волны, равно

N21 = N2W
инд.

Число противоположных переходов (|1  |2) определится выраже-
нием

N12 = N1W
инд.

Разность (N1 – N2)W
инд дает избыток числа переходов вверх над

числом переходов вниз (см. рис. 4.18). При каждом переходе вверх
электромагнитная волна теряет фотон с энергией hν = ε2 – ε1, а при
каждом переходе вниз – приобретает один фотон. Полная энергия,
приобретаемая электромагнитной волной в единицу времени, равна

– hν(N1 – N2)W
инд.                                (4.170)

Подсчитаем то же самое иначе. Рассмотрим малый объем веще-
ства в форме кубика, изображенного на рис. 4.19. Пусть электромаг-
нитная волна с интенсивностью I(x) падает нормально на грань ку-
бика (с координатой x) и выходит через противоположную грань
(с координатой x + dx), имея интенсивность I(x + dx). В стационар-
ных условиях прирост мощности электромагнитной волны в объеме
кубика равен

  d( d ) ( ) d ,
d

IS I x x I x S x
x

  

Рис. 4.18. Двухуровневая система энергетических пере-
ходов

Площадь
S

Вещество

Рис. 4.19. Баланс мощности излуче-
ния для бесконечно малого объема

вещества.
Мощность hν(N1 – N2)W

индSdx, передаваемая по-
лем электромагнитного излучения атомам веще-
ства, должна быть равна уменьшению мощнос-

ти проходящей волны
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где S – площадь боковой грани кубика. Вместе с тем этот прирост,
согласно формуле (4.170), равен –hν(N1 – N2)W

индSdx. Таким образом,
приходим к уравнению

  инд
1 2

d ν .
d

I h N N W
x
  

Подставляя в правую часть этого уравнения явное выражение для
скорости индуцированных переходов (4.166), получаем

 
2

1 2
спонт

(λ)d ( ν) .
d 8π

hI N N g h I
x t
  


                    (4.171)

Обсудим два случая (рис. 4.20).
Случай 1. Среда находится в тепловом равновесии. До прохож-

дения через среду электромагнитной волны отношение населеннос-
тей атомных уровней определяется больцмановским множителем:

2 2 1

1 Б

ε ε
exp .

N
N k T

   
 

Отсюда следует, что N2 < N1. При прохождении волны изменения
чисел N2, N1 настолько малы, что можно считать N1, N2  const. Тогда
уравнение (4.171) нетрудно проинтегрировать:

I(x) = I(0)exp(–αx),
где

 
2

1 2
спонт

(λ)
α ( ν) 0.

8π
h

N N g h
t

  


                    (4.172)

Таким образом, все термодинамически равновесные среды по-
глощают энергию. С помощью квантовой теории мы вычислили ко-
эффициент поглощения α (4.172).

Случай 2. Среда находится в неравновесном состоянии с инверс-
ной населенностью: N2 > N1. Волна, проходящая через среду с ин-
версной населенностью, будет не ослабляться, а усиливаться. По-
этому вместо коэффициента поглощения α вводят коэффициент уси-
ления γ:

 
2

2 1
спонт

(λ)
γ ( ν) 0.

8π
h

N N g h
t

  


                     (4.173)
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Числа N1, N2 претерпевают значительные изменения при прохож-
дении волны через среду, поэтому уравнение (4.171) нельзя проин-
тегрировать. Полная теория должна содержать дополнительные урав-
нения, учитывающие изменения населенностей N1, N2.

4.11. ПОНЯТИЕ О ВРЕМЕННОЙ И ПРОСТРАНСТВЕННОЙ
ДИСПЕРСИЯХ СРЕДЫ

Далее будем рассматривать немагнитные среды и предполагать,
что внешние заряды и токи в среде отсутствуют, т. е. мы имеем дело
с диэлектриками. Тогда система уравнений Максвелла для электро-
магнитного поля в среде упрощается и принимает вид

div 0, div 0,B D 
 

0 0μ , ε ,B H D E P  
    

rot , rot .B DE H
t t

   
 

  
                         (4.174)

В отличие от задачи о распространении электромагнитной вол-
ны в вакууме, теперь система (4.174) не является замкнутой и долж-
на быть дополнена материальными уравнениями, связывающими
вектор дипольного момента единицы объема среды P


 с напряжен-

ностью электрического поля E


. Установление такой связи – задача

Рис. 4.20. Усиление распространяющейся электромагнитной волны в среде с инвер-
ñí î é (а) и ее поглощение в среде с обычной (б) населенностью уровней.
Черные кружки – атомы в возбужденном состоянии, светлые кружки – в основном состоянии

Падающая
волна

Падающая
волна

Прошедшая
волна

Прошедшая
волна

Усиливающая среда ( )N2 > N1

Поглощающая среда ( )N2 < N1
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микроскопической теории, однако некоторые выводы можно полу-
чить, не прибегая к микротеории, а затем связать их с нею.

Если внешнее электрическое поле E


 мало по сравнению с внут-
ренними околоатомными полями, то можно ограничиться линейным
соотношением между полями E


 и P


, которое, в общем случае, дол-л-
жно иметь вид:

3d d α ( ) ( ).i ij j

t

P t r r,r , t ,t E r , t


       
   

                    (4.175)

Формула (4.175) учитывает то обстоятельство, что взаимосвязь меж-
ду E


 и P


 нелокальна: дипольный момент в точке с радиус-векто-о-
ром r


 в момент времени t определяется значениями координат из

некоторой пространственной области около этой точки (простран-
ственная дисперсия) и зависит от времен, предшествующих момен-
ту t.

Расстановка пределов интегрирования по времени t в формуле
(4.175) учитывает принцип причинности: поле ( )P r, t

 
 в момент вре-

мени t подготовлено событиями, которые произошли либо ранее, либо
в тот же момент. Временная дисперсия среды состоит в том, что в
случае быстропротекающих процессов при вычислении дипольного
момента несправедлива связь между полями E


 и P


 в один и тот жее
момент.

Пусть свойства среды неизменны во времени, тогда любой про-
цесс в ней не должен зависеть от начала отсчета времени. Учитывая
однородность времени, получаем

α ( ) α ( ).ij ijr,r , t ,t r,r , t t    
   

Если среда еще и пространственно однородна, то

α ( ) α ( ).ij ijr,r , t ,t r r , t t     
   

Далее ограничимся рассмотрением локальной связи по простран-
ственным координатам, когда 3α ( ) α ( )δ ( ).ij ijr r , t t t t r r       

   
 Этоо

справедливо для полей, медленно меняющихся в пространстве. Тог-
да связь дипольного момента с напряженностью электрического поля
имеет вид

( ) d α ( ) (  ).i ij j

t

P r, t t t t E r, t


   
 

                      (4.176)

4.11. Понятие о временной и пространственной дисперсиях среды
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В формуле (4.176) сохранена нелокальная (интегральная) связь по
времени. Физический смысл такой связи – запаздывание откликов
среды на внешнее поле, его последействие. Именно временная дис-
персия среды играет основную роль при теоретическом описании
лазеров. Проявление временной дисперсии среды в лазерах вызва-
но, в конечном счете, тем, что разность уровней энергии атомов сре-
ды связана с частотой электромагнитной волны, распространяющейся
в среде, соотношением ε2 – ε1 = hν. Это ведет к резонансному откли-
ку среды на поле электромагнитной волны, при котором все эффек-
ты последействия поля резко усиливаются.

Кроме того, для упрощения дальнейшего анализа предположим,
что среда изотропна. Тогда αij(t – t) = δijα(t – t) и материальное урав-
нение, связывающее поля E


 и P


, приобретает простой вид

( ) d α( ) (  ).i i

t

P r, t t t t E r, t


   
 

                       (4.177)

Задача о распространении электромагнитного поля в среде сво-
дится к задаче о распространении плоских монохроматических волн
ввиду свойства полноты их набора. Для монохроматических волн
зависимость поля E


 от времени имеет вид

(  ) ( ω)exp( iω ) c.c.E r, t E r, t   
  

                   (4.178)

В формуле (4.178) пока не указываем явную зависимость поля элек-
тромагнитной волны от пространственных координат. Подставим
(4.178) в формулу (4.177) и запишем результат в векторной форме:

 ( ) d α ( ω)exp( iω ) c.c.( )
t

P r, t t t t E r, t


      
  

   exp( iω ) d α exp iω( ) ( ω) c.c.
t

t t t t t t E r,


        
 

exp( iω ) ( ω) c.c.t P r,   
 

                          (4.179)

Вычислим отдельно интеграл по времени:

   
0

d α exp iω( ) τ dτ exp(iωτ)α(τ)
t

t t t t t t t
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0

dτ exp iωτ α(τ).



Обозначим через α(ω) Фурье-компоненту функции отклика α(t):

     
0

α ω dτ exp iωτ α τ .


 
Заметим, что, в силу вещественности функции α(τ), справедливо ра-
венство

α*(ω) = α(–ω).

Согласно приведенным выкладкам, имеем

   ( ω) α ω ω .P r, E r,
  

                           (4.180)

Поскольку 0ε ,D E P 
  

 то для поля  ,D r t
 

 получаем разложение

     ω exp iω c.c.,D r,t D r, t  
  

где

         0 0ω ε ω ω ε ω α(ω) ω ,D r, E r, P r, E r, E r,  
        

или, что эквивалентно,

     0ω ε ε ω ω ,D r, E r,
  

                          (4.181)

где ε0ε(ω) = ε0 + α(ω).
Таким образом, между Фурье-компонентами    ω и ωD r, E r,

  

связь (4.181) по-прежнему локальна, но ε(ω) – функция комплекс-
ная. Обсудим, к каким последствиям это ведет.

Решение уравнений Максвелла

div 0, div 0,B D 
 

 0 0μ , ε d α ( ),
t

B H D E t t t E r,t


     
     

rot , rotB DE H
t t

   
 

  
                          (4.182)

будем искать в виде разложения по плоским монохроматическим
волнам (уже явно выделяя зависимость от пространственных коор-
динат):

   0 ω exp[ iω i ] c.c.,E r,t E t k r    
  

               (4.183)

4.11. Понятие о временной и пространственной дисперсиях среды
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   0 ω exp[ iω i ] c.c. .H r,t H t k r    
  

               (4.184)

Подставляя выражения (4.183) и (4.184) в систему интегродиффе-
ренциальных уравнений (4.182) и приравнивая коэффициенты при
линейно-независимых гармониках (экспонентах), получаем систе-
му алгебраических уравнений

0( ) 0,  от  div 0 ,k E D  
  

                      (4.185а)

0( ) 0,  от  div 0 ,k H B  
  

                     (4.185б)

 0 0 0ωε ε ω , от  rot ,[ ] Dk H E H
t

   


   
           (4.185в)

0 0 0μ ω , от  rot .[ ] Bk E H E
t

   


   
               (4.185г)

При записи формул (4.185) мы учли соотношение (4.181).
Векторно умножим уравнение (4.185в) на вектор k


:

 2
0 0 0 0 0

 0

[ [ ] ( ) ωε ε ω [ ]k k H k k H H k k E


         
        



 0 0 0

2
0 0 0[ ] μ ω ω ε μ ε ω .k E H H    

   
 

После сокращения на общий множитель, учитывая связь с2 = 1/ε0μ0,
получаем

 2
2

2

ω ε ω
.k

c
                                    (4.186)

Процессы в лазерах протекают при заданной вещественной частоте
электромагнитной волны ω. При этом волновой вектор волны опре-
деляется законами электромагнетизма и свойствами среды и, согласно
соотношению (4.186), оказывается комплексным при комплексной
функции ε(ω).

Запишем  ε ω  как

     ε ω η ω iκ ω ,                             (4.187)

тогда     ω η ω iκ ω .k
c
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Удобно ввести вещественный единичный вектор n


, указываю-
щий направление распространения электромагнитной волны. При
этом выражение для волнового вектора примет вид

ω (η iκ) .k n
c

 
 

                                 (4.188)

Пусть вещественный единичный вектор e


 характеризует поля-
ризацию поля E


:

 0 0 ω .E E e
 

                                   (4.189)

В силу равенства (4.185а), векторы e


 и n


 ортогональны.
Вектор 0H


 выразим через 0E


 из уравнения (4.185г):

0
0 0

0

ε
(η iκ) 

μ
[ ]H n e E  

  

или

0
0 0

0

ε
(η iκ) [ ].

μ
H n E  
 

                          (4.190)

Векторы  , [ ], e n e n
   

 образуют правую тройку векторов (рис. 4.21).
Для пояснения полученного результата рассмотрим электромаг-

нитную волну, распространяющуюся вдоль оси ( (1,0,0)):Ox n 


     0 ω exp iω i c.c.E r,t E t kx    
 

 0

iωη ωκω exp iω c.c.E t x x
c c

        



 0 0
αω exp exp iω i c.c.
2

[ ]xE t k x     
  



В приведенной формуле величина 0 ωηk c 
ω c   имеет смысл вещественного волновогоо

числа для электромагнитной волны в среде с
дисперсией. Параметр ηc c  описывает ско-
рость волны, причем η(ω) – показатель прелом-

Рис. 4.21. Взаимная ориентация векторов  , [ ], e n e n
   

.
Векторы  , [ ]e n e

  
 описывают поляризации полей E


 и H


. Вектортор n


характеризует направление распространения электромагнитной волны
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ления среды с дисперсией. Параметр α = 2ωκ(ω)/c характеризует за-
тухание (рост) амплитуды волны при ее распространении вдоль оси
Ox.

В макроскопической электродинамике поток энергии электромаг-
нитной волны определяется как энергия, проходящая за одну секун-
ду через единичную площадку, перпендикулярную направлению
распространению волны. Поток энергии – это векторная физическая
величина (вектор Умова – Пойтинга):

[ ].S E H 
  

                                    (4.191)

Скалярное произведение S n
 

 называют мгновенной интенсивнос-
тью излучения. Здесь n


 – единичный вектор направления распрост-

ранения волны. Мгновенная плотность энергии электромагнитной
волны определяется формулой

1 [ ].
2

w E D B H   
   

                              (4.192)

Приборы и глаз человека устроены так, что не успевают регистри-
ровать быстро изменяющиеся во времени мгновенную интенсивность
излучения и мгновенную плотность энергии электромагнитной вол-
ны. Регистрируются только средние по времени значения данных
величин:

0

1 d  ,
T

I S n t S n
T

   
  

                           (4.193)

0

1  d ,
T

W w w t
T

                                 (4.194)

где T = 2π/ω – период колебаний. Среднюю по времени мгновенную
интенсивность излучения называют просто интенсивностью излу-
чения и обозначают буквой I.

Учитывая поляризации полей (4.183), (4.184) и соотношение
[  [ ]] ,e n e n  
   

 формулу (4.191) для потока энергии электромагнит-
ной волны запишем в виде

    ,S nE r,t H r,t
   

                              (4.195)

где

           0ω exp iω c.c., ω ω exp i ,E r,t E r, t E r, E k r   
   

  (4.196)
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     0

0

ε
(η iκ) ω exp iω c.c.

μ
H r,t E r, t   
 

Нетрудно показать, что среднее по времени значение от произве-
дения двух функций вида

     ω exp iω c.c.,A t A t 

     ω exp iω c.c.B t B t  

вычисляется по формуле

       *2Re ω  ω .A t B t A B   

Используя этот результат и соотношения (4.195), (4.196), находим
интенсивность излучения

     
2* 0

0

 
ε

 2Re[ ω ω ] 2 ω η
μ

I S n E r, H r, E r,    
    

   
2

0
0

0

ε 2ω2 ω η exp κ .
μ

E n r
c

   
  


                (4.197)

При расчете учли, что     ωi iη κ .k r n r
c

   
 

В частности, когда волна распространяется вдоль оси (Ox n 


(1,0,0)),  изменение интенсивности волны в зависимости от коор-
динаты х имеет вид

2ωκ ( ) (0)exp[ ] (0)exp( α ),I x I x I x
c

                  (4.198)

где I(0) – значение интенсивности в точке с координатой x = 0,

 2ωκ ω
α .

c
                                     (4.199)

Сравнивая формулу макроскопической электродинамики (4.199) с
полученной ранее из микроскопических расчетов, находим

   2

1 2
спонт

2ωκ ω λ ν
α ( ) ,

8π
hg h

N N
tc

  


                  (4.200)

где   – длина электромагнитной волны в среде, λ ν , ηс с с     –
скорость света в среде.
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Таким образом, ранее мы уже вычислили параметр κ, используя
квантовую теорию. Можно найти и показатель преломления η. Здесь
мы не будем на этом останавливаться, но далее кратко обсудим схе-
му квантово-механического расчета η.

Найдем среднюю плотность энергии электромагнитной волны:

     *
0

1 Re ω ε ε ω ω
2

W E D B H E r, E r,          

     

     
22 2 * 2

0 0Re ε (η κ ) ω ω 2 ω .E r, E r, E r,      
  

При расчете учли, что ε(ω) = η2 – κ2 + 2iηκ, а множитель (η2 + κ2)
получили от произведения H *H.

Если учесть, что 1 1 2 1
0 0η ( μ ) η ,с с       и сравнить полученноее

выражение с формулой (4.198), то найдем

,IW
c




или, что равносильно,

.I сW                                         (4.201)

Соотношение (4.201), связывающее интенсивность электромагнит-
ной волны и среднюю плотность энергии, мы использовали ранее.

4.12. СОБСТВЕННЫЕ ОПТИЧЕСКИЕ КОЛЕБАНИЯ ЛАЗЕРА

Слово лазер образовано из первых букв английской фразы “Light
Amplification by Stimulated Emission of Radiation” («усиление света
методом стимулированного испускания электромагнитного излуче-
ния»).

Первый лазер был создан на кристалле рубина в 1960 г. За реали-
зацию идеи лазера в 1964 г. Н.Г. Басов, Н.М. Прохоров, Ч. Таунс по-
лучили Нобелевскую премию. До появления лазеров в оптике не
было источников монохроматического излучения. Благодаря исклю-
чительной монохроматичности излучения, лазеры незаменимы при
проведении особенно тщательных измерений атомных и молекуляр-
ных спектров, а также для создания несущей волны в линиях опти-
ко-волоконной связи.

Преимущества лазера перед источниками света, предшествую-
щими ему, заключаются
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– в высокой временной когерентности: корреляции между фаза-
ми лазерной волны, измеренные в разные моменты времени, сохра-
няются на промежутках времени до 10–1 с (у волны от обычных
источников – 10–10 с);

– высокой пространственной когерентности: лазерная волна име-
ет почти идеальный плоский фронт. На фронте волны лазерного из-
лучения сохраняются корреляции между фазами и поляризация-
ми на расстояниях до 5·10–2 см.

Поскольку луч лазера мало расходится при распространении,
излучение лазера может быть сконцентрировано в малом объеме
порядка куба волны излучения λ3 при сохранении большой интен-
сивности. Интенсивность стандартного импульсного лазера 106 –
1010 Вт/см2, а в случае современного сверхмощного лазера –
1020 Вт/см2. При этом напряженность электрического поля достига-
ет гигантской величины 1011 В/см, что на порядок величины превы-
шает внутриатомные поля. В таких условиях кардинально меняется
характер взаимодействия оптического излучения с веществом. Это
широко используется в науке и технике. В частности, излучение ла-
зера можно использовать для создания настолько горячей плазмы,
что в ней может начаться термоядерная реакция. В поле лазерного
излучения проявляются необычные нелинейные свойства среды, та-
кие как генерация кратных гармоник, самофокусировка излучения,
формирование частицеподобных сгустков энергии – солитонов.

Широкое применение лазеры находят в медицине: световой скаль-
пель, избирательное разрушение клеток раковой опухоли, облуче-
ние плохо заживающих ран или крови человека и др.

Наконец, излучение лазера сохраняет свою поляризацию, и это
важно для проведения всевозможных интерференционных экспери-
ментов в оптических средах.

Принцип работы простейшего лазера

Рассмотрим работу устройства, схематически изображенного на
рис. 4.22. Среда с инверсной населенностью помещена в оптичес-
кий резонатор (эталон Фабри – Перо), образованный двумя парал-
лельными полупрозрачными зеркалами.

Пусть из вакуума слева (точка 1) на резонатор падает линейно-
поляризованная плоская электромагнитная волна с напряженностью
электрического поля

 exp[ i i ] c.c. ,i iE e E t k x    
 

                   (4.202)

4.12. Собственные оптические колебания лазера
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Прошла

Прошла

где e


 – единичный вектор поляризации. В среде вещественное вол-
новое число k = ω/c изменится и станет комплексным:

ω (η iκ).k k
c

                                 (4.203)

В итоге, через резонатор распространяется волна, пространственно-
временное изменение которой характеризуется другим фазовым мно-
жителем:

 exp iω i .t k x 

Запишем мнимую часть волнового числа k в следующей форме:

  0
ωκ ω α γ

Im .
2

k
c


  

Слагаемое –γ/2 обусловлено энергетическими переходами 2  1 ато-
мов среды:

 2

2 1
спонт

λ ν
γ ( ) ,

8π
hg h

N N
t

 


                          (4.204)

где λ νc   – длина волны в среде, ηc c  – скорость света в среде.
Феноменологический параметр α0 > 0 моделирует поглощение

волны средой, обусловленное всеми другими механизмами потери
энергии, кроме переходов 2  1.

Рис. 4.22. Схема лазерного генератора.
В центре – оптический резонатор (два полупрозрачных зеркала и среда с инверсной населенностью между

ними)
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Обозначим через t1 отношение амплитуды прошедшего через
левое зеркало электрического поля к амплитуде падающего элект-
рического поля, а через t2 – ту же величину для правого зеркала. Пусть
r1(r2) – отношение амплитуды отраженного внутри среды электри-
ческого поля к амплитуде падающего электрического поля для лево-
го (правого) зеркала.

Обсудим прохождение волны (4.202) через резонатор. В точке 1
через зеркало слева в среду проходит волна с амплитудой t1Ei, кото-
рая при достижении второго зеркала приобретает дополнительный
фазовый множитель exp(ilk), где l – длина резонатора. Далее волна
частично отражается зеркалом (точка 2), а частично проходит сквозь
него (доли этих частей амплитуды волны учтены множителями r2, t2

соответственно). Отраженная волна вновь пересекает резонатор,
приобретая множитель exp(2ilk), после чего в точке 3 частично от-
ражается зеркалом, а частично проходит сквозь него. В дальнейшем
нас интересует лишь результирующая волна, вышедшая из резона-
тора справа. Результирующую волну на выходе из резонатора слева
обсуждать не будем, поэтому она не изображена на рисунке. Ампли-
туда отраженной волны в точке 3 получается после умножения на
коэффициент r1 волны, пришедшей в точку 3. Затем волна доходит
до правого зеркала с фазовым множителем exp(3ilk), и ее часть t2

покидает резонатор. Видно, что в сумме на выходе из резонатора
(справа) получается геометрическая прогрессия из амплитуд:
t1t2Eiexp(ilk), t1t2r1r2Eiexp(3ilk), ... .

Просуммируем геометрическую прогрессию для нахождения
прошедшей волны:

    1 2 1 2, exp( iω i ) 1 exp 2iitE r t e t t E t k l rr k l      
 

    
 

2 2 1 2
1 2

1 2

exp iω i
exp 4i c.c. c.c. .

1 exp 2i
it t E t k l

r r k l e
rr k l

   
       




Вообще говоря, в расчете следовало бы учесть, что при отраже-
нии от более плотной среды фаза электромагнитной волны изме-
няется на ±π. Однако в данной задаче это несущественно, так как
перед выходом из резонатора волна испытывает четное число от-
ражений.

Когда знаменатель в формуле для прошедшей волны

 
 

 
1 2

1 2

exp iω i
,  c.c.

1 exp 2i
i

t

t t E t k l
E r t e

rr k l

   
   

 
             (4.205)

4.12. Собственные оптические колебания лазера
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обращается в нуль, даже ничтожно малая волна на входе в резонатор
дает на выходе из него волну гигантской амплитуды. Мы получили
условие, при котором внутри резонатора возбуждаются собственные
колебания:

r1r2exp(2ikl) = 1,                            (4.206)

где, согласно формуле (4.203), k = k0 + i(α0 – γ)/2, 0 ωη ω .k c c  
Разобьем комплексное соотношение (4.206) на два условия: фазовое
и амплитудное.

Фазовое условие имеет вид 2k0l = 2mπ, где m – целое число. Это
обычное условие интерференционного усиления многократно отра-
женных внутри зеркал волн

k0l = mπ.                                       (4.207)

Учитывая, что ω = 2πν, перепишем формулу (4.207) в виде

 
2ν .

ν
l m

c


                                       (4.208)

Частота ν в соотношении (4.208) не может быть произвольной, так
как связана со значениями энергии атомов среды: ν = (ε2 – ε1)/h. Тем
не менее условию (4.207) легко удовлетворить, изменяя длину l ре-
зонатора.

Амплитудное условие r1r2exp[l(γ(ω) – α0)] = 1 можно переписать
как формулу для порогового значения коэффициента усиления:

   порог 0 1 2
1γ ω α ln .rr
l

                           (4.209)

Учитывая явный вид коэффициента γ(ω) (4.204), вычислим крити-
ческое значение плотности инверсной населенности атомных уров-
ней, после превышения которой возможно возбуждение собствен-
ных колебаний в лазерном резонаторе:

 
спонт

порог 2 1 порог 0 1 22

8 π 1( ) α ln( ) .
ν λ

t
N N N rr

lhg h
    
         (4.210)

При возбуждении собственных колебаний в резонаторе лазер
отбирает энергию от среды с инверсной населенностью и излучает
ее в оптическом диапазоне. Если не производить «накачку», т. е. не
переводить новые атомы среды из основного состояния в возбуж-
денные, то инверсная населенность будет уменьшаться и возникшие
в лазере собственные колебания прекратятся. Это произойдет в тот
момент, когда инверсная населенность атомных уровней упадет ниже
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вычисленного нами критического значения Nпорог. Если атомы среды
в резонаторе все время «накачивать» на уровень 2, то можно добить-
ся непрерывных собственных колебаний в резонаторе. Отсюда сле-
дует, что лазеры могут быть двух типов: с непрерывным режимом
работы и импульсным.

4.13. ИМПУЛЬСНЫЙ РУБИНОВЫЙ ЛАЗЕР

В импульсном режиме работает, например, первый квантовый
генератор света – рубиновый лазер, созданный в 1960 г.

В рубиновом лазере рабочим веществом является рубин, пред-
ставляющий собой кристалл оксида алюминия Al2O3 (корунд), в ко-
торый при выращивании введен в виде примеси оксид хрома Cr2O3.
Красный цвет рубина обусловлен положительными ионами Cr3+.
В решетке кристалла Al2O3 ион Cr3+ замещает ион Al3+. Вследствие
этого в кристалле возникают две полосы поглощения: одна – в зеле-
ной части спектра, другая – в голубой (рис. 4.23). Густота красного
цвета рубина зависит от концентрации ионов Cr3+: чем больше кон-
центрация, тем гуще красный цвет. В темно-красном рубине кон-
центрация ионов Cr3+ достигает 1%.

В рубиновом лазере используются энергетические переходы
ионов Cr3+. Накачка совершается путем облучения кристалла руби-
на интенсивной вспышкой света с помощью мощной ксеноновой
лампы, подобной той, что используется при фотографировании. Лам-
па дает вспышку света при прохождении через нее импульса тока.
При протекании тока газ ксенон нагревается до нескольких тысяч
градусов Кельвина. Непрерывная накачка невозможна, потому что
лампа при столь высокой температуре не выдерживает непрерывно-
го режима работы.

Свет лампы немонохроматичен, поэтому важно, что у ионов Cr3+

имеются полосы квази-
непрерывного спектра 3 и
4 (см. рис. 4.24). Именно
в эти энергетические со-
стояния вначале перехо-
дят ионы Cr3+, поглощая

Рис. 4.23. Типичный импульс-
ный рубиновый лазер с двумя
внешними зеркалами, накачива-

емый лампой-вспышкой

4.13. Импульсный рубиновый лазер

Внешнее
зеркало

Охладитель
Рубиновый
стержень

Лампа-
вспышка

Внешнее зеркало
(частично пропу
скающее излучение)

-
 

Выходной
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конденсатор

Источник
напряжения



312 Глава 4. Квантовая когерентная оптика. ...

кванты света ксеноновой лампы. На рис. 4.24
вертикальные линии отвечают за переходы,
осуществляющие накачку. Волнистая линия –
лазерный переход. Наклонные линии – это бе-

зызлучательные переходы, которые происходят очень быстро (за
время порядка 10–7 с). При этом излишек энергии превращается в
энергию колебаний решетки, что приводит к нагреву рубина. Поэто-
му рубиновый стержень необходимо непрерывно охлаждать.

Время жизни ионов Cr3+ на уровне 2 сравнительно велико (по-
рядка 3·10–3 с), поэтому после накачки большая часть их переходит с
основного (1-го) уровня на верхний метастабильный уровень (2-й).
Собственные колебания в рубиновом лазере возбуждаются, когда раз-
ность населенностей N2 – N1 > Nпорог.

Поляризационные характеристики излучения лазеров на рубине
прежде всего зависят от ориентации кристалла рубина. Рубин одно-
осный кристалл. Поэтому, когда геометрическая ось лазера перпен-
дикулярна оптической оси кристалла рубина, получают линейно по-
ляризованный свет. В случае, когда оптическая ось кристалла и гео-
метрическая ось лазера параллельны, излучение неполяризовано.

В лазерах, где рабочее вещество изотропно (например представ-
ляет собой кубический кристалл), для получения поляризованного
света используют отражения выходящего луча. Для этого на выходе
из резонатора (справа от рабочего вещества) вместо полупрозрачно-
го зеркала помещают бипризму с двумя зеркалами, нанесенными на
её нижнюю и правую грани. Бипризма в сечении представляет со-
бой равнобедренный треугольник, основание которого соответству-
ет прозрачной левой грани бипризмы. Угол при основании треуголь-
ника и поворот бипризмы выбраны так, чтобы внутри нее световые
лучи падали и отражались от зеркал под прямым углом. Такая систе-
ма делит выходящий из рабочего вещества световой пучок на две
части, одна из которых, после преломлений в бипризме и отражения
от зеркал, как и положено, возвращается в резонатор. Вторая часть
пучка образована излучением, которое по выходе из рабочего веще-
ства (из бипризмы) в результате отражения (преломления) под уг-
лом Брюстера на левой грани бипризмы становится линейно поля-
ризованным. Эта часть пучка покидает резонатор.

Общий принцип получения поляризованного излучения состоит
в следующем. Необходимо каким-либо способом создать в рабочем
теле лазера направление преимущественной ориентации. Например,

Рис. 4.24. Энергетические уровни, используемые в руби-
новом лазере

Голубая полоса поглощения

Зеленая полоса
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можно добавить красители, люминесцентное излучение которых
поляризовано. Это приведет к резкому нарастанию степени поляри-
зации генерируемого излучения со временем, даже при его незначи-
тельной начальной поляризации.

В процессе лазерного излучения разность населенностей умень-
шается, и лазерное излучение прерывается, когда степень инверсно-
сти среды станет меньше порогового значения.

4.14. ГЕТЕРОЛАЗЕРЫ

10 октября 2000 г. Нобелевский комитет сообщил, что ежегодная
премия в области физики присуждена Ж.И. Алферову (Физико-тех-
нический институт им. А.Ф. Иоффе Российской академии наук,
Санкт-Петербург, Россия), Герберту Кремеру (Калифорнийский уни-
верситет в Санта-Барбаре, США) и Джеку С. Килби (фирма “Texas
Instruments” в Далласе, США). Ученые удостоены награды за откры-
тие и разработку опто- и микроэлектронных элементов на базе так
называемых гетеропереходов и гетероструктур.

Гетеропереход – это контакт двух различных по химическому
составу полупроводников. На границе раздела полупроводников
обычно изменяются ширина запрещенной зоны, подвижность носи-
телей заряда, их эффективные массы и другие важные физические
характеристики материала. В «резком» гетеропереходе изменение
свойств материала происходит на расстоянии, сравнимом или мень-
шем, чем ширина области объемного заряда. Комбинации различ-
ных гетеропереходов p – n-, n – n-, p – p-типов образуют гетерост-
руктуры.

Американец немецкого происхождения Г. Кремер в далеком 1957 г.
разработал первый гетероструктурный транзистор с уникальными
свойствами. Шестью годами позже он же и Ж.И. Алферов, незави-
симо друг от друга, предложили принципы, которые были положе-
ны в основу конструкции принципиально новых гетероструктурных
лазеров. В том же году Ж.И. Алферов запатентовал ставший в по-
следствии знаменитым оптический инжекционный квантовый гене-
ратор. Третий физик-лауреат внес огромный вклад в создание интег-
ральных схем на гетероструктурах. Фундаментальные работы этих
ученых сделали возможным создание сверхминиатюрных приборов
и устройств современной опто- и микроэлектроники с фантастичес-
кими свойствами.

В 1962 г. Ж.И. Алферов с небольшой группой энтузиастов начи-
нает исследования полупроводниковых гетероструктур. В то время

4.14. Гетеролазеры
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надо было обладать удивительной интуицией и научной смелостью,
чтобы съехать с наезженной колеи физики полупроводниковых мо-
нопереходов на тропу исследования гетеропереходов, на которой еще
никто ничего не нашел. Мало кто верил в возможность изготовления
идеального гетероперехода. Дело в том, что создание гетероперехо-
да с полезными свойствами возможно лишь при совпадении типов,
ориентаций и периодов кристаллических решеток сращиваемых
материалов. Кроме того, в идеальном гетеропереходе граница разде-
ла должна быть свободна от структурных дефектов, а также от меха-
нических напряжений. Можно даже сказать, что техническим уст-
ройством является сама граница раздела полупроводников с разны-
ми типами проводимости.

Изготовление идеальных гетеропереходов и гетероструктур ста-
ло возможным благодаря развитию методов эпитаксиального выра-
щивания полупроводниковых кристаллов. Ж.И. Алферов выдвинул
и реализовал гениальную идею: выращивать на грани кристалла с
определенными параметрами решетки другие кристаллы с теми же
параметрами решетки, но с совершенно иным спектром энергии элек-
тронов и дырок.

Все материалы, из которых делаются гетероструктуры, относят-
ся к центральной части Периодической системы элементов (III–V-
группы). В середине (в IV группе) находятся Ge и Si. Однако практи-
ческая разработка гетероструктуры на основе сплавов Ge – Si потре-
бовала больших усилий из-за 4%-го различия постоянных решетки
Si и Ge.

Кремний и германий играют такую же важную роль в техноло-
гии электронных приборов, как сталь в технологии конструкцион-
ных материалов. Однако подобно тому, как современная металлур-
гия использует кроме стали и другие материалы, электроника, поми-
мо кремния и германия, имеет дело, например, с полупроводнико-
выми твердыми растворами. Каждый элемент III группы может всту-
пать в соединение с любым элементом V группы. При этом возника-
ют соединения типа АIIIBV.

Галлий и алюминий принадлежат III группе Периодической сис-
темы, а мышьяк – V. Наиболее удачными для создания гетерострук-
тур оказались полупроводник GaAs (арсенид галлия) и твердый ра-
створ AlxGa1–xAs (арсенид алюминия-галлия), в котором часть ато-
мов галлия замещена атомами алюминия. Величина x обычно изме-
няется от 0,15 до 0,35. Ширина запрещенной зоны в арсениде галлия
составляет 1,5 эВ, а в твердом растворе AlxGa1–xAs она растет с уве-
личением x. Так, в соединении AlAs (этот случай соответствует зна-
чению х = 1) ширина запрещенной зоны составляет 2,2 эВ.
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Для составляющих перечисленных систем с большой точностью
совпадают периоды кристаллических решеток и коэффициенты теп-
лового расширения. Это гарантирует фактическое отсутствие дефек-
тов и напряжений и, следовательно, высокое качество поверхностей
раздела в гетероструктурах.

Подвижность электрона или дырки – это величина, которая
характеризует, насколько свободно носитель заряда движется че-
рез вещество. При низких температурах, когда рассеянием на фоно-
нах можно пренебречь, подвижность носителей заряда в совре-
менных гетероструктурах GaAs / AlxGa1–xAs превышает таковую в
кремнии почти в 1000 раз и равна по порядку величины 107 см2/(В·с).
При этом длина свободного пробега электрона равна приблизи-
тельно 0,2 мм, т. е. электрон проходит мимо миллиона атомов без
рассеяния.

Открытие Алферовым идеальных гетеропереходов, разработка
технологий их получения повлекли за собой успешные исследова-
ния уникальных электрических и оптических свойств гетерострук-
тур. В частности, были предсказаны и обнаружены следующие но-
вые эффекты. Эффект сверхинжекции, состоящий в том, что плот-
ность носителей, инжектированных в слой узкозонного полупровод-
ника гетероструктуры, оказывается намного больше плотности в
широкозонном слое, служащем эмиттером. Эффект электронного
ограничения в гетероструктурах, обусловленный изменением шири-
ны зоны запрещенных энергий и обеспечивающий локализацию но-
сителей заряда в тонком слое узкозонного полупроводника. Оба эф-
фекта чрезвычайно полезны, например, при создании инверсной
населенности в активном слое полупроводникового лазера. Был так-
же открыт эффект оптического ограничения, связанный с различи-
ем показателей преломления слоев и позволяющий создать простран-
ственную локализацию для электромагнитных волн. Это важно, на-
пример, при выведении мощного электромагнитного импульса без
потерь энергии из активного слоя лазера.

Обнаруженные эффекты открыли богатые возможности для уп-
равления движением носителей заряда и световыми потоками в ге-
тероструктурах. Это позволило кардинально улучшить параметры
большинства известных полупроводниковых приборов, создать прин-
ципиально новые приборы, особенно перспективные для примене-
ния в оптической и квантовой электронике. В очень короткое время
(в конце 60-х – начале 70-х гг.) лаборатория Ж.И. Алферова создала
первый гетеролазер с низким порогом генерации, работающий в не-
прерывном режиме при комнатной температуре, высокоэффектив-
ные светоизлучающие диоды, фотодиоды, фототранзисторы, солнеч-

4.14. Гетеролазеры
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ные элементы. В производство также
передали технологию изготовления но-
вых типов силовых диодов, транзисто-
ров и тиристоров на гетероструктурах.

Простейший инжекционный гетеро-
лазер содержит два гетероперехода.
Один из них p – n-типа инжектирует

электроны. Фактически, это диод, включенный в прямом направле-
нии. Второй гетеропереход p – p-типа ограничивает растекание но-
сителей заряда из области активного среднего слоя. Важно, что сред-
ним слоем является материал с меньшей шириной запрещенной зоны
и большей диэлектрической постоянной, чем крайние слои. Две плос-
копараллельные грани сэндвича из полупроводниковых слоев, пер-
пендикулярные плоскостям p – p- и p – n-переходов, служат зеркала-
ми оптического резонатора (рис. 4.25).

Активными частицами в лазере являются свободные носители
заряда – электроны и дырки. Инверсия заполнения достигается при
большом прямом токе через p – n-переход за счет инжекции избы-
точных носителей заряда в активный слой.

Благодаря потенциальным барьерам у границ активного слоя
(рис. 4.26), электронно-дырочная плазма оказывается запертой в по-
тенциальной яме среднего слоя, поэтому отсутствуют рекомбинаци-
онные потери энергии в крайних слоях.

Генерация когерентного излучения осуществляется в результате
квантовых переходов в среднем слое между разрешенными зонами,
а не дискретными уровнями энергии, как это было в рубиновом ла-
зере. Вследствие заметной разницы диэлектрических постоянных,
средний слой играет роль высококачественного волновода, поэтому
потери излучения в крайних слоях ничтожны (использовано явле-
ние полного внутреннего отражения электромагнитных волн).

Лазеры на квантовых ямах можно перестраивать по длине вол-
ны: с уменьшением длины ямы частота, генерируемая лазером, воз-
растает.

Ток, соответствующий началу генерации, называют пороговым.
В гетеролазерах пороговый ток рекордно мал (в 20 раз ниже, чем в
обычных полупроводниковых лазерах). Важным достижением яв-
ляется получение непрерывной генерации излучения без охлажде-
ния гетеролазеров, что невозможно в полупроводниковых лазерах
на монопереходах, работающих по близкой схеме.

Рис. 4.25. Общая схема инжекционного гетеро-
лазера

Зеркало

Зеркало
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Другие привлекательные
черты гетеролазеров: малые раз-
меры активного элемента, малая
инерционность, высокая эффек-
тивность преобразования элект-
рической энергии в световую (по
сравнению с 2–3% для полупро-
водниковых лазеров на монопереходе для гетеролазеров эффектив-
ность доходит до 60%).

В начале 1970-х гг. Ж.И. Алферовым с сотрудниками были сфор-
мулированы принципы создания идеальных гетероструктур с исполь-
зованием многокомпонентных (четверных и более) твердых раство-
ров (в частности InGaAsP-гетероструктур). В таких растворах при
изменении состава период решетки изменяется незначительно, тог-
да как ширина запрещенной зоны варьируется в больших пределах.
Это позволило расширить диапазон излучения гетеролазеров как в
инфракрасную, так и видимую области спектра. Именно такие лазе-
ры сегодня используются в качестве источников излучения в воло-
конно-оптических линиях связи повышенной дальности.

В 80–90-е гг. Ж.И. Алферовым и его сотрудниками были продол-
жены исследования солнечных элементов на основе гетероструктур,
что привело к созданию фотоэлектрических преобразователей, ра-
ботающих при концентрированном солнечном излучении. Коэффи-
циент полезного действия нового поколения приборов приблизился
к теоретическому и превысил 30% (для сравнения, кпд первых полу-
проводниковых фотоэлементов составлял лишь 1%). Подобные пре-
образователи создали хорошую базу для развития работ по косми-
ческой и солнечной энергетике. Солнечные элементы этого типа ока-
зались чрезвычайно эффективными и надежными – так, на протяже-
нии многих лет (около 10 лет) они работали на космической станции
«Мир» без заметного снижения мощности.

Хотя это и звучит фантастически, но гетероструктуры представ-
ляют собой способ создания человеком на межатомных расстояниях
новых типов материалов с заданными свойствами. В будущем такие
материалы приведут к значительному улучшению характеристик
многих приборов и устройств, их сверхминиатюризации. Первые
плоды новой электроники уже вошли в нашу жизнь. Лазерные дио-
ды, основанные на гетероструктурах, можно обнаружить в проигры-

4.14. Гетеролазеры

Рис. 4.26. Энергетическая диаграмма
гетероструктуры лазера:

εc и εν – края зоны проводимости и валентной зоны
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вателях CD-дисков. Создание волоконно-оптических коммуникаций,
в том числе Интернета, оказалось возможным только благодаря но-
вым материалам на основе гетероструктур. Быстродействующие
транзисторы на гетероструктурах используются сегодня в спутни-
ковой связи, мобильных телефонах и т. д.

4.15. ФОРМАЛИЗМ МАТРИЦЫ ПЛОТНОСТИ. ПОЛУКЛАССИЧЕСКАЯ
ТЕОРИЯ РАСПРОСТРАНЕНИЯ ЭЛЕКТРОМАГНИТНЫХ ВОЛН

В СРЕДЕ С ДВУХУРОВНЕВЫМИ АТОМАМИ

Формализм матрицы плотности широко используется при опи-
сании квантовых систем, состоящих из большого числа одинаковых
частиц. С его помощью удобно производить усреднение по ансамб-
лю частиц.

Поясним основы метода на конкретном примере. Рассмотрим
взаимодействие N двухуровневых атомов с электромагнитной вол-
ной. Будем считать, что электромагнитная волна содержит много
фотонов, поэтому ее можно описывать в терминах теории Максвел-
ла. Ограничимся электрическим дипольным приближением, кото-
рое учитывает основное взаимодействие атома с полем электромаг-
нитной волны.

Для немагнитной среды 0( 0, μ )M B H 
  

 уравнения Максвелла
имеют вид

0

1div div ,
ε

E P
 

div 0,H 


 внеш 0rot ε ,H j E P
t
  


  

0rot μ ,HE
t

 



                                 (4.211)

где P


 – дипольный момент единицы объема среды. Плотность внеш-
него электрического тока

внеш σj E


                                     (4.212)

вводят при решении некоторых задач, чтобы учесть линейные поте-
ри энергии, обусловленные наличием какой-либо поглощающей
фоновой среды, а также потери энергии в лазерах, связанные с диф-
ракцией волн и пропусканием зеркал.



319

Из уравнений Максвелла нетрудно вывести уравнение, опреде-
ляющее распределение электрического поля E


 в среде:

2 2

0 02 2 2
1rot rot (div ) μ σ μ .E E PE E E

t c t t
        
  

     

Заметим, что div ,E


 в общем случае, отлична от нуля. Перенесем в
получившемся уравнении все слагаемые с E


 в левую часть и полу-

чим

2 2

0 02 2 2
1(div ) μ σ μ .E E PE E

tc t t
       

 

    
          (4.213)

Рассмотрим для определенности поперечные электромагнитные
волны, распространяющиеся вдоль оси Ох. Пусть они линейно по-
ляризованы вдоль оси Oz (рис. 4.27).

Тогда    0,0, ( , ) , 0,0, ( , )E E x t P P x t 
 

 и уравнение (4.213) упро-
щается:

2 2 2

0 02 2 2 2
1 μ σ μ .E EE P

tx c t t
     

  
                 (4.214)

Двухуровневый атом будем описывать как квантовую систему в
терминах энергетического спина. Гамильтониан, характеризующий
состояние атома и его взаимодействие с электрическим полем E


,

имеет вид

  
ат вз ,H H H                                   (4.215)
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вз ,H p E  


                                    (4.217)

где  
112p е D R 


 – оператор дипольного момента атома.

Напомним, что


11 1 2 2 , 2 1 1 2 ,I R   

   
2 3

i 2 1 1 2 , 1 1 2 2 ,R R   

4.15. Формализм матрицы плотности. Полуклассическая теория ...

Рис. 4.27. Направление поляризации электрического поля,
распространяющегося вдоль оси Ох
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  iε δ ,s p qspq spR R R I                               (4.218)

где εspq – единичный абсолютно антисимметричный псевдотензор
(ε123 = 1), а по повторяющемуся индексу подразумевается суммиро-
вание.

Пусть |Ψ – некоторое состояние изолированного атома. Вектор
|Ψ удовлетворяет уравнению Шрёдингера

i Ψ ΨH
t
 

                                  (4.219)

или

i Ψ ΨH
t
 

                                 (4.220)

в силу того, что оператор H  – эрмитов, т. е.  .H H



Кет-вектор |Ψ можно разложить по произвольному полному на-
бору векторов. В качестве таких векторов выберем ортонормирован-
ные собственные векторы оператора  атH :


ат ε , 1, 2,iH i i i                              (4.221)

δ .iji j                                        (4.222)

Тогда |Ψ = с1(t)|1 + c2(t)|2, где ci = i|Ψ = Ψ|i*. Далее состояние |Ψ
считаем нормированным:

Ψ|Ψ = |c1|
2 + |c2|

2 = 1.                           (4.223)

Из курса квантовой механики известно, что в состоянии |Ψ сред-
нее значение какой-либо наблюдаемой величины, соответствующей
эрмитовому оператору A , вычисляется по формуле

  *

, 1,2 , 1,2

Ψ Ψ Ψ Ψ .i j ij

i j i j

A i i A j j c c A
 

            (4.224)

При получении этого равенства мы воспользовались условием пол-
ноты состояний {|i}:

.
i

i i I 
                                    (4.225)

Вычисленное нами среднее (4.224) определяет наблюдаемую вели-
чину A для изолированного атома. На практике в большинстве задач
мы имеем дело с системой, состоящей из большого числа одинако-
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вых атомов. Реально мы измеряем не величину Ψ Ψ ,A  а ее значе-
ние, дополнительно усредненное по всем N атомам среды. Соответ-

ствующее среднее будем обозначать A :

 ( )* ( ) ( ) ( )

, 1,2 , 1,2

1 Ψ Ψk k k k
k i j ij k

k i j k i j

A N c c A w i i A j j
N

 

     

   ( ) ( )

1,2 1,2 1,2

Ψ Ψ ρ Sp ρ .k k
k

j k i j

j w i i A j j A j A
  


   

 
     

(4.226)

Здесь Nk – число атомов среды, находящихся в состоянии |Ψ(k),

, /k k k

k

N N w N N   – вероятность реализации в ансамбле из

N атомов квантово-механического состояния |Ψ(k), а оператор плот-
ности

( ) ( )ρ Ψ Ψ .k k
k

k

w                              (4.227)

Нетрудно убедиться, что ρ ρ

   (оператор ρ  эрмитов) и

Sp ρ 1.k

k

w                                  (4.228)

Найдем уравнения, решением которых является оператор плот-
ности ρ . Для этого найдем полную производную по времени от вы-
ражения (4.227):

    ( ) ( ) ( ) ( )d ρ Ψ Ψ Ψ Ψ .
d

k k k k
k

k

w
t t t

  
 

Заменяем по формулам (4.219) и (4.220) величины ( ) ( )Ψ и Ψk k

t t
 
 их значениями, и получаем окончательно

dρ 1 ,ρ .
d i

H
t

   





                                 (4.229)

Заметим, что ρ  – это специфический оператор, он заменяет волно-
вую функцию. Поэтому, в отличие от других операторов картины
Шрёдингера, он изменяется с течением времени.

4.15. Формализм матрицы плотности. Полуклассическая теория ...
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Введем представление наблюдаемых величин в базисе {|i}.
В этом базисе операторам H  и ρ  соответствуют матрицы размер-
ностью 22.

Оператору ρ  соответствует матрица плотности

11 12

21 22

ρ ρ
ρ ,

ρ ρ

 
  
 


                                  (4.230)

где ρ ρij i j   и, в силу эрмитовости ρ ,

* * *
11 11 22 22 12 21ρ ρ ,  ρ ρ ,  ρ ρ .                          (4.231)

Гамильтониан (4.216) принимает вид

  1 2 1 2
3

ε ε ε ε
σ ,

2 2
H I p E

 
   

                     (4.232)

где  
112 ,p e D  


 а σi  – матрицы Паули. Напомним вид и алгебруу

этих матриц:

  
1 2 3

0 1 0 i 1 0 1 0
σ ,   σ ,   σ ,   ,

1 0 i 0 0 1 0 1
I

       
          

       



  σ σ iε σ δ .s p kspk spI                                (4.233)

Здесь, как и ранее, εspk – символ Леви – Чивиты.
Запишем подробнее матрицу, соответствующую оператору

Гамильтона (4.232), воспользовавшись тем, что в данной задаче

12 12(0,0, ), (0,0, ) :E E D D 
 

 1 12

12 2

ε
.

ε

e D E
H

e D E

 
  
 

                          (4.234)

Выясним физический смысл элементов матрицы плотности ρ .
Величина

2
( )

11ρ 1 Ψ k
k

k

w                              (4.235)

характеризует вероятность обнаружения в системе из N атомов груп-
пы атомов с энергиями ε1, т. е. атомов в основном состоянии. Эта
группа содержит N1 = Nρ11 атомов.

Аналогично, величина ρ22 позволяет вычислить число атомов N2,
находящихся в возбужденном состоянии с энергиями ε2 > ε1:

N2 = Nρ22.
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Для выявления физического смысла недиагональных элементов
матрицы ρ , вычислим среднее значение дипольного момента отдель-
ного атома в ансамбле из N атомов:

      12 1 12 12 21Sp ρ Sp ρσ ρ ρp p e D e D      
  

 *
12 21 21ρ ρ .e D  


                             (4.236)

Таким образом, недиагональные элементы матрицы плотности
определяют средний дипольный момент отдельного атома среды.
Поэтому интересующий нас дипольный момент единицы объема
среды

  *
12 21 21ρ ρ ,P n p n e D   

 
                  (4.237)

где n = N/V – число атомов в единице объема среды.
В результате уравнение Максвелла (4.214), определяющее рас-

пространение электрического поля E


 в среде, принимает вид

 
2 2 2

*
0 0 12 21 212 2 2 2

1 μ σ μ ρ ρ .EE E n e D
tx c t t

      
  

      (4.238)

Здесь мы учли, что в рассматриваемой нами задаче (0,0, ),E E


12 12(0,0, ).D D


В базисе {|i} уравнения для оператора плотности ρ  сводятся к
уравнениям для элементов матрицы плотности ρ . Эти уравнения на-
зываются уравнениями Блоха. Используя формулу

 21 12 22 11 12 1 2

11 22 21 1 2 12 21

γ(ρ ρ ) γ(ρ ρ ) ρ (ε ε )
,ρ ,

γ(ρ ρ ) ρ (ε ε ) γ(ρ ρ )
H

    
          


 (4.239)

где *
12 21 12γ , ρ ρ ,е D E   нетрудно получить систему уравнений на

элементы матрицы плотности (уравнения Блоха):

    21 2 1 21 12 11 22
d 1ρ ε ε ρ ρ ρ ,
d i

e D E
t

   


 *
11 12 21 21

d 1ρ ρ ρ ,
d i

e D E
t

 


 *
22 12 21 21

d 1ρ ρ ρ .
d i

e D E
t

  


                     (4.240)

4.15. Формализм матрицы плотности. Полуклассическая теория ...
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Из определения матричного элемента

( )* ( )
21 2 1

1ρ k k
k

k

N c c
N

 

видим, что ρ21 представляет собой сумму комплексных чисел, фазы
которых различаются от атома к атому и резко изменяются после
каждого их столкновения. Отсюда можно заключить, что в отсут-
ствие внешнего поля величина ρ21 должна обращаться в нуль уже
после нескольких столкновений атомов друг с другом.

Кроме того, интуитивно ясно, что в отсутствие внешнего поля
диагональные элементы матрицы ρ  должны релаксировать с тече-
нием времени к своим равновесным значениям (0) (0)

11 22ρ и ρ .
Приведенные качественные соображения можно облечь в мате-

матическую форму, если чисто формально ввести в уравнения Блоха
(4.240) так называемые релаксационные члены:

     21
21 2 1 21 12 11 22

2

ρd 1ρ ε ε ρ ρ ρ ,
d i

e D E
t T

    


 
 (0)

22 11*
11 12 21 21

1

ρ ρd 1ρ ρ ρ ,
d i

e D E
t T


  


             (4.241)

 
 (0)

22 11*
22 12 21 21

1

ρ ρd 1ρ ρ ρ .
d i

e D E
t T


   


Время T2 носит название времени поперечной релаксации. За это
время индивидуальные атомы среды «забывают» свою фазовую ко-
герентность, т. е. свою фазовую согласованность. За время T1 в от-
сутствие поля диагональные элементы матрицы плотности восста-
навливают свои равновесные значения.

Уравнения Максвелла (4.238) и уравнения Блоха с релаксацион-
ными членами (4.241) образуют замкнутую систему, пригодную для
анализа многих, в том числе нелинейных, явлений, связанных с рас-
пространением электромагнитных волн через среду с активными
атомами. При этом атомы среды описываются квантово-механичес-
ки, а электромагнитная волна – классически (квазиклассическое при-
ближение). Изложенный подход будет недостаточен только тогда,
когда нас интересуют квантовые свойства электромагнитных волн в
среде.
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Заметим, что в рамках такого подхода нетрудно вычислить ди-
электрическую восприимчивость среды, которая определяет связь
между гармониками    ω и ω :P E

 

     ω α ω ω ,P E
 

а значит, полностью найти комплексный показатель преломления
среды

    0ε ω η iκ α ω ε .   

Связь мнимой части κ этого показателя с микротеорией мы уже об-
суждали.

Полуклассический подход не только воспроизводит все получен-
ные нами формулы, но и автоматически вычисляет форму линии.
Форма линии оказывается лоренцевой и задается параметрами T1 и
T2. Таким образом, запостулированная нами запись релаксационных
членов в уравнениях Блоха соответствует учету вполне определен-
ного физического механизма, ответственного за форму линии.
А именно, учету столкновений атомов среды друг с другом.

4.16. САМОИНДУЦИРОВАННАЯ ПРОЗРАЧНОСТЬ.
ПОНЯТИЕ О СИЛЬНО НЕЛИНЕЙНЫХ ЧАСТИЦЕПОДОБНЫХ

ВОЗБУЖДЕНИЯХ – СОЛИТОНАХ

В 1965–1970 гг. был теоретически предсказан, а затем экспери-
ментально изучен интересный эффект. Оказалось, что при опреде-
ленных условиях ультракороткие импульсы лазерного излучения
проходят через оптическую среду без поглощения как сквозь полно-
стью прозрачную систему. Этот эффект получил название самоин-
дуцированной прозрачности, он связан с формированием так назы-
ваемых оптических солитонов. Поясним сказанное.

Пусть через среду, атомы которой находятся в основном состоя-
нии с энергией ε1, пропускают короткие импульсы лазерного излу-
чения с частотой ν = (ε2 – ε1)/h. Для простоты будем считать, что у
каждого атома имеется только два уровня энергии: ε2 и ε1 (ε2 > ε1).
Передний фронт импульса перебрасывает электроны на атомах сре-
ды с уровня ε1 на более высокий уровень ε2. На это лазерный им-
пульс расходует часть своей энергии и поэтому ослабляется.

Когда через среду с возбужденными атомами проходит задний
фронт импульса, электроны атомов среды возвращаются с уровня
ε2 на уровень с меньшей энергией ε1. Возникающее при этом инду-
цированное электромагнитное излучение с частотой ν = (ε2 – ε1)/h

4.16. Самоиндуцированная прозрачность. Понятие о сильно ...
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возвращает назад лазерному
импульсу всю потерянную им
энергию (рис. 4.28).

Форма и скорость лазерно-
го импульса перестраиваются
так, чтобы процессы поглоще-

ния и излучения энергии происходили синхронно. В результате ла-
зерный импульс приобретает форму частицеподобного «солитона
огибающей». Такими солитонами энергия переносится через среду
сгустками определенной формы и без потерь.

Явление самоиндуцированной прозрачности можно описать в
рамках изложенной полуклассической теории. Остановимся на этом
подробнее.

При возможностях современных технологий нетрудно создать
устройство, генерирующее лазерные импульсы продолжительнос-
тью в наносекунду (10–9 c) или даже пикосекунду (10–10 c). При рас-
пространении наносекундных импульсов через среду, взятую в виде
разреженного газа, продолжительность импульсов τ оказывается
много меньше времен релаксации атомов среды:

τ << T1, T2.                                    (4.242)

В этом случае можно пренебречь диссипативными членами в урав-
нениях Блоха и Максвелла. Релаксационные процессы, описывае-
мые такими слагаемыми, оказываются слишком медленными, по-
этому не оказывают заметного влияния на продвижение через среду
и самолокализацию лазерного импульса.

Для дальнейшего анализа удобнее ввести обозначение

ρ3 = ρ11 – ρ22                                   (4.243)

для величины, характеризующей разность населенностей энергети-
ческих уровней атомов среды.

При ρ3 > 0 на уровнях с энергией ε1 находится больше атомов,
чем на уровнях с энергией ε2. В частности, при ρ3 = 1 имеем термо-
динамически равновесную среду в основном состоянии. Для сре-
ды с ρ3 < 0 характерно инверсное заполнение уровней. При ρ3 = –1
все атомы среды находятся в возбужденном состоянии с энергией
ε2 > ε1.

Рис. 4.28. Энергетическая диаграмма.
Процесс обмена энергией атомов сре-

ды и лазерного импульса
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Кроме того, удобно отделить в комплексной функции ρ21 веще-
ственную и мнимую части:

 21 1 2
1ρ ρ iρ .
2

                                  (4.244)

Учитывая, что дипольный момент атома 12p e D 


 сонаправ-
лен вектору напряженности электрического поля E


, получаем сле-

дующую форму записи уравнений Максвелла – Блоха:

3 2

2
ρ ρ ,

p E
t
  





                            (4.245а)

1 21 2ρ ω ρ ,
t
 


                                 (4.245б)

2 21 1 3

2
 ρ ω ρ ρ ,

p E
t
   





                      (4.245в)

2 2 2

0 12 2 2 2
1 μ ρ ,E n p

x c t t

        


                  (4.245г)

где ω21 = (ε2 – ε1)/  .
Исключим параметр ρ2 из уравнения (4.245б), воспользовавшись

соотношением (4.245в):

2
2

1 21 1 32
21

2
ρ ω ρ ρ .

ω
p E

t

       



                       (4.246)

Из (4.245а) исключим ρ2, применив (4.245б):

3 1
21

2
ρ ρ .

ω
p E

t t
  
 



                              (4.247)

Преобразуем также (4.245г), воспользовавшись вычисленной про-
изводной (4.246):

2 2
2

0 21 1 32 2 2
21

21 μ ω ρ ρ .
ω
p E

E n p
x c t

            




         (4.248)

Перейдем в полученных уравнениях (4.246) – (4.248) к безраз-
мерному полю E , выделив из E его характерную амплитуду A:

,E AE                                         (4.249)

4.16. Самоиндуцированная прозрачность. Понятие о сильно ...
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и введем безразмерный малый параметр

21

ε 1.
ω

A p
 



                                   (4.250)

Предположим, что плотность газа, через который распространяется
лазерный импульс, настолько мала, что справедлива оценка:

2
0μ

εγ,
2

c n p
A




                                   (4.251)

где γ = O(1). В новых обозначениях уравнения Максвелла – Блоха
примут вид, удобный для построения их приближенного решения:

2
2 2
21 1 21 32 ω 2ω ε ρ ,E

t

      


3 1ρ 2ε ρ ,E
t t
  
 



2 2
2
21 1 32 2 2 2

2εγ1 ω ρ 2ε ρ .E E
x c t c

           
 

            (4.252)

В ситуации, когда ε << 1, можно построить приближенное решение
системы (4.252) так называемым методом многомасштабных разло-
жений.

Нас интересуют решения уравнения Максвелла, напоминающие
бегущую волну с быстрой пространственно-временной зависимос-
тью типа

  0 21cos ω .xE E t
c

                             (4.253)

В этой записи учтены два факта.
1. Только волны с частотой ω21 = (ε2 – ε1)/   могут интенсивно

взаимодействовать с двухуровневыми атомами среды.
2. В отсутствие среды выражение (4.253) является точным реше-

нием уравнения Максвелла.
По-видимому, наличие среды приведет лишь к сравнительно мед-

ленным пространственно-временным модуляциям амплитуды вол-
ны и к малым добавкам к (4.253).

Для математическго оформления такой идеи введем медленные
пространственную и временную переменные:

 21
21

εω
, εω ,xX x T t

c c
                         (4.254)
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и будем искать решение для поля E  в форме разложения

  0 21 1( , )cos ω ε ( , , , ) ... .xE E X T t E x t X T
c

           (4.255)

Если внимательно проанализировать вид уравнений (4.252), то
можно убедиться, что такая структура разложения для E  предпола-
гает только следующие разложения для ρ1 и ρ3:

  1 0 21 11ρ ( , )sin ω ερ ( , , , ) ... ,xP X T t x t X T
c

           (4.256)

3 30 31ρ ρ ( , ) ερ ( , , , ) ... .X T x t X T                      (4.257)

Подставив разложения (4.255) – (4.257) в уравнения Максвелла
– Блоха (4.252) и приравняв нулю коэффициенты при разных степе-
нях ε, получим цепочку уравнений. Наш выбор начальных членов
разложения оправдан потому, что первые уравнения цепочки, возни-
кающие в порядке ε0, удовлетворяются автоматически. Для членов
O(ε) получаем

2
2 2
21 11 21 0 30 02 ω ρ 2ω cosθ ρ ,E P

Tt

          
     (4.258а)


2

31 21 30 0 0
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ρ ω ρ 2 cos θ ,E P
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             (4.258б)

22 2
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1 0 02 2 2 2

2ω1 γ sin θ.E E P
Xx c t c

             
       (4.258в)

Здесь  = 21(t  x/c).
Нетрудно видеть, что при интегрировании уравнения (4.258б) по

быстрой переменной t (при этом медленные переменные считаются
постоянными параметрами) возникают растущие по t члены, если
мы не потребуем выполнения условия

30 0 0ρ .E P
T
  


                                  (4.259)

При выполнении условия (4.259) уравнение (4.258б) дает малую
поправку ρ31, которую мы не выписываем, так как она не нужна для
дальнейшего анализа.

4.16. Самоиндуцированная прозрачность. Понятие о сильно ...
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Нетрудно также проверить, что

2
2
212

sinθ
ω 0,

cosθt

      
  

2 2

2 2 2

sinθ1 0.
cosθx c t

      
   

                        (4.260)

В конечном счете, это ведет к тому, что, если в правых частях урав-
нений (4.258а) и (4.258б) оставить слагаемые, пропорциональные
cosθ и sinθ, то их решения будут содержать растущие при x  и
t  члены типа x cosθ, x sinθ, t cosθ, t sinθ. Для самосогласования
расчетов нужно потребовать, чтобы слагаемые ~ cosθ и sinθ отсут-
ствовали в правых частях уравнений (4.258а) и (4.258б). Это дает
следующие уравнения для расчета функций от медленных перемен-
ных:

0 0 30 0 0ρ , γ .P E E P
T X
   
 

                      (4.261)

При ограничениях (4.261) зависящие от быстрых переменных по-
правки ρ11 и E1 легко вычисляются и не содержат «неприятностей».
Мы их не выписываем, потому что полученные уравнения для фун-
кций ρ30, P0 и E0 уже образуют замкнутую систему, которая является
упрощенной моделью, описывающей главный эффект взаимного
влияния электромагнитного поля и атомов среды:

0 0 30ρ ,P E
T
 


30 0 0ρ ,E P
T
  


                                 (4.262)

0 0γ .E P
X
  


Подчеркнем, что «замыкание» теории возмущений в упрощен-
ную модель (4.262) происходит не всегда, а только при верном выбо-
ре медленных переменных, отражающем характерные простран-
ственно-временные процессы в системе.

Из первых двух уравнений системы (4.262) находим

2 2
0 30( ρ ) 0.P

T
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Не ограничивая общности, можно положить
2 2

0 30ρ 1.P  

Это позволяет параметризовать P0 и ρ30:

0 30sin Ф, ρ cosФ.P                             (4.263)

Именно такое чередование знаков совместимо с первыми двумя урав-
нениями (4.262), из которых дополнительно вытекает, что

0 Ф.E
T



                                    (4.264)

Если подставить полученные результаты (4.263) и (4.264) в пос-
леднее уравнение системы (4.262), получим дифференциальное урав-
нение для расчета Ф:

Ф γsin Ф.
X T
  
 

                              (4.265)

Анализ решений уравнения (4.265) с разными знаками показы-
вает, что верхний знак описывает ситуацию, когда электромагнит-
ная волна распространяется через равновесную среду. Нижний знак
соответствует распространению электромагнитной волны через среду
с инверсной населенностью. В среде с инверсной населенностью
решения Ф являются неустойчивыми.

Далее ограничимся обсуждением решений уравнения

Ф γsin Ф,
X T
   
 

                              (4.266)

которое описывает эффект самоиндуцированной прозрачности из-
начально равновесной среды.

Решения уравнения (4.266) определяют электрическое поле в
среде E0 = Ф/T и величину ρ3 = cosФ, характеризующую степень
инверсности среды при прохождении через нее электромагнитного
импульса. Нас интересуют сильные возмущения первоначально рав-
новесной среды, для которой до прохождения через нее волны ρ3 = 1
и, следовательно, Ф = 0 или Ф = 2πn, где n – целое число.

Ранее мы рассматривали случаи слабо возбужденных состояний
среды, когда определяющие уравнения можно было линеаризовать
вблизи положения устойчивого равновесия среды. В данной задаче
линеаризация (4.265) бесполезна, так как приводит к уравнению

Ф γФ.
X T
   
 

                                (4.267)

4.16. Самоиндуцированная прозрачность. Понятие о сильно ...
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Никакой конечный порядок традиционной теории возмущений по сте-
пеням Ф для уравнения (4.266) (при разложении sinФ = Ф – Ф3/3!+...)
не дает частицеподобных сгустков энергии – солитонов. Степенное
разложение непригодно уже потому, что нарушает свойство перио-
дичности функции sinФ. Обсудим эту проблему подробнее.

В этой книге нами рассмотрены разные конденсированные сре-
ды. На конкретных примерах мы убедились, что реальные среды
всегда описываются нелинейными дифференциальными уравнени-
ями в частных производных. Вообще говоря, многие из конденси-
рованных сред имеют весьма нетривиальное сильно нелинейное
основное состояние (например доменную структуру). Однако мы
ограничились обсуждением сравнительно простых сред с простран-
ственно-однородным устойчивым основным состоянием. При ма-
лых внешних воздействиях на такую среду ее поведение всегда
можно описать путем линеаризации исходных нелинейных урав-
нений около однородного основного состояния среды. После лине-
аризации физические свойства среды теоретически описываются
линейными дифференциальными уравнениями в частных произ-
водных, которые, как правило, имеют полный набор решений в
форме малоамплитудных волн. В средах без потерь энергии мало-
амплитудным волнам сопоставляются квазичастицы. Например,
тепловые колебания кристалла описываются фононами.

Важно, что линейные дифференциальные уравнения удовлетво-
ряют принципу суперпозиции. Он чрезвычайно облегчает описание
линейных волновых процессов. Сколь угодно сложное волновое поле
с помощью преобразования Фурье можно представить как сумму
простейших нормальных мод. Это мощный математический прием:
любое изменение формы произвольного волнового пакета при его
движении легко описать, находя изменение характеристик отдель-
ных гармоник, формирующих пакет.

Волны, которые образуются при больших внешних воздействи-
ях на среду, описываются нелинейными дифференциальными урав-
нениями, для которых принцип суперпозиции не выполняется. От-
личительной чертой нелинейных волн являются процессы их взаи-
модействия. При взаимодействии нелинейные волны могут транс-
формироваться до неузнаваемости.

Например, две нелинейные волны, встретившись, могут исчез-
нуть, дав начало третьей волне, частота которой равна сумме или
разности частот исходных волн. Встреча волн с близкими частотами
приводит к тому, что одна из них может «затянуть», подчинить себе
другую, заставить ее изменить свою частоту (явление самосинхро-
низации волн).
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Уместно привести слова
известного специалиста по
нелинейной оптике И.Р. Шена:
«Физика была бы скучна, а
жизнь совершенно невоз-
можна, если бы все физичес-
кие явления вокруг нас были
бы линейными. К счастью,
мы живем в нелинейном
мире, и если линеаризация украшает физику, то нелинейность дела-
ет ее захватывающей».

В отличие от случая линейных волн, параметры даже простей-
ших периодических нелинейных волн (их частота и скорость) ока-
зываются зависящими от амплитуды волн. Это ведет, в частности, к
сжатию нелинейных волн. Хорошо известно, что нелинейные пери-
одические волны на воде при большой амплитуде становятся более
крутыми, их гребни загибаются и опрокидываются (рис. 4.29).

Оказалось, что при сильных внешних воздействиях в конденси-
рованных средах, в которых есть дисперсия, но малы потери на тре-
ние, полный набор нелинейных нормальных мод включает не толь-
ко волны, аналогичные возникающим при слабых воздействиях, но
и совершенно новые частицеподобные волны – солитоны. Более того,
именно солитоны определяют основные физические свойства кон-
денсированных сред при сильных внешних воздействиях.

На первый взгляд, солитон похож на волновой пакет линейной
теории, но это не так. Чтобы пояснить механизм образования соли-
тонов, напомним, что в средах с дисперсией волны с различными
волновыми числами распространяются с разными фазовыми скоро-
стями. Поэтому в линейной теории любой волновой пакет, состав-
ленный из разных гармоник, по истечении некоторого времени все-
гда распадается на составляющие его волны. Подчеркнем, что при
этом энергия волнового пакета, конечно, сохраняется, хотя сам па-
кет расплывается. Амплитуда волнового пакета уменьшается, и он
становится малозаметным. Не случайно слово «дисперсия» в пере-
воде с латинского означает рассеяние, разброс. Однако при наличии
даже слабой нелинейности среды между гармоническими волнами,
составляющими волновой пакет, возникают взаимодействия, стре-
мящиеся сжать пакет или же увеличить крутизну фронта результи-
рующей волны. В методе многомасштабных разложений эти взаи-

4.16. Самоиндуцированная прозрачность. Понятие о сильно ...

Рис. 4.29. Нелинейный мир
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модействия описываются медленными переменными. Происходит
нелинейная перекачка энергии от одних гармоник к другим, чего
никогда не бывает в линейных теориях.

В результате баланса двух конкурирующих эффектов – сжатия
пакета вследствие нелинейных взаимодействий гармоник и расплы-
вания пакета из-за дисперсии – формируются особые частицеподоб-
ные волны – солитоны.

Как и частицы, солитоны локализованы в пространстве и сохра-
няют свою форму и скорость не только при собственном движении,
но даже после столкновений с себе подобными уединенными волна-
ми. Солитоны представляют собой устойчивые образования. После
столкновения друг с другом они разлетаются подобно бильярдным
шарам, восстанавливая свою форму и скорость, которые имели до
соударения.

Интересно и важно, что произвольный волновой импульс доста-
точно большой амплитуды с течением времени распадается на неко-
торое число стабильных солитонов. В этом отношении происхожде-
ние слова «солитон», такое же, как и «солист» – это солирующие
состояния. Именно поэтому они и определяют все основные физи-
ческие свойства конденсированных сред при экстремальных внешних
воздействиях. В то же время начальные волновые импульсы малой
амплитуды, для которых малы эффекты нелинейности среды, не об-
разуют солитоны, а расплываются из-за дисперсии.

Общие выводы.
1. При наличии дисперсии, но в отсутствие нелинейности воз-

никновение солитонов невозможно, в силу расползания волн.
2. При наличии нелинейности без дисперсии возможность обра-

зования солитонов также исключена из-за непрерывной перекачки
энергии от одних гармоник к другим. Эта особенность в большин-
стве случаев проявляется как увеличение крутизны фронта резуль-
тирующей волны или в сжатии волновых импульсов.

3. Образование солитонов определяется общими свойствами
любых конденсированных сред, где малы потери энергии на трение
и возможен баланс эффектов дисперсии и нелинейности.

4. По этой причине оказалось возможным теоретическое описа-
ние многих нелинейных систем различной физической природы в
рамках универсальных теоретических моделей. Для интегрирования
этих нелинейных моделей удалось найти мощные аналитические
методы, обобщающие преобразования Фурье для линейных систем.
Конечно, эти методы неприменимы ко всем нелинейным уравнени-
ям в частных производных, также как и метод Фурье не позволяет
проинтегрировать все линейные дифференциальные уравнения.
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В основе новой математики лежат различные варианты так называе-
мого метода обратной задачи рассеяния. С его помощью впервые
удалось детально теоретически описать многие сильно нелинейные
состояния среды. Свойства таких состояний необычны и не могут
быть объяснены в рамках линейной теории. Для систем, близких к
интегрируемым методом обратной задачи рассеяния, развиты спе-
циальные варианты солитонной теории возмущений, результаты ко-
торой также не могут быть воспроизведены ни в каком конечном
порядке традиционной теории возмущений.

5. В аналитической механике известна теорема Лиувилля – Ар-
нольда, согласно которой уравнения движения динамической систе-
ì û  ñ N степенями свободы могут быть проинтегрированы в квадра-
турах только при наличии у системы N так называемых первых ин-
тегралов движения. С этой точки зрения нелинейные дифференци-
альные уравнения в частных производных, например уравнение
(4.266), имеют бесконечное число степеней свободы. Оказалось, что
полная интегрируемость некоторых из них методом обратной зада-
чи рассеяния связана с наличием бесконечного числа законов сохра-
нения. Удивительная динамическая стабильность каждого солитона
гарантирована бесконечной серией законов сохранения.

6. Замечательно, что среди многообразия солитонов существуют
такие, динамическая стабильность которых усилена топологически-
ми причинами. Простым и наглядным примером подобных солитонов
могут служить петли на проволоке или рыболовной леске (рис. 4.30).

Нетрудно проверить, что петли на проволоке могут не только
двигаться, но и покоиться. Приведенный пример иллюстрирует
возможность существования статических солитонов или солито-
ноподобных топологических дефектов. На бесконечной проволо-
ке, которая остается в одной плоскости, невозможно создать пет-
лю-солитон и нельзя его уничтожить, если он уже имеется. Это
дает право назвать такой солитон топологическим. Напомним, что
топология изучает свойства фигур, сохраняющихся при их непре-
рывных деформациях. Петлю на бесконечной проволоке нельзя
устранить непрерывными деформациями проволоки, когда про-
волока лежит в одной плоскости. Петли
на проволоке – пример топологически
устойчивых солитонов, самых нелиней-
ных и самых стабильных из уже обсуж-
давшихся.

4.16. Самоиндуцированная прозрачность. Понятие о сильно ...

Рис. 4.30. Пример топологически устойчивых
солитонов на проволоке
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Сегодня изучают солитоны в кристаллах, сверхпроводниках,
в атмосфере Земли и других планет. По-видимому, солитоны иг-
рали и продолжают играть важную роль в эволюции Вселенной.
Современные теории элементарных частиц пытаются трактовать
элементарные частицы как солитоны. Здесь уместно привести выс-
казывание одного из основоположников квантовой механики Луи
де Бройля: «В моих нынешних представлениях я пришел к мыс-
ли, что для учета дуализма «волна – частица» необходимо разви-
вать волновую механику, основанную на нелинейных уравнени-
ях, по отношению к которым линейные уравнения были всего
лишь приближенными формами, имеющими силу в определен-
ных условиях».

Интересно, что магнитные материалы богаты разнообразными
по своей внутренней структуре и свойствам магнитными солитона-
ми. Сначала никто даже просто не заметил, что движение хорошо
известных доменных стенок в ферромагнетиках похоже на движе-
ние частиц. Сегодня мы знаем, что доменная стенка – это топологи-
чески устойчивый солитон. Исследование нелинейных свойств маг-
нитных материалов испытало значительный прогресс благодаря при-
влечению методов теории солитонов. Любопытно, что даже особен-
ности внутренней структуры доменных стенок и доменов в настоя-
щее время могут быть наиболее адекватно описаны в терминах со-
литоноподобных топологических дефектов – магнитных вихрей и
спиралей. Вихревые и спиралевидные структуры – это ближайшие
родственники солитонов.

Без анализа солитоноподобных состояний невозможна полная
интерпретация экспериментальных данных в условиях экстремаль-
ного внешнего воздействия на среду.

Вернемся к уравнению:

Ф γsin Ф,
X T
   
 

которое описывает эффект самоиндуцированной прозрачности. Это
уравнение детальнейшим образом исследовано методом обратной
задачи рассеяния. Все его солитонные решения найдены в явном виде.
Традиционными методами интегрирования, конечно, можно найти
простейшие солитонные решения. Но явные аналитические форму-
лы, описывающие движение ансамбля из N солитонов, можно полу-
чить только методами, родственными методу обратной задачи рас-
сеяния. Чтобы убедиться в этом, приведем аналитическую формулу,
описывающую парные столкновения N солитонов, их движение меж-
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ду столкновениями и восстановление своей формы каждым солито-
ном после очередного столкновения:

Ф 4argdet ,I                                 (4.268)

i( , ) exp γ 2iλ .
λ λ 2λ

m
nm m

n m m

c
X T X T

 
     

         (4.269)

Существуют два типа солитонов:
1) кинки и антикинки (перегибы);
2) бризеры (пульсирующие солитоны).
Каждый солитон первого типа (перегиб) описывается веществен-

ным числом cm и чисто мнимым числом λm = iκm, причем κm > 0.
Каждый солитон второго типа (бризер) параметризуется парой

симметрично расположенных относительно мнимой оси чисел λs и
λ ,s
  где lm λs > 0, и парой соответствующих им комплексно сопря-

женных чисел cs и sс .
Таким образом, система, содержащая K кинков и антикинков и

L бризеров (N = K + L), характеризуется матрицей v с размерностью
(K + 2L)(K + 2L).

Рассмотрим простейшие из решений.
Пусть имеется только один перегиб. Тогда v – это число, равное

ν exp ,
2iκ
c                                     (4.270)

 Ф 4arg(1 ν) 4σ arctgexp δ ,                    (4.271)

где    γ 2κ 2κ , σ sign , δ ln 2κ .X T c c       Параметр δ может
быть устранен выбором начала отсчета системы координат, поэтому
далее полагаем δ = 0. В справедливости результата (4.271) легко убе-
диться простой проверкой.

Из формы графиков функции Ф(Т) при Х = const (рис. 4.31) сле-
дует название решений – перегибы (при σ = 1 имеем кинк, а при σ =
= –1 – антикинк).

Перегибам функции Ф соответствуют локализованные в про-
странстве сгустки электрического поля:

γ 1Ф σ .
κ ch

E
T
 
 

                             (4.272)

4.16. Самоиндуцированная прозрачность. Понятие о сильно ...
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Переходя от медленных переменных Х и Т к исходным перемен-
ным х и t, находим:

 21εω α
Ф 4σ arctg exp ,

2 v
xt

 
  

 
                 (4.273)

 21

σα .
εω α

ch
2 v

E
xt


   



                           (4.274)

Здесь α γ κ  – параметр, характеризующий амплитуду солитона.
Скорость движения солитона как целого оказывается меньше скоро-
сти света:

2v .
1 4κ

с с 


                                 (4.275)

Решение Ф при х  ± стремится к 0 и 2πσ, что соответствует ос-
новному состоянию среды в областях, где нет электромагнитных им-
пульсов: ρ3 = cosФ  1 при |х| .

Другим элементарным образованием является бризер (пульси-
рующий солитон). В общей формуле для Ф он определяется двумя
параметрами λ, связанными редукцией

1 2λ iκ, λ iκ,r r                                (4.276)

где κ > 0, и двумя параметрами c:

1 2, ,c a c a                                   (4.277)

Рис. 4.31. Зависимости Ф(Т) при X = const

Ф( )Т Ф( )Т
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где a – произвольное комплексное число. Бризер имеет вид

  
  

2 2
0

2 2
0

sin γ 2 κ
κФ 4arctg ,

ch κ γ 2( ) κ

r X T r

r X X T r

     
   
     

  
     (4.278)

где 0 0
1arg , ln .

κ 2κ( iκ)2κ γ
a raX

r
  


Решение (4.278) описывает локализованный сгусток электричес-

кого поля Ф ,E T    который движется как целое. При этом сгус-
ток еще и пульсирует. Отсюда название – бризер («дышащий» соли-
тон).

Естественно использовать такие солитоны для передачи инфор-
мации по оптическим волокнам. Выгоды очевидны:

– большая скорость передачи огромного количества информации
из-за малой длительности импульса;

– малый расход энергии;
– высокая надежность.
Впечатляющие результаты достигнуты в этой области в 1991 г.

Накадзавой с сотрудниками: по оптическому волокну была осуще-
ствлена передача информации на 106 км со скоростью 10 Гбит в се-
кунду.

В общем случае, сохранение солитонами их формы и скорости,
стабильность и пространственная локализация солитонов – весьма
ценные свойства при передаче любой дискретной информации. Это
одно из наиболее перспективных направлений прикладной науки о
солитонах. В будущем поколении компьютеров на сверхпроводни-
ках предполагается использовать устройства логики и памяти, в ко-
торых роль солитона играет флюксон – квант магнитного потока.
Можно показать, что в узких сверхпроводящих (джозефсоновских)
контактах движение флюксонов также теоретически описывается
уравнением (4.266).

4.16. Самоиндуцированная прозрачность. Понятие о сильно ...
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ЭЛЕКТРОНЫ И ДЫРКИ В МЕТАЛЛАХ И ПОЛУПРОВОДНИКАХ

Задача № 1.
Показать, что Vb = (2π)3/Va.

Задача № 2.
Построить первую, вторую и третью зоны Бриллюэна для плос-

кой квадратной решетки с постоянной решетки а. Рассмотреть слу-
чаи, когда на элементарную ячейку приходится p = 1, 2, 3, 4 электро-
на. Изобразить форму поверхности Ферми для каждого случая в схе-
ме приведенных зон. Изобразите 4-ю зону Бриллюэна.

Задача № 3.
1. Подставив

Ψ ( ) ( )exp(i )
nk nk

r u r k r  
  

в уравнение Шредингера

Ψ ε ( )Ψ ,nnk nk
H k 

показать, что

2 2 2 2iΔ ( ) ( ) ε ( ) .
2 2 nnk nk nk nk nk

ku V r u k u u k u
m m m

         
    

2. Рассматривая оператор


2 2 2i ( )

2
kH k

m m
    

 

как оператор возмущения  π ,k a


 вычислить поправки O(k) и

O(k2) к энергии электрона ε ( 0).n k 


 Используя этот результат, най-
ти в терминах 

0n
u   выражение для средней скорости электрона

0

ε1 ,n

k
V

k 











 а также тензор его обратной эффективной массы

2
1

2
0

ε1 .n
ij

i j k
M

k k
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Задача № 4.
Показать, что при отражении электронов от брэгговских плоско-

стей для кристаллов с центром инверсии волновые функции элект-
ронов представляют собой стоячие волны:

2 i 1Ψ exp ε sin ,
2 2
K t K r

V

      
  

  



2 i 1Ψ exp ε cos ,
2 2
K t K r

V

      
  

  



где V – объем кристалла.

Задача № 5.
Показать, что для свободных электронов:

ε μ dμ
,

ε d
f f
T T T
         

2

Б Б

ε μ1 ch ,
ε 4
f

k T k T
  

     

где f – функция распределения Ферми – Дирака.

Задача № 6.
Считая серебро одновалентным металлом со сферической повер-

хностью Ферми, вычислить:
1) энергию Ферми (в эВ) и температуру Ферми;
2) радиус сферы Ферми в k-пространстве;
3) скорость Ферми;
4) площадь поперечного сечения поверхности Ферми;
5) циклотронную частоту (в Гц) в магнитном поле с напряженно-

стью Н = 5000 Э;
6) среднюю длину свободного пробега электронов при комнат-

ной температуре (295 К) и вблизи абсолютного нуля температур
(20 К);

7) радиус циклотронной орбиты в поле Н = 5000 Э;
8) длину ребра кубической элементарной ячейки;
9) длину векторов обратной решетки;
10) объем первой зоны Бриллюэна.
Табличные данные для Ag: плотность d = 10,5 г/см3, атомная масса

A = 107,87, удельное сопротивление ρ = 1,61·10–6 Ом·см при Т = 295 К,
ρ = 0,0038·10–6 Ом·см при Т = 20 К.
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Задача № 7.
Показать, что выражение для плотности уровней электронов в

кристалле можно записать в двух эквивалентных формах:

 
  3

3 3
ε ε

1 d 1ν(ε) δ ε ε( ) d .
4π 4πε

bkk V

S k k


   
 

 

Задача № 8.
Непосредственной проверкой убедиться, что функция

exp( λ )
Q

r
r

    является решением дифференциального уравнения

24π δ( ) λ .Q r   


Задача № 9.
Непосредственной проверкой убедиться, что полуклассические

уравнения движения электрона

 ε ( )1 1, ( , ) ( ) ( , ) ,
k

r V k e E r t V k B r t
ck

        


         



можно записать в гамильтоновой форме:

, ,H Hr p
p r

   
 

   

где 1ε ( , ) ( , ).
e

H p A r t e r t
c

  
     

  

   



При этом

1rot , , .
eAB A E k p A

c t c
     


     


Задача № 10.
Показать, что при законе дисперсии

22 22
31 2

1 2 3

ε( ) ,
2

kk k
k

m m m

 
   

 

 

где 
1 2 3( , , ),k k k k


 период движения электрона по замкнутой орбите в

магнитном поле (0,0, )B B


 определяется формулой 1 2
2π .cT m m
e B
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Величина c 1 2m m m называется циклотронной массой электро-
на. Как вы думаете, почему?

Задача № 11.
Показать, что в постоянном магнитном поле магнитный поток

Ф, охватываемый замкнутой орбитой электрона, может изменяться
только квантами:

Ф .
hc

n
e

   

Здесь h – постоянная Планка; c – скорость света в вакууме; е – заряд
электрона; Δn – целые числа.

Указание.
Воспользоваться формулой Бора – Зоммерфельда:

 d γ 2π ,p r n  
 


где n – целое число, γ – фазовая поправка (ее типичное значение

γ  1/2). В данной задаче .
e

p k A
c

 
 


Задача № 12.
1. Найти концентрацию электронов и дырок, а также выражение

для химического потенциала в сильнолегированном полупроводни-
ке n-типа (Nd >> ni) при условии, что уровни донора полностью иони-
зированы.

2. Показать, что в полупроводнике n-типа в области сверхнизких
температур химический потенциал μ(T) имеет локальный максимум,

лежащий в интервале 
ε ε

, ε .
2

c d
c

 
 
 

 Найти величину максимума и

соответствующую ему температуру.

КОЛЕБАНИЯ КРИСТАЛЛИЧЕСКОЙ РЕШЕТКИ

Задача № 13.
Показать, что для одномерной двухатомной решетки

1 1 2

2 2 1акуст опт

lim 1, lim ,
0 0

A A M
A A Mq q 
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где A1, A2 – амплитуды колебаний атомов решетки с массами M1, M2

соответственно, q – волновое число.

Задача № 14.
Показать, что для одномерной двухатомной решетки частоты

колебаний ωi(q) (i = 1, 2) при q  0 удовлетворяют соотношениям

2 2 2

1 2 0
γ

ω ( ) , ω ( ) ω 1 ,
8l
q a

q c q q
 

   
 

где 1 21 2
0

1 2 1 2 1 2

22α ; ω 2α ; γ ;l

M MM M
c a

M M M M M M


  
 

 a – расстоя-

ние между соседними атомами с массами M1, M2; α – постоянная
квазиупругого взаимодействия атомов.

Из этих соотношений следует, что 2

0

ω
0,

qq 





 т. е. кривая ω2 =

= ω2(q) имеет горизонтальную касательную в точке q = 0.

Задача № 15.
Показать, что для двухатомной одномерной решетки

1 2

1 1ω 2α
M M

 
    

 

при q = π/2a (M2 > M1),

1 2

π 2 π 2

ω ω
0.

q a q aq q 

 
 

 

Последние равенства означают, что кривые ωi = ωi (q) (i = 1, 2)
имеют горизонтальные касательные на границах первой зоны Брил-
люэна при q = π/2a.

Задача № 16.
Показать, что в кристаллах с центром инверсии динамическая

матрица кристалла вещественна

* ( ) ( ).ss ssq q   
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Задача № 17.
Показать, что уравнение динамики решетки можно переписать в

форме

κ α αα' α α

',κ',α'

.
κ κ κ' κ κ 'l

l l l' l l'
M U U U 

        
          

        


Задача № 18.
Показать, что при Rm = ma (1  m  N) и k = 2πn/Na (m, n, N –

целые числа) справедливо тождество:

 
1

2π0, если ( целое),
1 exp i

2π1,  если    .

N

m
m

k s K s
a

k R
N

k s K
a



   


 
  


КВАНТОВАЯ ОПТИКА. ВЗАИМОДЕЙСТВИЕ ИЗЛУЧЕНИЯ
С ВЕЩЕСТВОМ

Задача № 19.
Показать, что энергию электромагнитного поля в полости мож-

но записать в виде

3 2 2 *
0 0 λ λ,λ

1 d ε μ ω ( ) ( ).
2 k k kk

W r E H a t a t       

 


Задача № 20.
Показать, что собственные векторы, отвечающие заданному числу

фотонов, можно записать в форме

 λ

' ' ' '

λ

λ λλ λ
λ

( )
0 , δ δ .

!

kn
k

k kk kk
k

a
n n n

n




 



  


Задача № 21.
Показать, что эволюция операторов рождения и уничтожения

фотонов в картине Гейзенберга определяется уравнениями

   
λ λ λ λ( ) (0)exp( iω ), ( ) (0)exp(iω ).k k k kk ka t a t a t a t
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Задача № 22.
Показать, что

    11[cos , sin ] { ( ) }.
2i

a n I a I
      

Используя результат, убедиться, что все диагональные элементы этого
коммутатора равны нулю за исключением одного:

 0 [cos ,sin ] 0 1 2i.   

Задача № 23.
Показать, что

     [ ,cos ] isin , [ ,sin ] icos ,n n      

где

        1 2 1 2, exp(i ) ( 1) , exp( i ) ( 1) .n a a n a a n         

Задача № 24.
Показать, что

 21α exp(α α ) 0 ,
2

a  

а также

 *α exp(α α ) 0 .a a 

Указание.
Воспользоваться тождеством Бейкера – Хаусдорфа.
Если        [ , ] 0, [ ,[ , ]] [ ,[ , ]] 0,A B A A B B A B    то справедливо тожде-

ство

      1exp( ) exp exp exp [ , ] .
2

A B A B A B  

Положить    *α , α .A a B a  

Задача № 25.
Показать, что


2 2

2 22

0

α α1 1α cos α exp( α ) cos 2θexp( α ) ,
2 4 2 ! ( 1)( 2)

k

k k k k
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где α α expiθ.

Задача № 26.
Показать, что

   2 2 2 2

0

ωα α 1 4 α sin ω θ ,
2ε

z zE E k r t
V

     
 

где α α expiθ.
Убедиться также, что

 2

0

ω
α α α α .

2ε
k

z zE E
V

 


Задача № 27.
Пусть существуют два статистически независимых механизма

уширения линий:

2
0

22

(ε ε )1(ε) exp , 1,2.
δπδ

i
ii

i
 

    
 

Найти функцию формы составной линии.

Задача № 28.
Показать, что среднее за период Т = 2π/ω от произведения лю-

бых двух функций типа

( ) (ω)exp( iω ) c. c., ( ) (ω)exp( iω ) c. c.,A t A t B t B t     

определяется соотношением

 *

0

1( ) ( ) ( ) ( )d 2Re (ω) (ω) .
T

A t B t A t B t t A B
T

 

Задача № 29.
Показать, что когерентные состояния |α удовлетворяют условию

полноты

21 α α d α ,
π

I 

где d2α = d(Reα)d(Imα).
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Указание.
Воспользоваться условием полноты для векторов |n:

,
n

n n I 

а также значением интеграла

*
2 2[α α exp( α )]d α π !δ .n m

nmn 

Задача № 30.
Доказать тождество:

2* * 2 *1 exp(β α α )(α ) d α (β ) .
π

n n 
С его помощью показать, что для любого состояния электромагнит-
ного поля типа


2

* 2α1( ) 0 α (α )exp d α,
π 2

f f a f
 

   
 
 



где f (x) – произвольная разложимая в степенной ряд функция, спра-
ведливо равенство

 2 *β exp β 2 (β ).f f 

Здесь |α, |β – когерентные состояния.

Задача № 31.
Показать, что распределение Пуассона

 exp
( )

!

n
n n

p n
n




определяет вероятность того, что в когерентном состоянии |α нахо-
дится n фотонов.

Задача № 32.
Показать, что любое когерентное состояние можно выразить че-

рез другие когерентные состояния:

 
2 2 21 1α d α α exp α α αα .

π 2
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Это является следствием не ортогональности и переполненности
когерентных состояний.

Задача № 33.
Показать, что для величины 2

λ
,

k k
g n   характеризующей вероят-

ность перехода атома из основного состояния в возбужденное состо-
яние под действием электромагнитной волны, справедлива оценка

 λ
1 :

k
n 

 222 2 1
Бλ λ λ

.
k k k k

g n e n E n a     

Указание.
Принять для матричного элемента 12D


 оценку 12 Б,D a


 где aБ –

боровский радиус атома.

Задача № 34.
Операторы exp (i )  и exp ( i ),   введенные при рассмотрении ко-о-

герентных состояний, не обладают свойствами экспонент от опера-
торов i и i .    Проверить, чтоо

 exp( i ) exp(i ) 1.   
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