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ËÅÊÖÈß 1. ÑËÓ×ÀÉÍÀß ÂÅËÈ×ÈÍÀ È ÐÅÃÐÅÑÑÈß.

Èòàê, ïóñòü çàäàíà ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ, êîòîðàÿ ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ èç X è
èìååò ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ F (x). Êðàòêî ìû ìîæåì ñêàçàòü, ÷òî çàäàíà òðîéêà
âåëè÷èí ξ, X, F (x) = P (ξ < x). Ðàññìîòðèì ðÿä íàèáîëåå óïîòðåáèòåëüíûõ ôóíêöèé
ðàñïðåäåëåíèÿ â ôèçè÷åñêèõ ïðèëîæåíèÿõ ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè è ïîñìîòðèì,
êàêîâû èõ öåíòðàëüíûå ìîìåíòû.

• áèíîìèàëüíîå - äèñêðåòíûé ñëó÷àé.

ξ, X = 0, 1, P (ξ = 1) = p, P (ξ = 0) = 1− p.

Öåíòðàëüíûå ìîìåíòû - ñðåäíåå è äèñïåðñèÿ îïðåäåëÿþòñÿ ëåãêî

Êξ = p, V̂ ξ = p(1− p) = p− p2.

• ìóëüòèáèíîìèàëüíîå - ýòî ðàñïðåäåëåíèå ñóììû íåçàâèñèìûõ áèíîìèàëüíûõ
îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí

ψ =
n∑

i=1

ξi = 0, 1, ..., n

Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ è öåíòðàëüíûå ìîìåíòû èìåþò âèä:

P (ψ = m) = Cm
n pm(1− p)n−m

Êψ = pn, V̂ ψ = np(1− p) = np− np2.

• Ïóàññîíà - îáû÷íî ðàñïðåäåëåíèå öåëî÷èñëåííûõ ñóìì "ðåäêèõ"íåçàâèñèìûõ
ñîáûòèé

ξ ∈ [0, 1, 2, ...,∞)

Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ è öåíòðàëüíûå ìîìåíòû èìåþò âèä:

P (ξ = m) =
am

m!
exp(−a)

Êξ = a; V̂ ξ = a.

Ýòî ñâîéñòâî ïóàññîíîâñêèõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí - ðàâåíñòâî ñðåäíåãî è
äèñïåðñèè - èìååò áîëüøîå çíà÷åíèå äëÿ ïðàêòèêè àíàëèçà ýêñïåðèìåíòàëüíûõ
äàííûõ.

• ðàâíîìåðíîå - ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû, ïðèíèìàþùåé ñ îäèíàêîâîé
âåðîÿòíîñòüþ çíà÷åíèÿ èç èíòåðâàëà [a, b]: ξ ∈ [a, b].
Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ, ïëîòíîñòü è öåíòðàëüíûå ìîìåíòû èìåþò âèä:

P (ξ < t) =





0 åñëè t < a;
(t− a)/(b− a) åñëè a ≤ t ≤ b;
1 åñëè t > b.

p(t) =
1

b− a
χ[a,b](t)

Êξ =
a + b

2
, V̂ ξ =

(b− a)2

12
.
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Ïðåîáðàçîâàíèåì ξ′ = ξ − a ìû ïîëó÷àåì ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó ξ′, èìåþùóþ òî
æå ñàìîå ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå â èíòåðâàëå [0, c], ãäå c = b−a, è ìîìåíòû

Êξ′ =
c

2
, V̂ ξ =

(c)2

12
.

• íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ξ ∈ (−∞,∞), F = N(a, σ2).
Ïëîòíîñòü ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ è öåíòðàëüíûå ìîìåíòû èìåþò âèä:

p(t) =
1√
2πσ

exp(−(t− a)2

2σ2
) Êξ = a; V̂ ξ = σ2

Íà íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ïîõîæå ðàñïðåäåëåíèå Êîøè:

p(t) =
1

πσ

1

(1 + ((t− a)/σ)2)
,

íî îíî îáëàäàåò ðÿäîì ýêçîòè÷åñêèõ ñâîéñòâ: èìååò ëèøü óñëîâíîå
ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå (ïðàêòè÷åñêè ýòî çíà÷èò, ÷òî ñðåäíåå ïî
âûáîðêå áóäåò óñòîé÷èâûì ëèøü ïðè óñëîâèè åå ñèììåòðèè îòíîñèòåëüíî
èñòèííîãî ñðåäíåãî), è íå èìååò äèñïåðñèè (ò.å. âûáîðî÷íàÿ äèñïåðñèÿ áóäåò
íåîãðàíè÷åííîé âåëè÷èíîé).

• n-ìåðíîå íîðìàëüíîå ξ ∈ (−∞,∞).

ξ =





ξ1

ξ2

...
ξn


 P




ξ1 < t1
ξ2 < t2
...
ξn < tn


 =

∫
p(t1, t2, ..., tn)dt1dt2...dtn.

p(t1, t2, ..., tn) = (2π)−
n
2 det(A)

1
2 exp(−1

2
(AT, T )),

A > 0, T =




t1 − a1

t2 − a2

...
tn − an


 V̂ ξ =




a1

a2

...
an




Ïðèìåðû, n = 2. Ñëó÷àé (1) äèàãîíàëüíîé è (2) ïîëíîé ìàòðèöû.

1. A =




1
σ2
1

0

0 1
σ2
2


 2. A =

1

1− r2




1
σ2
1

− r
σ1σ2

− r
σ1σ2

1
σ2
2




Çäåñü r êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè. Íîðìàëüíî-ðàñïðåäåëåííûå
íåêîððåëèðîâàííûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ÿâëÿþòñÿ òàêæå è ñòàòèñòè÷åñêè
íåçàâèñèìûìè âåëè÷èíàìè.

• ýêñïîíåíöèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ξ ∈ [0,∞).
Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ, ïëîòíîñòü è öåíòðàëüíûå ìîìåíòû èìåþò âèä:

P (ξ < t) =

{
1− exp(−λt) åñëè t ≥ 0;
0 èíà÷å
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p(t) = λexp(−λt)χ[0,∞)(t); Êξ =
1

λ
, V̂ ξ =

1

λ2

×àñòî λ = ln2
T1/2

. Ïðè÷èíû: P (ξ < T1/2) = 1
2
. Ýêñïîíåíöèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå

îáû÷íî èñïîëüçóåòñÿ äëÿ îïèñàíèÿ ðàäèîàêòèâíûõ ðàñïàäîâ.

• χ2
n. - ðàñïðåäåëåíèå.

ξ =
n∑

i=1

ξ2
i , ãäå ξi íåçàâèñèìû è èìåþò ðàñïðåäåëåíèå N(0, 1) . ξ ∈ [0,∞)

Öåíòðàëüíûå ìîìåíòû èìåþò âèä: Êξ = n, V̂ ξ = 2n.
χ2

n. - ðàñïðåäåëåíèå èãðàåò áîëüøóþ ðîëü ïðè ïðîâåðêå ãèïîòåç.

Ïñåâäî-ñëó÷àéíûå ÷èñëà. Íà ÝÂÌ âìåñòî ñëó÷àéíûõ èñïîëüçóþòñÿ ïñåâäî-
ñëó÷àéíûå ÷èñëà, êîòîðûå, ñ îäíîé ñòîðîíû, ôîðìàëüíî óäîâëåòâîðÿþò ñàìûì
ðàçíîîáðàçíûì êðèòåðèÿì ñëó÷àéíîñòè, à, ñ äðóãîé, îáëàäàþò òî÷íî ïðîâåðÿåìûìè
õàðàêòåðèñòèêàìè.
Îáû÷íî èñõîäíûìè ÿâëÿþòñÿ ïñåâäî-ñëó÷àéíûå ÷èñëà, ðàñïðåäåëåííûå ðàâíîìåðíî
íà (0, 1); Íèæå ïðèâîäèòñÿ ïðèìåð Pascal-ïðîãðàììû äëÿ ïîëó÷åíèÿ òàêèõ ÷èñåë.

FUNCTION rndm(x:REAL):REAL;
{ Purpose: to produce a uniformely distributed pseudo-random number

in the range [0,1]. (F.James, CPC(60)3,p.329)
Version: May 14 1991 }

VAR k,iz:LONGINT;
BEGIN k:=is1 DIV 53668;
is1:=40014*(is1-k*53668)-k*12211;
IF(is1<0)THEN is1:=is1+2147483563;
k:=is2 DIV 52774;
is2:=40692*(is2-k*52774)-k*3791;
IF(is2<0)THEN is2:=is2+2147483399;
iz:=is1-is2;
IF(iz<1)THEN iz:=iz+2147483562;
rndm:=iz*4.656613E-10;
END;

Çäåñü ïåðåìåííàÿ x ÿâëÿåòñÿ ôèêòèâíîé (íóæíà ëèøü äëÿ ñîâìåñòèìîñòè îáðàùåíèÿ
ê ôóíêöèè ñ ôîðòðàííûì îáðàùåíèåì); â êà÷åñòâå åå ìîæíî âçÿòü ëþáîå ÷èñëî òèïà
REAL.
Èç ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííûé ÷èñåë ìîæíî ïîñòðîèòü îãðîìíîå êîëè÷åñòâî äðóãèõ:

• Íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå. Åñëè ξ1 è ξ2 ð.ð. (ðàâíîìåðíî - ðàñïðåäåëåíû) íà
(0, 1), òî èìåþò ðàñïðåäåëåíèå N(0, 1) âåëè÷èíû a = u1 · s, b = u2 · s, ãäå

u1 = 2ξ1 − 1, u2 = 2ξ2 − 1, s =

√
−2

lnm

m
, m = u2

1 + u2
2, åñëè m < 1.

• Ýêñïîíåíöèàëüíîå. Åñëè ξ ð.ð. íà (0, 1), òî a = −ln(ξ) · λ ðàñïðåäåëåíà
ýêñïîíåíöèàëüíî ñ ïëîòíîñòüþ p(t) = λ · exp(−λt).
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• Ïóàññîíà. Ñëåäóþùèé àëãîðèòì äàñò n, ðàñïðåäåëåííóþ ïî Ïóàññîíó ñ
ïàðàìåòðîì λ. Åñëè ξ ð.ð. íà (0, 1), òî

n:=0; j:=Round(a/delta);
FOR i:=1 TO j DO
BEGIN x:=rndm(-1);
IF(x<delta)THEN Inc(n);
END;

ãäå delta - ìàëîå ÷èñëî, ñóùåñòâåííî ìåíüøåå λ.

Ïñåâäî-ñëó÷àéíûå ÷èñëà ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ ïîñòðîåíèÿ äàííûõ,
èìèòèðóþùèõ ðåàëüíûå äàííûå, íî èìåþùèå (â îòëè÷èå îò ïîñëåäíèõ) òî÷íî
èçâåñòíûå õàðàêòåðèñòèêè. Îáðàáîòêà òàêèõ äàííûõ ñ èçâåñòíûì îòâåòîì ïîçâîëÿåò
ïðîâåðèòü ðàáîòó ìåòîäîâ àíàëèçà ðåàëüíûõ äàííûõ, èçëàãàåìûõ â äàííîì êóðñå.
Åñëè îò (ïñåâäî) ñëó÷àéíûõ ñòàòèñòè÷åñêè íåçàâèñèìûõ ÷èñåë xi, i = 1, 2, ..., n ñî
ñðåäíèì m1 è äèñïåðñèåé v1 íàäî ïåðåéòè ê ñëó÷àéíûì ÷èñëàì y, èìåþùèì ñðåäíåå
m2 è äèñïåðñèþ v2, òî ñäåëàòü ýòî ìîæíî ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ:

yi =
√

v2 · xi −m1√
v1

+ m2

Äàëåå îò xi ïåðåéòè ê ïîïàðíî-êîððåëèðîâàííûì ñ êîýôôèöèåíòîì êîâàðèàöèè k
ìîæíî ñ ïîìîùüþ, íàïðèìåð, òàêîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ:

yi = (xi +
k

v1

· xi+1)

Îáðàòíàÿ ïðîöåäóðà - ïåðåõîä îò çàâèñèìûõ âåëè÷èí xi, i = 1, 2, ..., n ê
íåçàâèñèìûì (íåêîððåëèðîâàííûì) yi ìîæíî îñóùåñòâèòü ñ ïîìîùüþ, íàïðèìåð,
òàêîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ:

Y = A ·X,

ãäå A - ñïåöèàëüíî ïîäîáðàííàÿ îðòîãîíàëüíàÿ ìàòðèöà ðàíãà n.
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ËÅÊÖÈß 2. ÎÖÅÍÈÂÀÍÈÅ ÏÀÐÀÌÅÒÐÎÂ ÔÓÍÊÖÈÉ
ÐÀÑÏÐÅÄÅËÅÍÈß.

Ïóñòü äàíà âûáîðêà T - íàáîð ñëó÷àéíûõ (èëè ïñåâäî-ñëó÷àéíûõ) ÷èñåë
t1, t2, ..., tm, ïîä÷èíåííûõ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ P (ξ < t), çàâèñÿùåé îò ïàðàìåòðà
atrue, ò.å. èìåþùàÿ âèä P (ξ < t, atrue).
Ôóíäàìåíòàëüíûå çàäà÷è îáðàáîòêè òàêèõ äàííûõ ìåòîäàìè ìàòåìàòè÷åñêîé
ñòàòèñòèêè - ýòî ñëåäóþùèå:

• Îöåíèâàíèå ïàðàìåòðîâ: ïî çàäàííîé âûáîðêå T è èçâåñòíîìó âèäó
ôóíêöèîíàëüíîé çàâèñèìîñòè P îò atrue ïîñòðîèòü îöåíêó ïàðàìåòðà atrue è
îïðåäåëèòü òî÷íîñòü ýòîé îöåíêè.

• Ïðîâåðêà ãèïîòåçû (èëè ïðèíÿòèå ðåøåíèÿ): ïî çàäàííîé âûáîðêå T è a0

- èçâåñòíîìó çíà÷åíèþ (èëè ïðåäïîëàãàåìîìó èçâåñòíûì) atrue, ïðîâåðèòü
äîñòîâåðíîñòü ãèïîòåçû atrue = a0.

• Ïëàíèðîâàíèå ýêñïåðèìåíòà: ïî èçâåñòíîìó âèäó ôóíêöèîíàëüíîé çàâèñèìîñòè
P îò atrue ïîñòðîèòü ïëàí ïðîâåäåíèÿ ýêñïåðèìåíòà: ò.å. îïðåäåëèòü îáúåì
è õàðàêòåð âûáîðêè, ãàðàíòèðóþùåé ïîëó÷åíèå îöåíêè ïàðàìåòðà atrue

ñ çàäàííîé òî÷íîñòüþ èëè ïðîâåðêó ãèïîòåçû atrue = a0 ñ çàäàííîé
äîñòîâåðíîñòüþ.

Çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ îöåíîê. Îöåíêè ïàðàìåòðîâ ìîãóò áûòü ïîñòðîåíû ëþáûì
ñïîñîáîì, ëèøü áû îí ãàðàíòèðîâàë õîðîøèå ñòàòèñòè÷åñêèå êà÷åñòâà ýòèõ îöåíîê.
Çäåñü î÷åíü âàæíî îòìåòèòü, ÷òî õîðîøèìè îöåíêè âåëè÷èí ïî ñëó÷àéíûì äàííûì
ìîãóò áûòü ëèøü â ñòàòèñòè÷åñêîì ñìûñëå. Òåðìèí "ñòàòèñòè÷åñêèé"ñëåäóåò
ïîíèìàòü êàê àíñàìáëåâîå ñâîéñòâî: ò.å. òàêîå, êàêîå õàðàêòåðèçóåò ìíîæåñòâî
âîçìîæíûõ çíà÷åíèé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû â öåëîì, íî íå êàæäîå îòäåëüíîå çíà÷åíèå.
Ýòî çíà÷èò, ÷òî äàæå åñëè îöåíêà ïàðàìåòðà "õîðîøà"â ñòàòèñòè÷åñêîì ñìûñëå, îíà
íå îáÿçàíà áûòü òàêîâîé â êàæäîì îòäåëüíîì ñëó÷àå. Îöåíèâàíèå, êàê è äðóãèå
ñòàòèñòè÷åñêèå ïðîöåäóðû, ÿâëÿþòñÿ äåéñòâèÿìè, ñîïðÿæåííûìè ñ èçâåñòíûì
ðèñêîì, è óñïåõ èõ â îòäåëüíûõ ñëó÷àÿõ åñòü äåëî â ïåðâóþ î÷åðåäü êîíå÷íî óìåíèÿ,
íî çàòåì è ñ÷àñòëèâîãî øàíñà, ò.å. âåçåíèÿ. Íåóäà÷íûé ðàñêëàä äàííûõ ìîæåò
ïîðîäèòü íàó÷íûå èëëþçèè. Öåëü ìàòåìàòèêè - ñâåäåíèå âîçìîæíîñòåé äëÿ òàêèõ
èëëþçèé ê ìèíèìóìó.
Ïîñêîëüêó îöåíêà ñòðîèòñÿ íà îñíîâå ñëó÷àéíûõ äàííûõ, îíà ñàìà ÿâëÿåòñÿ
ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé, è, ñëåäîâàòåëüíî, èìååò ñâîþ ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ,
öåíòðàëüíûå 1-å, 2-å, è ò.ä. ìîìåíòû. Åñëè óäàåòñÿ ïîñòðîèòü òàêóþ ôóíêöèþ
ðàñïðåäåëåíèÿ, òî ñ åå ïîìîùüþ ìîæíî âû÷èñëèòü ñðåäíåå è äèñïåðñèþ îöåíêè,
è òåì ñàìûì îïðåäåëèòü êà÷åñòâî ýòîé îöåíêè.
Íàïðèìåð, åñòåñòâåííî ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå îöåíêè
ïàðàìåòðà ñîâïàäàëî ñ åãî èñòèííûì çíà÷åíèåì, ò.å. ÷òîáû îöåíêà áûëà
íåñìåùåííîé; äàëåå, æåëàòåëüíî, ÷òîáû äèñïåðñèÿ ýòîé îöåíêè áûëà êàê ìîæíî
ìåíüøå - ýòî â êàêîé-òî ñòåïåíè äåëàåò åå íåçàâèñèìîé îò êîíêðåòíîé âûáîðêè è
óìåíüøàåò ðèñê îöåíèâàíèÿ.
Ðàññìîòðèì íåêîòîûå ïðèìåðû, èëëþñòðèðóþùèå ñêàçàííîå. Ïóñòü äàíà âûáîðêà
T = (t1, t2, ..., tm) íåêîòîðîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ψ, ïîä÷èíåííîé ðàâíîìåðíîìó
ðàñïðåäåëåíèþ íà (0, a), è ïóñòü ïàðàìåòð ýòîãî ðàñïðåäåëåíèÿ a íåèçâåñòåí.
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Ìû ìîæåì ðàññóæäàòü òàê: òàê êàê ñðåäíåå ïî ýòîé âûáîðêå áóäåò î÷åâèäíî áëèçêî
ê òî÷êå, äåëÿùåé îòðåçîê (0, a) ïîïîëàì, òî â êà÷åñòâå îöåíêè a âîçüìåì âåëè÷èíó

â = 2 ·
m∑

i=1

ti/m

Âû÷èñëèì ñðåäíåå è äèñïåðñèþ ýòîé âåëè÷èíû

Êâ = 2 · (m · a/2)/m = a

V̂ â = 4 ·m a

12
/m2 =

a2

3m

Âèäíà, ÷òî îöåíêà íåïëîõà â òîì ñìûñëå, ÷òî îíà ÿâëÿåòñÿ íåñìåùåííîé, ò.å. åå
ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ðàâíî èñòèííîìó çíà÷åíèþ ïàðàìåòðà a. È âîïðîñ â òîì
òîëüêî, à íàñêîëüêî ìàëà äèñïåðñèÿ.
Âîçüìåì äðóãóþ îöåíêó ïàðàìåòðà a:

â = max ti, i = 1, 2, ..., m.

Åå ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ðàâíà

P (â < x) =





(x
a
)m åñëè 0 ≤ x ≤ a;

1 åñëè x > a;
0 åñëè x < 0

Ïëîòíîñòü ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ðàâíà p(x) = xm−1

am â èíòåðâàëå (0, a) è íóëþ âíå
åãî.

Ê(max ti) =
m

am

∫ a

0
xmdx =

ma

m + 1

Âèäíî, ÷òî îöåíêà ñìåùåíà, è åå ñìåùåíèå = 1
m

a.
Äèñïåðñèÿ:

Ê(max ti)
2 =

m

am

∫ a

0
um+1du =

m

m + 2
a2

Îòêóäà, èñïîëüçóÿ ôîðìóëó (47), ïîëó÷àåì

V̂ (max ti) =
m

(m + 2)(m + 1)2
a2

Ìû ìîæåì ïîñòðîèòü íåñìåùåííóþ îöåíêó

â =
m + 1

m
max ti, i = 1, 2, ...,m.

Åå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ðàâíî a, à äèñïåðñèÿ

V̂ (
m + 1

m
max ti) =

(m + 1)

m

2 m

(m + 2)(m + 1)2
a2 =

1

m(m + 2)a2

Ýòà äèñïåðñèÿ íå ïðîñòî ìåíüøå, ÷åì äèñïåðñèÿ ïåðâîé îöåíêè (ñðåäíåãî), à èìååò
äàæå äðóãóþ àñèìïòîòèêó. Åñëè ïåðâàÿ äèñïåðñèÿ ñ ðîñòîì m áûëà ïðîïîðöèîíàëüíà
1
m

(ñëó÷àé ò.í. ýôôåêòèâíîé îöåíêè), òî äèñïåðñèÿ âòîðîé îöåíêè ñ ðîñòîì m áóäåò
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ïðîïîðöèîíàëüíà 1
m2 (ýòî óæå ñëó÷àé ñóïåðýôôåêòèâíîé îöåíêè).

Ýôôåêòèâíîñòü îöåíêè îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ óìåíüøåíèÿ ñèãìû îöåíêè â 2 ðàçà
(óâåëè÷åíèå ñòàòèñòè÷åñêîé òî÷íîñòè â 2 ðàçà) òðåáóåòñÿ âûáîðêà, áîëüøàÿ ÷åì
íà÷àëüíàÿ â 4 ðàçà; ñóïåðýôôåêòèâíîñòü îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ óìåíüøåíèÿ ñèãìû
îöåíêè â 2 ðàçà òðåáóåòñÿ âûáîðêà, áîëüøàÿ, ÷åì íà÷àëüíàÿ ëèøü â 2 ðàçà.
Ñóïåðýôôåêòèâíîñòü î÷åíü âàæíà äëÿ îáðàáîòêè äàííûõ ñ ìàëîé ñòàòèñòèêîé, ò.å.
âûáîðîê ìàëîãî ðàçìåðà. Íî ê ñîæàëåíèþ, ñóïåðýôôåêòèâíûå îöåíêè ñóùåñòâóþò
ëèøü â ðåäêèõ ñëó÷àÿõ.
Íî ïåðâàÿ îöåíêà èìååò îäíî âàæíîå ïðåèìóùåñòâî: àðèôìåòè÷åñêîå ñðåäíåå
ÿâëÿåòñÿ âñåãäà (äëÿ ëþáîãî ðàñïðåäåëåíèÿ) ýôôåêòèâíîé îöåíêîé ìàòåìàòè÷åñêîãî
îæèäàíèÿ, è ñòàëî áûòü, åé ìîæíî îöåíèòü ïàðàìåòðû ðàññìîòðåííûõ âûøå
íîðìàëüíîãî, ýêñïîíåíöèàëüíîãî, Ïóàññîíà è ìíîãèõ äðóãèõ ðàñïðåäåëåíèé.
Äðóãîé âàæíûé ïàðàìåòð, ïðèñóòñòâóþùèé â ðàñïðåäåëåíèÿõ, ýòî äèñïåðñèÿ.
Ñóùåñòâóåò óíèâåðñàëüíûé, íåçàâèñèìûé îò ðàñïðåäåëåíèÿ, ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ
òàêæå ýôôåêòèâíîé îöåíêè è ýòîé âåëè÷èíû, åñëè, êîíå÷íî, ðàñïðåäåëåíèå èìååò
êîíå÷íóþ äèñïåðñèþ (íåêîòîðûå, âðîäå ðàññìîòðåííîãî âûøå ðàñïðåäåëåíèÿ Êîøè,
åå íå èìåþò).
Âîçüìåì â êà÷åñòâå îöåíêè äèñïåðñèè ñðåäíå-êâàäðàòè÷íîå îòêëîíåíèå âûáîðêè îò
ñðåäíåãî (èëè åãî îöåíêè)

s2 =
1

m

∑
(ti − t̄)2

Çäåñü ìîãóò áûòü ñëåäóþùèå âàðèàíòû:

1. Åñëè ā åñòü òî÷íîå èçâåñòíîå çíà÷åíèå a, òî Ês2 = 1
m

mσ2 = σ2.

2. Åñëè ā âûáîðî÷íîå ñðåäíåå, òî s2 = 1
m

∑
(ti − a)2 − (t̄ − a)2, è ìû èìååì Ês2 =

m−1
m

σ2

Âî âòîðîì ñëó÷àå îöåíêà ñìåùåíà. Ìîæíî, êîíå÷íî, ïîñòðîèòü íåñìåùåííóþ
îöåíêó, óìíîæèâ s2 íà m

m−1
, íî äèñïåðñèÿ íåñìåùåííîé îöåíêè âîçðàñòåò íàñòîëüêî

(äåòàëüíûå ãðîìîçäêèå âûêëàäêè çäåñü îïóùåíû, íî îíè åñòü â ëþáîì ó÷åáíèêå ïî
ñòàòèñòèêå), ÷òî ñóììàðíàÿ ìåðà íåòî÷íîñòè îöåíêè, îïðåäåëÿåìàÿ êàê B2 + V , ãäå
B, V - ñìåùåíèå è äèñïåðñèÿ, ñîîòâåòñòâåííî, îêàæåòñÿ áîëüøå ÷åì òàêàÿ æå ìåðà
ó ñìåùåííîé îöåíêè. Ñëåäîâàòåëüíî, íå âñåãäà íåñìåùåííîñòü îçíà÷àåò áîëüøóþ
òî÷íîñòü.
Ðàññìîòðåííûé ïîäõîä ìîæåò áûòü ðàñïðîñòðàíåí è íà äðóãèå îöåíêè ïàðàìåòðîâ
ðàñïðåäåëåíèé, åñëè ýòè ïàðàìåòðû ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè èõ öåíòðàëüíûõ ìîìåíòîâ:
äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî âçÿòü â êà÷åñòâå îöåíîê ñîîòâåòñòâóþèå ôóíêöèè îò
âûáîðî÷íûõ ìîìåíòîâ - ýòî òàê íàçûâàåìûé ìåòîä ìîìåíòîâ (MM); à èìåííî, åñëè
a = f(Mi), ãäå Mi - ìîìåíò i-îãî ïîðÿäêà, òî â = êîðíþ óðàâíåíèÿ

â = f(M̂i)

ãäå M̂i i-ûé âûáîðî÷íûé ìîìåíò.
Ê ñîæàëåíèþ, êà÷åñòâî MM-îöåíîê ïðèåìëåìî ëèøü äëÿ ìîìåíòîâ íåâûñîêîãî
(ïåðâîãî è âòîðîãî) ïîðÿäêîâ.

Îöåíêè ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ.. Ïîñòðîåíèå ýâðèñòè÷åñêèõ îöåíîê
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ÿâëÿåòñÿ äåëîì òðóäîåìêèì è áåç ãàðàíòèè óñïåõà. Åñòåñòâåííî, âîçíèêàåò
íåîáõîäèìîñòü â óíèâåðñàëüíîì, à ñ äðóãîé ñòîðîíû, äîñòàòî÷íî òî÷íîì ìåòîäå
ïîñòðîåíèÿ îöåíîê, êîòîðûé áûë áû ðåàëèçóåì â ñàìîì øèðîêîì êëàññå ñëó÷àåâ íà
ïðàêòèêå. Òàêèì ìåòîäîì ÿâëÿåòñÿ ìåòîä ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ.
Ââåäåì ñëåäóþùèå ïîíÿòèÿ. Ïóñòü äàíà âûáîðêà T = (t1, ..., tm), è P (ξ < t, a) èëè
p(t, a) - åå ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ èëè ïëîòíîñòü ýòîé ôóíêöèè, çàâèñÿùèå îò
ïàðàìåòðà a. Òîãäà "ïðàâäîïîäîáèå"L(a) îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

• åñëè ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ (ïëîòíîñòü) íåïðåðûâíà; òîãäà

Lc(a) =
m∏

i=1

p(ti, a)

• åñëè ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ (ïëîòíîñòü) äèñêðåòíà; òîãäà

Ld(a) =
m∏

i=1

P (ti, a)

• ëîãàðèôìè÷åñêîå;
lc(a) = lnLc(a) =

m∑

i=1

ln(p(ti, a))

ld(a) = lnLd(a) =
m∑

i=1

ln(P (ti, a))

• Ýíòðîïèÿ.
E(a) =

m∑

i=1

p(ti, a)ln(p(ti, a)).

Ñ ïîìîùüþ ââåäåííîãî ïîíÿòèÿ ìû ìîæåì îïðåäåëèòü "Îöåíêó Ìàêñèìàëüíîãî
Ïðàâäîïîäîáèÿ"(MLE) ïàðàìåòðà âûáîðêè ñëåäóþùèì îáðàçîì: ýòî òî çíà÷åíèå a,
êîòîðîå îáðàùàåò â ìàêñèìóì ïðàâäîïîäîáèå äëÿ äàííîé âûáîðêè

â = ARG MAXL(a)

Íå èìååò çíà÷åíèÿ, êàêîå ïðàâäîïîäîáèå èñïîëüçóåòñÿ: ïðÿìîå èëè ëîãàðèôìè÷åñêîå,
òàê êàê ìàêñèìóì ëîãàðèôìà ôóíêöèè äîñòèãàåòñÿ â òåõ æå òî÷êàõ, ÷òî è ìàêñèìóì
ñàìîé ôóíêöèè.
Îöåíêà MLE åñòåñòâåííûì îáðàçîì îáîáùàåòñÿ íà ñëó÷àé âåêòîðà ïàðàìåòðîâ: ýòî
âåêòîð çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ, íà êîòîðîì ïðàâäîïîäîáèå äîñòèãàåò ìàêñèìóìà.
Åñëè L(a) äèôôåðåíöèðóåìà ïî a, òî MLE íàõîäèòñÿ èç óñëîâèÿ

dL

da
= 0

Â ñëó÷àå ìíîãèõ ïàðàìåòðîâ A = (ai), i = 1, ..., n èç ñèñòåìû óðàâíåíèé
∂L

∂ai

= 0, i = 1, ..., n

Íèæå ìîæíî ðàññìîòðåòü MLE-îöåíêè äëÿ íàèáîëåå òèïè÷íûõ ôóíêöèé
ðàñïðåäåëåíèÿ.
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• ìóëüòèáèíîìèàëüíîå ξ =
∑n

i=1 ξi: ïóñòü ìû èìååì îäíî çíà÷åíèå t0 ;

lnL(p) = ln(Ct0
n ) + t0ln(p) + (n− t0)ln(1− p)

∂l

∂p
≡ t0

p
− n− t0

1− p
= 0 îòñþäà p̂ =

t0
n

Åñëè âûáîðêà ñîäåðæèò ìíîãî çíà÷åíèé t1, ..., tm

p̂ =

∑k
i=1 ti

m · n
• Ïóàññîíà. Îäíî çíà÷åíèå t0;

lnL(a) = ln(
at0

t0!
exp(−a)).

∂l

∂a
= 0 ≡ t0 · ln(a)− 1 = 0. îòñþäà â = t0

Ìíîãî çíà÷åíèé t1, ..., tm

â =

∑k
i=1 ti
m

• ðàâíîìåðíîå ξ = [0, a]

p(t, a) =
1

a
χ[0,a](t). L(a) = (

1

a
)m

m∏

i=1

χ[0,a](ti). îòñþäà â = max (ti)

òàê êàê, åñëè â > tmax, 1é ìíîæèòåëü ìàë; åñëè â < tmax íåêîòîðûå χ0,â(ti) = 0.

• ýêñïîíåíöèàëüíîå

lnL(λ) = nln(λ)− λ
m∑

i=1

ti.
∂l

∂λ
≡ m

λ
−∑

ti = 0.

λ̂ =
m∑m
i=1 ti

; ˆT1/2 =
ln2

∑m
i=1 ti

m

• íîðìàëüíîå

lnL(a, σ) = −mln(σ)−
m∑

i=1

(ti − a)2

2σ2
−m/2 · ln(2π)

∂l

∂a
≡

m∑

i=1

ti − a

σ2
= 0.

∂l

∂σ
≡ −m

σ
+

m∑

i=1

(ti − a)2

σ3
= 0.

â =
m∑

i=1

ti/m; σ̂2 =
1

m

m∑

i=1

(ti − â)2

Äðóãèå îöåíêè. Îöåíêè ìàêñèìàëüíîé ýíòðîïèè (MEE). Îïðåäåëÿþòñÿ èç óñëîâèÿ

â = ARG MAXE(a)

Åñëè E(a) äèôôåðåíöèðóåìà ïî a, òî MEE íàõîäèòñÿ èç ∂E
∂a

= 0.
MME èìåþò ìåíüøóþ òî÷íîñòü, íåæåëè MLE-îöåíêè, íî îáëàäàþò áîëüøåé
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ðîáàñòíîñòüþ - óñòîé÷èâîñòüþ ê íåàäåêâàòíîñòè óêàçàíèÿ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ
âåðîÿòíîñòåé èñòèííîé, ïîðîäèâøåé äàííóþ âûáîðêó.
Áîëüøèé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò Áàéåñîâñêèå îöåíêè (BE). Îíè îñíîâàíû íà
ôèëîñîôèè ðàíäîìèçàöèè ïàðàìåòðîâ, ò.å. ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ïàðàìåòðû ìîæíî
ðàññìàòðèâàòü êàê ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, î êîòîðûõ íàì èçâåñòíî òàê íàçûâàåìîå
àïðèîðíîå ðàñïðåäåëåíèå π(a) ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ìàò.îæèäàíèåì è äèñïåðñèåé.
Òîãäà â êà÷åñòâå BE-îöåíêè ïàðàìåòðà a áåðåòñÿ åãî ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ïî
ýòîìó àïðèîðíîìó ðàñïðåäåëåíèþ:

â =
∫

ad(π(a))

Òåîðåìà: â äîñòàòî÷íî øèðîêîì êëàññå ñëó÷àåâ

π(a) =
L(a)∫
L(a)da

Òîãäà
â =

∫
aL(a)da∫
L(a)da

Ïðèìåð. Ðàñïðåäåëåíèå Ïóàññîíà = am/m!exp(−a), Ïóñòü âûáîðêà T ñîñòîèò èç
îäíîãî t. BE-îöåíêà a ðàâíà

â =

∫∞
0 aat/t!e−ada∫

at/t!e−ada
=

∫∞
0 at+1e−ada∫

ate−ada
= (t + 1)

∫∞
0 ate−ada∫

ate−ada
= t + 1

BE-îöåíêè êàê ïðàâèëî ñìåùåíû, íî èíîãäà îáåñïå÷èâàþò áîëüøóþ òî÷íîñòü, ÷åì
íåñìåùåííûå îöåíêè (íàïðèìåð, MLE-îöåíêè). Îäíàêî äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî çíàòü
âåñüìà òî÷íîå àïðèîðíîå ðàñïðåäåëåíèå èñêîìîãî ïàðàìåòðà, ÷åãî íà ïðàêòèêå ÷àñòî
íå áûâàåò.
Òàê ÷òî èç ðàññìîòðåííûõ îöåíîê íàèëó÷øèé êîìïðîìèññîì ìåæäó òî÷íîñòüþ,
íàäåæíîñòüþ è âîçìîæíîñòüþ ðåàëèçàöèè íà ïðàêòèêå îáëàäàþò MLE-îöåíêè -
îöåíêè ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ.
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ËÅÊÖÈß 3. ÒÎ×ÍÎÑÒÜ ÎÖÅÍÎÊ ÏÀÐÀÌÅÒÐÎÂ.
Òî÷íîñòü âûøå áûëà îïðåäåëåíà êàê ñðåäíåêâàäðàòè÷íîå îòêëîíåíèå, ò.å. êàê

äèñïåðñèÿ + ñìåùåíèå â êâàäðàòå. Ñìåùåíèå ìîãóò èìåòü âñå îöåíêè, â òîì ÷èñëå è
MLE-îöåíêè.
Ïðèìåð ñìåùåííîé MLE-îöåíêè. Ïóñòü çàäàíà âûáîðêà T = (t1, ..., tm), ïîä÷èíåííàÿ
ðàâíîìåðíîìó ðàñïðåäåëåíèþ íà (0, a). Êàê áûëî ïîêàçàíî âûøå MLE-îöåíêîé
ÿâëÿåòñÿ â = max (ti). Èìååì

P (max ti < t) =
m∏

i=1

P (ti < t) =
t

b

m

Îòêóäà íàõîäèì ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ýòîé îöåíêè

Ê(max ti) =
∫ a

0
t((

t

a
)m)′dt = m

∫ a

0
(
t

a
)mdt =

am

m + 1

Îöåíêà ñìåùåíà è ñìåùåíèå = a
m+1

.
Äðóãîé ñîñòàâëÿþùåé òî÷íîñòè îöåíîê ÿâëÿåòñÿ äèñïåðñèÿ. Äëÿ âåñüìà øèðîêîãî
êëàññà îöåíîê äèñïåðñèÿ ìîæåò áûòü îöåíåíà ïî êðàéíåé ìåðå ñíèçó. Äëÿ ýòîãî
ââîäèòñÿ ïîíÿòèå êîëè÷åñòâà èíôîðìàöèè ïî Ôèøåðó äëÿ îòäåëüíîãî ñîáûòèÿ

I1 = Ê(
∂ln(p(a))

∂a
)2

Èëè
I1 = Ê(

p′a
p

)2

Êîëè÷åñòâî èíôîðìàöèè ïî Ôèøåðó äëÿ âûáîðêè èç m ñîáûòèé îïðåäåëÿåòñÿ òàê
Im(a) = mI1(a)

Ñ ïîìîùüþ ýòîãî ïîíÿòèÿ ôîðìóëèðóåòñÿ íåðàâåíñòâî Ðàî-Êðàìåðà, äàþùåå
èñêîìóþ ãðàíèöó äèñïåðñèè ñíèçó

V̂ â ≥ Im(a)−1

Äëÿ íåêîòîðîãî êëàññà îöåíîê (ò.í. äîñòàòî÷íûõ) íåðàâåíñòâî ïðåâðàùàåòñÿ â
ðàâåíñòâî, è, ñëåäîâàòåëüíî, òàêèå îöåíêè ÿâëÿþòñÿ ýôôåêòèâíûìè.
1. ÏÐÈÌÅÐ. (Íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå)

I1(a) = Ê(
(ti − a)2

σ4
) =

1

σ2
. Im =

m

σ2

V̂ â =
σ2

m
2. ÏÐÈÌÅÐ. (Ïóàññîíà)

I1(a) = Ê(
m0

a
− 1)2 =

1

a2
Ê(m0 − a)2 =

a

a2
=

1

a
. Im =

m

a

V̂ â =
a

m
Â çàêëþ÷åíèå ñëåäóåò îòìåòèòü õîðîøèå êà÷åñòâà MLE-îöåíîê, ïî êðàéíåé ìåðå,
â àñèìïòîòèêå, ò.å. êîãäà îáúåì âûáîðêè m íåîãðàíè÷åííî âîçðàñòàåò. Â øèðîêîì
êëàññå ñëó÷àåâ çàâèñèìîñòåé ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ îò ïàðàìåòðîâ, MLE-îöåíêè â
ïàðàìåòðîâ a àñèìïòîòè÷åñêè:
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• íåñìåùåíû, ò.å. limm→∞ â = a.

• ñîñòîÿòåëüíû, ò.å. P (limm→∞ â = a) = 1.

• ýôôåêòèâíû, ò.å. V̂ a ∼ C
m
.

• íîðìàëüíî ðàñïðåäåëåíû, ò.å. âûðàæåíèå (â − a)/
√

m òåì áëèæå áóäåò
îïèñûâàòüñÿ íîðìàëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì N(0, V̂ a), ÷åì áîëüøå m.
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ËÅÊÖÈß 4. ÏÐÎÂÅÐÊÀ ÃÈÏÎÒÅÇ È ÏÐÈÍßÒÈÅ ÐÅØÅÍÈÉ.

Ïóñòü çàäàíû âûáîðêà T = t1, ..., tn è p(t, a) - ïëîòíîñòü ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ.
Ðàññìîòðèì 2 çàäà÷è:

• ïðîâåðèòü ãèïîòåçó, ÷òî ïàðàìåòð a ðàâåí âåëè÷èíå a0;

• èç 2 ãèïîòåç: a = a0 è a = a1 - âûáðàòü òó, êîòîðàÿ ñîîòâåòñòâóåò âûáîðêå T .

Ïðîñòåéøèé ñïîñîá ðåøåíèÿ ïåðâîé çàäà÷è ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Ñòðîèòñÿ òàê
íàçûâàåìàÿ ñòàòèñòèêà îò âûáîðêè T (ò.å. íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ îò âûáîðî÷íûõ
çíà÷åíèé) f(t1, t2, ..., tm) ïðè ïðîâåðÿåìîì çíà÷åíèè ïàðàìåòðà a0. Èíà÷å ñòàòèñòèêà
íàçûâàåòñÿ êðèòåðèåì. Ñòàòèñòèêà f êàê ôóíêöèÿ îò ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñàìà áóäåò
ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé, èìåþùåé ñîîòâåòñòâóþùóþ ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ G(f) èëè
ïëîòíîñòü g(f).
Äàëåå âûáèðàåòñÿ óðîâåíü çíà÷èìîñòè êðèòåðèÿ ïðîâåðêè α è ñòðîèòñÿ
äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë [f1, f2] òàê, ÷òî çíà÷åíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû f(T ) ïðè
ðàçëè÷íûõ íàáîðàõ ti, i = 1, 2, ..., m è ïðè a = a0 ïîïàäàþò â ýòîò èíòåðâàë ñ
âåðîÿòíîñòüþ 1− α. Òåïåðü, åñëè çíà÷åíèå êðèòåðèÿ f äëÿ äàííûõ T, a0 ïîïàäàåò â
èíòåðâàë [f1, f2], òî ãèïîòåçà a = a0 ïðèíèìàåòñÿ; èíà÷å íå ïðèíèìàåòñÿ.
Åñëè m = 1, ñòàòèñòèêîé f áóäåò ñàìî çíà÷åíèå t1, à ïëîòíîñòüþ åå ôóíêöèè
ðàñïðåäåëåíèÿ ñàìà p(t, a). Äåéñòâèÿ òå æå ñàìûå, ÷òî è äëÿ ñëó÷àÿ ïðîèçâîëüíîãî
m.
Â ñëó÷àå ñèììåòðè÷íûõ ïî çíàêó ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí óðîâåíü çíà÷èìîñòè êðèòåðèÿ
âûáèðàåòñÿ äëÿ ìîäóëÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû, è òîãäà ðàçìåð èíòåðâàëà íåçíà÷èìîñòè
áûâàåò ðàâåí íå α, à 2α.
Äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë ÷àñòî ñòðîÿò íà îñíîâå èñïîëüçîâàíèÿ ñðåäíåãî è
äèñïåðñèè σ2 ñòàòèñòèêè f : a±σ èëè a±kσ, k = 1, 2, ..., ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ðàçëè÷íûì
α.
Òàêîé ñïîñîá õîðîø äëÿ òàêèõ ñèììåòðè÷íûõ ðàñïðåäåëåíèé êàê íîðìàëüíîå èëè
ðàâíîìåðíîå. Íî â ñëó÷àå ïðîèçâîëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ îí ìîæåò äàòü ãðóáî
íåòî÷íóþ äîâåðèòåëüíóþ îáëàñòü.
Ðàññìîòðèì íåêîòîðûå ïðèìåðû èñïîëüçîâàíèÿ ïðîâåðêè ãèïîòåç.

1. Òåñò äëÿ íîðìàëüíîé ïëîòíîñòè H : a = a0, σ èçâåñòíî . Ñòàòèñòèêîé áåðåì

f(t1, ..., tn) =
1

n

n∑

i=1

ti − a0

σ

g(f, a) = N(0,
1

n
)

2. Òåñò äëÿ íîðìàëüíîé ïëîòíîñòè H : a = a0, σ íåèçâåñòíî . Çäåñü

f(t1, ..., tn) =
√

n− 1fracb− a0s, ãäå b =
1

n

n∑

i=1

ti

s =

√√√√ 1

n

n∑

i=1

(ti − b)2

g(f, a) = S(n− 1) = ðàñïðåäåëåíèå Ñòüþäåíòà ñ n− 1 ñòåïåíÿìè ñâîáîäû .
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3. Òåñò äëÿ íîðìàëüíîé ïëîòíîñòè H : a = a0 è σ èçâåñòíî.

f(t1, ..., tn) =
n∑

i=1

(
ti − a0

σ
)2

g(f, a) = χ2
n = ðàñïðåäåëåíèå ñ n ñòåïåíÿìè ñâîáîäû .

Åñëè a íåèçâåñòíî, è H : σ = s0

f(t1, ..., tn) =
n∑

i=1

(
ti − b

s0

)2, ãäå b =
1

n

n∑

i=1

ti

g(f, a) = χ2
n−1

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé êîíêóðèðóþùèõ ãèïîòåç. Ïóñòü ãèïîòåçû H0 : a = a1 è
H1 : a = a2 êîíêóðèðóþò. Ïðèíèìàÿ êàêîå-ëèáî ðåøåíèå îòíîñèòåëüíî ýòèõ ãèïîòåç,
ìû ìîæåì ñäåëàòü îøèáêè äâóõ òèïîâ:
Îøèáêà 1ãî òèïà: H0 âåðíà, íî ìû îòâåðãàåì åå.
Îøèáêà 2ãî òèïà: H1 âåðíà, íî ìû ïðèíèìàåì H0.
Åñòåñòâåííîå òðåáîâàíèå - ìèíèìóì îáîèõ îøèáîê - íå âñåãäà ìîæåò áûòü âûïîëíåíî.
×àùå âñåãî ìèíèìèçàöèÿ îäíîé îøèáêè íå óìåíüøàåò (à òî è óâåëè÷èâàåò) âòîðóþ
îøèáêó. Ïîñòóïàþò òàê: çàäàâàÿ ãðàíèöó äëÿ îøèáêè îäíîãî òèïà, ñòðîÿò êðèòåðèé
ïðèíÿòèÿ ðåøåíèÿ òàê, ÷òîáû îí ìèíèìèçèðîâàë îøèáêó 2-ãî òèïà.
Ïðîñòåéøèì ïðèìåðîì ýòîãî ìîæåò ñëóæèòü êðèòåðèé îòíîøåíèÿ ïðàâäîïîäîáèé,
ïîñ÷èòàííûõ äëÿ îáîèõ ãèïîòåç:

r =
L(a ∈ H0)

L(a ∈ H1)
; èëè r =

lnL(a ∈ H0)

lnL(a ∈ H1)
;

Ñòðîèòñÿ èíòåðâàë çíà÷èìîñòè I = (1− δ1, 1 + δ2).
Åñëè r > 1 + δ2, òîãäà H0 ïðèíèìàåòñÿ; åñëè r < 1 − δ1, ïðèíèìàåòñÿ H1; åñëè æå
r ∈ I, ãèïîòåçû íåðàçëè÷èìû.
Äëÿ çàäàííîãî óðîâíÿ îøèáêè 1ãî ðîäà, ýòîò êðèòåðèé ìèíèìèçèðóåò îøèáêó 2-ãî
ðîäà.
Íåðàçëè÷èìîñòü (ò.å. íåäèñêðèìèíèðóåìîñòü) ãèïîòåç ìîæåò áûòü, â ÷àñòíîñòè,
ñëåäñòâèåì ìàëîãî îáúåìà äàííûõ, èëè èõ íåðàëè÷èìîñòè â êðèòè÷åñêèõ îáëàñòÿõ
ïðîâåðÿåìûõ ðàñïðåäåëåíèé. Äëÿ îäíîçíà÷íîé ðàáîòû êðèòåðèÿ äèñêðèìèíàöèè
ãèïîòåç íàäî, ÷òîáû äàííûå äîñòàòî÷íî ïîëíî ñîîòâåòñòâîâàëè ñâîåìó èñòèííîìó
ðàñïðåäåëåíèþ è èìåëè äîñòàòî÷íûé îáúåì.
Â ïðèâåäåííîé ïðîöåäóðå äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë ñòðîèòñÿ âåñüìà óïðîùåííî:
ñ ïîìîùüþ ñðåäíåãî è äèñïåðñèè. Ýòîãî äîñòàòî÷íî äëÿ ðÿäà ñèììåòðè÷íûõ
ðàñïðåäåëåíèé. Íî â îáùåì ñëó÷àå, ðàçóìååòñÿ, íåîáõîäèì áîëåå ñëîæíûé àëãîðèòì
ïîñòðîåíèÿ äîâåðèòåëüíîãî èíòåðâàëà: íà îñíîâå ðàñïðåäåëåíèÿ r.
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ËÅÊÖÈß 5. ÎÖÅÍÈÂÀÍÈÅ ÏÀÐÀÌÅÒÐÎÂ ÐÅÃÐÅÑÑÈÉ.
ËÈÍÅÉÍÛÉ ÑËÓ×ÀÉ.

Â ýêñïåðèìåíòàëüíîé ôèçèêå íèçêèõ ýíåðãèé íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííîé ôîðìîé
äàííûõ ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ y(x), x ∈ [x1, x2], ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëüþ êîòîðîé
ñëóæèò ðåãðåññèÿ, èñïîëüçóåìàÿ íåñêîëüêî â èíîì, íåæåëè êëàññè÷åñêèé, êîíòåêñòå,
à èìåííî:

y(x) = m(x) + e(x),

ãäå e(x) ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà äëÿ êàæäîãî x è îïèñûâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ñåìåéñòâà
ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ (P (e(x) < t(x))); ýòî ìîæåò áûòü è îäíà ôóíêöèÿ
(ôóíêöèîíàëüíàÿ çàâèñèìîñòü îäíîãî òèïà), íî èìåþùàÿ ðàçíûå öåíòðàëüíûå
ìîìåíòû â ðàçíûõ òî÷êàõ x.
Â âàæíåéøèõ ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ èìååò ìåñòî

Êe(xj) = 0, V̂ e(xj) = v(xj), Ê(e(xj)e(xi)) = cij = 0 ïðè i 6= j

Â ÷àñòíîñòè, ìîæåò èìåòü ìåñòî (è ÷àñòî èìååò) c(xi, xj) = 0.
Âèäíî, ÷òî V̂ y(x) = V̂ m(x) + V̂ e(x) = v(x). Èíà÷å v(x) = êâàäðàò îøèáêè ðåãðåññèè.
Àðãóìåíò x ýòî â îáùåì ñëó÷àå âåêòîðíàÿ âåëè÷èíà.
Ñëåäóåò ðàçëè÷àòü ìåæäó ðåãðåññèåé è ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé - ýòî íå îäíî è òî
æå. Ðàçíèöà â îïðåäåëåííîì ñìûñëå òà æå, ÷òî â àíàëèçå ìåæäó ïåðåìåííîé è
ôóíêöèåé.
Òèïè÷íûì ïðèìåðîì òàêèõ ðåãðåññèé ÿâëÿåòñÿ ýêñïåðèìåíòàëüíûé ñïåêòð - ãàììà-
ñïåêòð, íåéòðîííûé èëè íåéòðîííî-äèôðàêöèîííûé è ò.ä.
Ýêñïåðèìåíòàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå y(x) ïîëó÷àåòñÿ, êàê ïðàâèëî, ëèáî
ñóììèðîâàíèåì (îñóùåñòâëÿåìîì ëèáî àïïàðàòíî, ëèáî ìàòåìàòè÷åñêè) îòäåëüíûõ
ñèãíàëîâ - ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, ëèáî îöèôðîâêîé íåêîòîðûõ íåïðåðûâíûõ êðèâûõ.
Âàæíûé ÷àñòíûé ñëó÷àé äèñêðåòíûõ ðàñïðåäåëåíèé, ïîëó÷àåìûõ ñóììèðîâàíèåì,
- ýòî ñëó÷àé ñóììèðîâàíèÿ ò.í. ðåäêèõ ñîáûòèé, ò.å. òàêèõ, ÷òî âåðîÿòíîñòü
ðåãèñòðàöèè çà ìàëûé ïðîìåæóòîê âðåìåíè δt äâóõ è áîëåå ñèãíàëîâ ÿâëÿåòñÿ
áåñêîíå÷íî-ìàëîé âåëè÷èíîé ïî ñðàâíåíèþ ñ δt. Ñóììû òàêèõ ñèãíàëîâ ðàñïðåäåëåíû
ïðèáëèæåííî ïî Ïóàññîíó. Ýòî äàåò íàì âîçìîæíîñòü õîòÿ áû ïðèáëèæåííî îöåíèòü
äèñïåðñèþ y(x), à èìåííî, êàê ìû âèäåëè âûøå, îöåíêîé äèñïåðñèè ñëó÷àéíîé
âåëè÷èíû, ðàñïðåäåëåííîé ïî Ïóàññîíó, ñëóæèò ñàìî y(x) (MLE-îöåíêà), èëè
y(x) + 1 (BE-îöåíêà).
Ôóíêöèÿ m(x) ÿâëÿåòñÿ äåòåðìèíèðîâàííîé ñîñòàâëÿþùåé ðåãðåññèè è ñîáñòâåííî
ñîäåðæèò èíòåðåñóþùóþ ôèçèêà èíôîðìàöèþ, ïðàâäà, êàê ïðàâèëî, â íåÿâíîì
âèäå, ò.å. äëÿ íåïîñðåäñòâåííîãî åå èñïîëüçîâàíèÿ òðåáóòñÿ èçâëå÷åíèå åå èç m(x).
Òàêîå èçâëå÷åíèå ñîïðîâîæäàåòñÿ êàê ïðàâèëî êîìïðåññèåé ýòîé èíôîðìàöèè,
ò.å. ïðåîáðàçîâàíèåì åå ê íàáîðó âåëè÷èí, ñóùåñòâåííî ìåíüøåìó, ÷åì ìíîæåñòâî
çíà÷åíèé m(x).
Íàèáîëåå óíèâåðñàëüíûé ñïîñîá ðåäóêöèè ðåãðåññèè - ýòî ïàðàìåòðèçàöèÿ ìîäåëè
m(x), ò.å. ââåäåíèå â íåå ïàðàìåòðîâ P òàê, ÷òîáû îíè îäíîçíà÷íî áûëè ñâÿçàíû
ñ ýòîé ôóíêöèåé, è â òî æå âðåìÿ ñîäåðæàëè â ñåáå â êîìïàêòíîé ôîðìå òó
ôèçè÷åñêóþ èíôîðìàöèþ, êîòîðàÿ â ðàñïðåäåëåííîì âèäå çàêëþ÷åíà â m(x):
m(x)− > m(x, P ), ãäå P (â îáùåì ñëó÷àå âåêòîð ðàçìåðíîñòè n) è åñòü èñêîìûé
ïàðàìåòð.
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Ïðèìåðû íåêîòîðûõ ïàðàìåòðèçàöèé. Ëèíåéíàÿ ìîäåëü. Ýòî ñëó÷àé, êîãäà
ïàðàìåòð (íî íå îáÿçàòåëüíî àðãóìåíò) âõîäÿò â îïèñàíèå ôóíêöèè ëèíåéíî.

• m(x, P ) = ax + b, P = (a, b); Äàííàÿ ìîäåëü ëèíåéíà êàê ïî ïàðàìåòðó, òàê è
ïî àðãóìåíòó.

• m(x, P ) = ax2 + bx + c, P = (a, b, c); Çäåñü àðãóìåíò x âõîäèò â ìîäåëü óæå
íåëèíåéíî.

• m(x, P ) =
∑n−1

i=0 aix
i, P = (a0, a1, ..., an−1); Ýòî ïðèìåð ïîëèíîìèàëüíîé

ìîäåëè, êîòîðàÿ, â ÷àñòíîñòè, ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ êàê ïðèáëèæåíèå
íåêîòîðîé ãëàäêîé ôóíêöèè â êîíå÷íîé îáëàñòè åå îïðåäåëåíèÿ.

• m(x, P ) =
∑n−1

i=0 aifi(x), P = (a0, a1, ..., an−1). Ýòî ïðèìåð áîëåå îáùåãî
îïèñàíèÿ ðåãðåññèè êàê ëèíåéíîé (ñ íåèçâåñòíûìè êîýôôèöèåíòàìè ai)
êîìáèíàöèè ôèêñèðîâàííûõ ôóíêöèé fi(x); òàêîå îïèñàíèå ìîæåò áûòü è
ïðèáëèæåííûì.

Ëèíåéíûå ìîäåëè îáëàäàþò çíà÷èòåëüíûìè ìàòåìàòè÷åñêèìè äîñòîèíñòâàìè, íî
íå âñåãäà ñïðàâëÿþòñÿ ñ ãëàâíîé çàäà÷åé ïàðàìåòðèçàöèè: äàòü êîìïàêòíîå
îïèñàíèå èíôîðìàöèè, çàêëþ÷åííîé â ìîäåëè ðåãðåññèè m(x). Êðîìå òîãî, ÷àñòî
ïàðàìåòðèçàöèÿ íå âûáèðàåòñÿ íàìè ïî æåëàíèþ, à çàäàåòñÿ óñëîâèÿìè ôèçè÷åñêîãî
ýêñïåðèìåíòà, è îíà ÷àñòî îêàçûâàåòñÿ íåëèíåéíîé êàê ïî àðãóìåíòó x, òàê è ïî
ïàðàìåòðàì P .
Ðàññìîòðèì ïðèìåðû íåêîòîðûõ íåëèíåéíûõ ìîäåëåé ðåãðåññèé m(x, P ) -
íåëèíåéíûõ ïî âåêòîðó ïàðàìåòðîâ P è ïî àðãóìåíòàì x.

Aexp(−(
x− C

W
)2), Ae−

ln2t
T ,

A

1 + ((x− C)2/(W 2))
, Asin(Wt).

Íåëèíåéíûå ìîäåëè äàþò êàê ïðàâèëî áîëåå ðåàëèñòè÷åñêîå, ò.å. áîëåå òî÷íîå
îïèñàíèå íàáëþäàåìûõ äàííûõ, ÷åì ëèíåéíûå, íî è îíè ìîãóò îêàçàòüñÿ
íåïðèåìëåìûìè âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ, ãëàâíûì îáðàçîì èççà òîãî, ÷òî èñïîëüçóþò
íåáîëüøîé íàáîð âåñüìà èäåàëüíûõ ãëàäêèõ êðèâûõ, òàêèõ êàê exp, sin, è ò.ä.
Ðåàëüíî íàáëþäàåìûå ýôôåêòû ìîãóò áûòü îïèñàíû èäåàëüíûìè êðèâûìè òî÷íî
ëèøü â ðåäêèõ ñëó÷àÿõ.
Â êà÷åñòâå ïðèìåðà íåëèíåéíîé ìîäåëè ðåãðåññèè ðàññìîòðèì ïðèìåð ëèíåé÷àòîãî
ñïåêòðà èçëó÷åíèÿ (èëè ïîãëîùåíèÿ), ïîðîæäàåìîãî âîçäåéñòâèåì íà ìèøåíè
ïîòîêîì ÷àñòèö èëè êâàíòîâ ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ.
Ëèíèè â ýòèõ ñïåêòðàõ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ôèãóðû òèïà ðåçîíàíñîâ, ðàñïîëîæåííûå
íà íåêîòîðîì ïîëîãîì îáðàçîâàíèè. Èäåàëüíûé ðåçîíàíñ (èëè ïèê) î÷åíü óäîáíî
îïèñûâàòü ôóíêöèåé Ãàóññà òèïà m(x) = exp(−x2

2
) èëè ôóíêöèåé Êîøè m(x) =

1
1+x2 , êîòîðûå ãåîìåòðè÷åñêè äîñòàòî÷íî ïîäîáíû êîíòóðó ýòèõ ðåçîíàíñîâ (ïèêîâ).
Îñòàåòñÿ ââåñòè ïàðàìåòðû â ýòè ìîäåëè è ðåãðåññèîííàÿ ìîäåëü ïèêà áóäåò ãîòîâà.
Ýòè ïàðàìåòðû ñëåäóþùèå: m(x) = Aexp(− (x−C)2

2W 2 ) è m(x) = A
1+(x−C)2/W 2 ). Â ýòèõ

îïèñàíèÿõ ïèêîâ ïàðàìåòðû èìåþò ÷åòêèé ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë: A - àìïëèòóäà,
C - öåíòð, W - "øèðèíà"ïèêà. Íà îñíîâå A,W ìîæíî âû÷èñëèòü ïëîùàäü ïèêà.
Ýòè âåëè÷èíû ñ÷àñòëèâûì îáðàçîì ñîâïàäàþò ñ òåì, ÷òî èíòåðåñóåò ôèçèêà â åãî
ýêñïåðèìåíòàëüíûõ ñïåêòðàõ.
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Îäíàêî ãåîìåòðè÷åñêèå ôîðìû ïèêîâ ìîãóò áûòü è íå ñòîëü èäåàëüíûìè êàê
âûøåïåðå÷èñëåííûå è ìîãóò èìåòü îñîáåííîñòè, íå îïèñûâàåìûå èìè, íàïðèìåð,
àñèììåòðèþ, ëîêàëüíûå íåðåãóëÿðíîñòè, è ò.ä. Â ýòîì ñëó÷àå, ìîæíî äåéñòâîâàòü
ñëåäóþùèì îáðàçîì.

• Ïåðâûé ïóòü - óâåëè÷åíèå êîëè÷åñòâà ïàðàìåòðîâ. Â îáùåì ñëó÷àå ÷åì áîëüøå
ïàðàìåòðîâ, òåì ðàçíîîáðàçíåå êðèâûå, êîòîðûå ïàðàìåòðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ
ìîæåò îïèñàòü. Íàïðèìåð, ôóíêöèÿ m(x) = Aexp(− (x−C)2

(Lx+W )2
), çàâèñÿùàÿ ò 4

ïàðàìåòðîâ ìîæåò îïèñàòü íå òîëüêî ñèììåòðè÷íûé ïèê (ïðè L = 0), íî è
àñèììåòðè÷íûé (ïðè L 6= 0). Êðîìå òîãî, ñëåäóåò èìåòü â âèäó, ÷òî ôóíêöèÿ
òèïà

n∑

i=0

aix
iexp(−(x− C)2

2W 2
),

çàâèñÿùàÿ îò n + 2 ïàðàìåòðîâ (ai, C, W, i = 0, 1, .., n), ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
îòðåçîê ðÿäà Ýðìèòà, êîòîðûé äàæå ïðè ôèêñèðîâàííûõ C, W ñïîñîáåí
îïèñàòü ëþáóþ àíàëèòè÷åñêóþ ôèíèòíóþ (õîòÿ áû ïðèáëèæåííî, êàê ãàóññèàí)
ôóíêöèþ ïðè n →∞; à ïîëèíîì ∑n

i=0 aix
i - ôóíêöèÿ îò n ïàðàìåòðîâ, êàê ÷àñòü

ñòåïåííîãî ðÿäà ìîæåò îïèñàòü ëþáóþ àíàëèòè÷åñêóþ ôóíêöèþ íà âñåé îñè.

• Îäíàêî óâåëè÷åíèå ÷èñëà ïàðàìåòðîâ èìååò òàêæå è íåãàòèâíûå ïîñëåäñòâèÿ:
1. óìåíüøåíèå â ñðåäíåì òî÷íîñòè êàæäîãî îòäåëüíîãî ïàðàìåòðà ïðè èõ
îïðåäåëåíèè; åñëè ïðè ýòîì äîïîëíèòåëüíûå ïàðàìåòðû íå èìåëè ôèçè÷åñêîãî
ñìûñëà, à ââîäèëèñü ëèøü äëÿ áîëüøåé ïîõîæåñòè ìîäåëè íà äàííûå. òî ýòî
îçíà÷àåò ïîòåðè ôèçè÷åñêîé èíôîðìàöèè;
2. âîçíèêíîâåíèå ÷èñòî ìàòåìàòè÷åñêèõ òðóäíîñòåé (ñì.íèæå) ïðè îáðàáîòêå
äàííûõ;
3. ÷àñòî öåëüþ àíàëèçà ôèçè÷åñêèõ äàííûõ ÿâëÿåòñÿ ðàçëîæåíèå ñóììàðíîé
ëèíèè íà ñîñòàâëÿþùèå åå êîìïîíåíòû (äåêîìïîçèöèÿ ðåãðåññèè); åñëè
÷èñëî ïàðàìåòðîâ, îïèñûâàþùèõ êàæäóþ êîìïîíåíòó, ñëèøêîì âåëèêî, òî
íàäåæíîñòü ðàçëîæåíèÿ ðåçêî ïàäàåò: ñóììàðíàÿ ëèíèÿ îïèñûâàåòñÿ õîðîøî, à
îòäåëüíûå êîìïîíåíòû ïëîõî - èççà äîïîëíèòåëüíûõ ñòåïåíåé ñâîáîäû ó ìîäåëè
ðåãðåññèè.
Ïîýòîìó, òðåáîâàíèå ìèíèìóìà ÷èñëà ïàðàìåòðîâ ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì
óñëîâèåì äëÿ õîðîøåãî àíàëèçà äàííûõ â äàëüíåéøåì. Äðóãèìè ñëîâàìè,
÷èñëî ïàðàìåòðîâ äîëæíî áûòü îïòèìàëüíûì: íå ñëèøêîì ìàëåíüêèì, íî è
íå ñëèøêîì áîëüøèì.
Îäíèì èç ñïîñîáîâ ïîääåðæàíèÿ ÷èñëà ïàðàìåòðîâ íà ìèíèìàëüíîì óðîâíå
ïðè îäíîâðåìåííî äîñòàòî÷íîé òî÷íîñòè ñîîòâåòñòâèÿ ìîäåëè äàííûì ñëóæèò
ñëåäóþùèé ìåòîä (ìåòîä ðåàëüíîé ôîðìû).
Âûáèðàåòñÿ òèïè÷íàÿ ôîðìà ëèíèè ðåãðåññèè (èëè îòäåëüíîé åå êîìïîíåíòû,
åñëè îíà åñòü ñóììà ïîñëåäíèõ). Ïóñòü ýòî áóäåò ôóíêöèÿ u(x). Îíà ìîæåò
áûòü ïîñòðîåíà èç òåîðåòè÷ñêèõ ñîîáðàæåíèé êàê àíàëèòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ, èëè
âçÿòà êàê ãèñòîãðàììà, äîïîëíåííàÿ äî ïîëíîé ôóíêöèè, íàïðèìåð, ñ ïîìîùüþ
èíòåðïîëÿöèè. Äàëåå, ïàðàìåòðè÷åñêèì ñåìåéñòâîì, ïîñòðîåííûì íà áàçå ýòîé
ðåàëüíîé ìîäåëè, áóäåò ñëåäóþùåå:

Ok(x)u(Pn(x)), (1)
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ãäå Qk(x), Pn(x) ñóòü ïîëèíîìû ñòåïåíåé k, n ñîîòâåòñòâåííî. Ìíîæåñòâî
(1) åñòü ìíîæåñòâî ôóíêöèé, çàâèñÿùèõ îò k + n + 2 ïàðàìåòðîâ. Ìîæíî
äîêàçàòü, ÷òî êàæäàÿ ôóíêöèÿ èç ýòîãî ìíîæåñòâà áóäåò ñõîäèòüñÿ ê
ìîäåëèðóåìîé ôóíêöèè â ñìûñëå ñàìûõ ðàçëè÷íûõ ìåòðèê ïðè k, n →
∞. Íî ñàìîå çàìå÷àòåëüíîå ýòî òî, ÷òî ïðèáëèæåííîé ñõîäèìîñòè ìîæíî
äîáèòüñÿ ïðè ôèêñèðîâàííûõ ñòåïåíÿõ ïîëèíîìîâ (ïðè ýòîì íåáîëüøèõ) çà
ñ÷åò ïîäãîíêè ñàìîé ìîäåëè u(x). Âñå ýêçîòè÷åñêèå, íåîáû÷íûå ñâîéñòâà
ìîäåëèðóåìîé ôóíêöèè ñëåäóåò ó÷èòûâàòü â ìîäåëè u(x), à íà ïàðàìåòðû
îñòàâëÿòü ëèøü îñíîâíûå, ïðåäñòàâëÿþùèå ãëàâíûé èíòåðåñ äëÿ ôèçèêà
îñîáåííîñòè ìîäåëèðóåìîé ôóíêöèè. Ïðàêòèêà ïîêàçàëà, ÷òî ïðè àíàëèçå
ýêñïåðèìåíòàëüíûõ ñïåêòðîâ õîðîøåå êà÷åñòâî àïïðîêñèìàöèè äàåò óæå
ìîäåëü

Au(
x− C

W
), (2)

ïðåäñòàâëÿþùàÿ "ôèçè÷åñêè îñìûñëåííóþ"ìîäèôèêàöèþ (1), ãäå

Qk(x) = A, Pn(x) =
1

W
x +

C

W
,

ò.å. k = 0, n = 1, ïðè óñëîâèû, ÷òî u(x) õîðîøî îòîáðàæàåò îáùèé êîíòóð
ëèíèè, ïðåäñòàâëÿþùåé èíòåðåñ.
Îáîáùåíèåì (1) ÿâëÿåòñÿ âûðàæåíèå, â êîòîðîì âìåñòî ïîëèíîìîâ Qk(x), Pn(x)
áåðóòñÿ ëþáûå ôóíêöèè, îáëàäàþùèå àïïðîêñèìàöèîííûìè ñâîéñòâàìè:
òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ïîëèíîìû, äðîáíî-ðàöèîíàëüíûå ôóíêöèè, ñïëàéíû è ò.ä.
Íàïðèìåð, ïðàêòè÷åñêè âàæíûì âûðàæåíèåì áóäåò Au( x−C

W1x+W0
), îáëàäàþùèå

áîëåå ýôôåêòèâíûìè àïïðîêñèìàöèîííûìè ñâîéñòâàìè, ÷åì ðàññìîòðåííîå
âûøå (2).
Òàêàÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ èñïîëüçóåòñÿ â îïèñûâàåìîé íèæå ïðîãðàììå VMRIA.

Ðåãðåññèîííûé àíàëèç. Ëèíåéíûé ñëó÷àé. Èòàê, ïóñòü çàäàíà ðåãðåññèÿ
y(xj) j = 1, ..., m, åå ïàðàìåòðè÷åñêàÿ ìîäåëü f(x, P ), ãäå P − n-ìåðíûé âåêòîð, è
ôóíêöèÿ äèñïåðñèè d(x) â êàæäîé òî÷êå x.
Ôóíäàìåíòàëüíûå çàäà÷è îáðàáîòêè òàêèõ äàííûõ ìåòîäàìè ìàòåìàòè÷åñêîé
ñòàòèñòèêè - ýòî â îáùåì-òî òå æå, ÷òî è ïðè àíàëèçå ðàñïðåäåëåíèé ñëó÷àéíîé
âåëè÷èíû:

• Îöåíèâàíèå ïàðàìåòðîâ P è îïðåäåëåíèå òî÷íîñòè ýòèõ îöåíîê.

• Ïðîâåðêà ãèïîòåçû (èëè ïðèíÿòèå ðåøåíèÿ): ïî çàäàííîé ðåãðåññèè y(x) è P0 -
èçâåñòíîìó (èëè ïðåäïîëàãàåìîìó èçâåñòíûì) çíà÷åíèþ ïàðàìåòðîâ, ïðîâåðèòü
äîñòîâåðíîñòü ãèïîòåçû Ptrue = P0.

• Ïëàíèðîâàíèå ýêñïåðèìåíòà: ïî èçâåñòíîìó âèäó ôóíêöèîíàëüíîé çàâèñèìîñòè
P îò Ptrue ïîñòðîèòü ïëàí ïðîâåäåíèÿ ýêñïåðèìåíòà: ò.å. îïðåäåëèòü òî÷íîñòü
è õàðàêòåð ðåãðåññèè, ãàðàíòèðóþùåé ïîëó÷åíèå îöåíêè ïàðàìåòðîâ P
ñ çàäàííîé òî÷íîñòüþ èëè ïðîâåðêó ãèïîòåçû Ptrue = P0 ñ çàäàííîé
äîñòîâåðíîñòüþ.

Çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ îöåíîê. Îöåíêè ïàðàìåòðîâ ðåãðåññèé ìîãóò áûòü ïîñòðîåíû
òîæå ëþáûì ñïîñîáîì, ëèøü áû îí ãàðàíòèðîâàë õîðîøèå ñòàòèñòè÷åñêèå êà÷åñòâà
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ýòèõ îöåíîê. Îöåíêè ïàðàìåòðîâ ðåãðåññèé òîæå ÿâëÿþòñÿ ñëó÷àéíìè âåëè÷èíàìè,
è, ñëåäîâàòåëüíî, èìåþò ñâîè ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ, öåíòðàëüíûå 1-å, 2-å, è ò.ä.
ìîìåíòû. Åñëè òàêàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ èçâåñòíà, òî ñ åå ïîìîùüþ ìîæíî
âû÷èñëèòü ñðåäíèå è äèñïåðñèè îöåíîê, è òåì ñàìûì îïðåäåëèòü êà÷åñòâî ýòèõ
îöåíîê.
Êàê è â ñëó÷àå îöåíîê ïàðàìåòðîâ ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí,
åñòåñòâåííî ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå îöåíîê ïàðàìåòðîâ
ñîâïàäàëî ñ èõ èñòèííûì çíà÷åíèåì, ò.å. ÷òîáû îöåíêè áûëè íåñìåùåííûìè; è
êîíå÷íî, ÷òîáû äèñïåðñèè ýòèõ îöåíîê áûëè êàê ìîæíî ìåíüøå.
Ñàìûì èçâåñòíûì è ïîïóëÿðíûì ìåòîäîì ïîëó÷åíèÿ òàêèõ îöåíîê ÿâëÿåòñÿ ìåòîä
íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ, êðàòêî ÌÍÊ, èëè LSE. Ñòðîãîå ìàòåìàòè÷åñêîå îáîñíîâàíèå
åãî ñóùåñòâóåò ëèøü â ëèíåéíîì ñëó÷àå, ò.å. äëÿ ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè ìîäåëåé
ðåãðåññèé îò ïàðàìåòðîâ, ïîýòîìó, èçëîæåíèå äàííîãî ìåòîäà ìû íà÷íåì ñ ëèíåéíîãî
ñëó÷àÿ.
Èòàê çàäàíà ðåãðåññèÿ y(xj), j = 1, ...,m, åå ïàðàìåòðè÷åñêàÿ ìîäåëü f(x, P ), ãäå
P - n-ìåðíûé âåêòîð, è äèñïåðñèÿ d(x). Îöåíêè ÌÍÊ ýòî çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ,
ìèíèìèçèðóþùèå ïî P âûðàæåíèå

S(P )2 =
m∑

j=1

w(xj)(y(xj)− f(xj, P ))2, ãäå w(x) = 1
d(x)

. (3)

Åñëè ðàññìàòðèâàòü òîëüêî ãëàäêèå (äèôôåðåíöèðóåìûå) ïî ïàðàìåòðàì ôóíêöèè
f(x, P ), òî äëÿ íàõîæäåíèÿ ýòèõ çíà÷åíèé íåîáõîäèìî ðåøèòü ñèñòåìó n ñëåäóþùèõ
óðàâíåíèé (ÌÍÊ-óðàâíåíèé)

∂S(P )2

∂pi

= 0, i = 1, ..., n

èëè ∑
x

w(x)(y(x)− f(x, P ))
∂f

∂pi

= 0

Äëÿ ëèíåéíîé ìîäåëè f(x, P ) =
∑n

i=1 pigi(x) ýòè óðàâíåìèÿ èìåþò âèä

∑
x

w(x)gi(x)
n∑

k=1

gk(x)pk =
∑
x

w(x)y(x)gi(x)

èëè â ìàòðè÷íîé çàïèñè AP = B, ãäå ýëåìåíòû ìàòðèöû è âåêòîðà

aik =
∑
x

w(x)gi(x)gk(x)pk, bi =
∑
x

w(x)y(x)gi(x)

Åñëè Aäèàãîíàëüíàÿ, òî aiipi = bi è pii = bi

aii
ïðè óñëîâèè ÷òî aii 6= 0. Â îáùåì ñëó÷àå

P = A−1B, ïðè óñëîâèè, ÷òî A èìååò îáðàòíóþ.
Áóäåì îáîçíà÷àòü îöåíêè ïàðàìåòðîâ P̂ , à èñòèííûå çíà÷åíèÿ P . Ñïðàâåäëèâû
ñëåäóþùèå òåîðåìû, äàþùèå ïðåäñòàâëåíèå î ñâîéñòâàõ è êà÷åñòâå ÌÍÊ-îöåíîê.

1. Åñëè ìîäåëü f(x, P ) è äèñïåðñèÿ d(x) âåðíû, òî îöåíêè ïàðàìåòðîâ íåñìåùåíû.
Ýòî îçíà÷àåò

ÊP̂ = P
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2. Ìàòðèöà A−1 ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöåé êîâàðèàöèé îöåíîê ïàðàìåòðîâ, åå
äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû - äèñïåðñèÿìè îöåíîê ïàðàìåòðîâ.

3. Â êëàññå ëèíåéíûõ íåñìåùåííûõ îöåíîê ìíê-îöåíêè èìåþò ìèíèìàëüíûå
äèñïåðñèè. (òåîðåìà Ãàóññà-Ìàðêîâà);

4. Åñëè âñå y(xj) íîðìàëüíî ðàñïðåäåëåíû ñ (N(f(x, P ), d(x))), òî ìíê-îöåíêè
ïàðàìåòðîâ èìåþò íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå N(P, A−1), à âåëè÷èíà S(P )2

èìååò χ2
m−n ðàñïðåäåëåíèå.

Äîêàçàòåëüñòâà ýòèõ òåîðåì íåòðèâèàëüíû è äëÿ îçíàêîìëåíèÿ ñ íèìè ñëåäóåò
îáðàòèòüñÿ ê ñïåöèàëüíîé ìàòåìàòè÷åñêîé ëèòåðàòóðå.
Çàäà÷à ïðîâåðêè ãèïîòåç. Â ðåãðåññèîííîì àíàëèçå â îñíîâíîì ïðîâåðÿåòñÿ
ãèïîòåçà: íå ïðîòèâîðå÷èò ëè ðåãðåññèÿ y(x) ìîäåëè f(x, Pmin) ïðè íàéäåííûõ
ïàðàìåòðàõ Pmin. Èñêëþ÷èòåëüíî óäîáíûé è ïðè ýòîì íàäåæíûé èíñòðóìåíò äëÿ
ýòîãî äàåò âûøåïðèâåäåííàÿ òåîðåìà î òîì, ÷òî S(Pmin)2 èìååò χ2

m−n - ðàñïðåäåëåíèå
ïðè íîðìàëüíî ðàñïðåäåëåííûõ îøèáêàõ ðåãðåññèè y(x). Íî â äåéñòâèòåëüíîñòè
S(Pmin)2 áóäåò èìåòü ïðèáëèæåííî χ2

m−n- ðàñïðåäåëåíèå è ïðè âñåâîçìîæíûõ äðóãèõ
îøèáêàõ, ëèøü áû âûïîëíÿëîñü êà÷åñòâåííîå óñëîâèå, ÷òî ýòè îøèáêè ÿâëÿþòñÿ
ðåçóëüòàòîì äåéñòâèÿ ñëó÷àéíûõ ôàêòîðîâ ñ ðàâíîìåðíî ìàëûìè äèñïåðñèÿìè.
Äðóãèì óñëîâèåì ïðàâèëüíîñòè äåéñòâèÿ êðèòåðèÿ ÿâëÿåòñÿ òî÷íîå çàäàíèå âåñîâ

1
d(x)

, ò.å. äèñïåðñèè d(x). Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå S(Pmin)2 íå áóäåò ïîä÷èíÿòüñÿ χ2
m−n-

ðàñïðåäåëåíèþ.
Î÷åíü âàæíûì äîïîëíèòåëüíûì êðèòåðèåì ÿâëÿåòñÿ χ2+

m−n: îòíîøåíèå ñóììû òåõ
÷ëåíîâ â (3), ãäå y(xj) − f(xj, P ) ïîëîæèòåëüíî, ê S(Pmin)2. Ìàòåìàòè÷åñêîå
îæèäàíèå ýòîãî îòíîøåíèÿ ðàâíî 1

2
, à äèñïåðñèÿ ðàâíà ïðèáëèæåííî 0.85√

(m−n)
.

Êðèòåðèé χ2+
m−n óñòîé÷èâ ê íåòî÷íîñòè çàäàíèÿ âåñîâ 1

d(x)
, è ÿâëÿåòñÿ î÷åíü íàäåæíîé

õàðàêòåðèñòèêîé êà÷åñòâà ïîäãîíêè ðåãðåññèè y(x) ìîäåëüþ f(x, Pmin).
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ËÅÊÖÈß 6. ÎÖÅÍÈÂÀÍÈÅ ÏÀÐÀÌÅÒÐÎÂ ÐÅÃÐÅÑÑÈÉ.
ÍÅËÈÍÅÉÍÛÉ ÑËÓ×ÀÉ.

Êàê áûëî ñêàçàíî ðàíåå, íàèáîëåå èíòåðåñíûì è âàæíûì äëÿ ïðàêòè÷åñêèõ
öåëåé ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àé íåëèíåéíîé ïàðàìåòðèçàöèè ðåãðåññèé. Íåëèíåéíàÿ LS-
îöåíêà ïàðàìåòðîâ íàõîäèòñÿ èç óñëîâèÿ ìèíèìóìà ïî P âûðàæåíèÿ

S(P )2 =
m∑

j=1

w(xj)(y(xj)− f(xj, P ))2 (4)

ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî òîìó, êàê ýòî áûëî â ëèíåéíîì ñëó÷àå. Íî ñèñòåìà óðàâíåíèé
äëÿ íàõîæäåíèÿ ðåøåíèÿ áóäåò íåëèíåéíîé

∂S2

∂pi

=
m∑

j=1

w(xj)(y(xj)− f(xj, P ))
∂f

∂pi

= 0, (5)

è ðåøåíèå ýòîé ñèñòåìû óæå íå áóäåò ñòîëü ïðîñòûì êàê â ëèíåéíîì ñëó÷àå. Çäåñü
èñïîëüçóåòñÿ ïðèåì ëèíåàðèçàöèè, çàêëþ÷àþùèéñÿ â ñëåäóþùðì.
Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî èçâåñòíû ãðóáî ïðèáëèæåííûå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ P0.
Ýòè çíà÷åíèÿ ìîãóò áûòü èçâåñòíû èç ðàçëè÷íûõ, â ÷àñòíîñòè, òåîðåòè÷åñêèõ,
ñîîáðàæåíèé, èëè ïîëó÷åíû ôîðìàëüíûìè ìåòîäàìè, êîòîðûå áóäóò ðàññìîòðåíû
ïîçæå. Âîñïîëüçîâàâøèñü ãëàäêîñòüþ ôóíêöèé f , ìû ìîæåì çàïèñàòü òàêîå
ïðèáëèæåííîå ïðåäñòàâëåíèå

f(x, P ) ∼ f(x, P0) +
n∑

i=1

∂f(x, P0)

∂pi

∆pi

Ïîñëå ïîäñòàíîâêè åãî â óðàâíåíèå (5) îíî â ìàòðè÷íîé çàïèñè ïðèìåò ñëåäóþùèé
âèä:

B = A∆P,

ãäå
B =

m∑

j=1

w(xj)(y(xj)− f0)
∂f0

∂pi

, A =
m∑

j=1

w(xj)
∂f0

∂pi

∂f0

∂pj

,

∆P - âåêòîð ∆pi, à f0 = f(xj, P0).
Îòñþäà èìååì

∆P = A−1B

À èç íåãî ìû ìîæåì ïîëó÷èòü óòî÷íåííîå çíà÷åíèå âåêòîðà P :

P1 = P0 + ∆P.

Åãî ìû ìîæåì èñïîëüçîâàòü â êà÷åñòâå íîâîãî íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ, è ïîëó÷èòü
íîâîå óòî÷íåííîå çíà÷åíèå âåêòîðà ïàðàìåòðîâ P2 è ò.ä. Äðóãèìè ñëîâàìè ìû èìååì
èòåðàöèîííûé ïðîöåññ

Pk+1 = Pk + A(k)−1B(k),

ãäå k - íîìåð èòåðàöèè, à A(k) è B(k) - ìàòðèöû A è B, ñîñ÷èòàííûå ïðè P = Pk.
Åñëè èòåðàöèîííûé ïðîöåññ ñõîäèòñÿ, ìû ïîëó÷àåì ðåøåíèå Px. Ê ñîæàëåíèþ,
ñâîéñòâà ëèíåéíûõ ÌÍÊ-îöåíîê íå ïåðåíîñÿòñÿ àâòîìàòè÷åñêè íà íåëèíåéíûå
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îöåíêè; â îáùåì ñëó÷àå, îíè íå áóäóò íåñìåùåííûìè è èõ äèñïåðñèè íå äîëæíû
îáëàäàòü ñâîéñòâîì ìèíèìàëüíîñòè â òîì èëè èíîì ñìûñëå. Òåì íå ìåíåå, åñëè
âûïîëíÿþòñÿ òàêèå (êà÷åñòâåííûå) óñëîâèÿ:
1/ àäåêâàòíîñòü ìîäåëè äàííûì;
2/ ìàëîñòü äèñïåðñèè îøèáîê e(x);
3/ ïðàâèëüíàÿ ñòðàòåãèÿ ìèíèìèçàöèè ôóíêöèîíàëà (5,)
òî íåëèíåéíûå ÌÍÊ-îöåíêè áóäóò îáëàäàòü âûøåïðèâåäåííûìè ñâîéñòâàìè
ëèíåéíûõ ÌÍÊ-îöåíîê ïî êðàéíåé ìåðå â àñèìïòîòèêå (ò.å. ïî ìåðå ðîñòà òî÷íîñòè
äàííûõ), è ñîîòâåòñòâåííî, äëÿ îöåíêè èõ òî÷íîñòè ìîæíî òàêæå èñïîëüçîâàòü
äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû îáðàòíîé ÌÍÊ-ìàòðèöû A−1

1 .
Òåì íå ìåíåå â íåëèíåéíîì ñëó÷àå íåîáõîäèìû äîïîëíèòåëüíûå ìåòîäû äëÿ îöåíêè
òî÷íîñòè ïîëó÷àåìûõ îöåíîê ïàðàìåòðîâ. Âåñüìà ýôôåêòèâíûé ìåòîä äëÿ ýòîãî -
îáðàáîòêà ñèìóëèðîâàííûõ äàííûõ, ìîäåëèðóþùèõ ðåàëüíûå äàííûå. Â íåëèíåéíîì
ñëó÷àå ýòî îáÿçàòåëüíàÿ ðåêîìåíäàöèÿ.
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ËÅÊÖÈß 7. ÎÖÅÍÈÂÀÍÈÅ ÏÀÐÀÌÅÒÐÎÂ ÐÅÃÐÅÑÑÈÉ.
ÐÎÁÀÑÒÍÛÅ ÎÖÅÍÊÈ.

ÌÍÊ-îöåíêè ïðè âñåõ èõ äîñòîèíñòâàõ îáëàäàþò îäíèì ñóùåñòâåííûì
íåäîñòàòêîì - íåóñòîé÷èâîñòüþ ê ãðóáûì íåàäåêâàòíîñòÿì äàííûõ è ìîäåëè.
Îñîáåííî ýòèì ñòðàäàþò íåëèíåéíûå ÌÍÊ-îöåíêè. Ýòà íåóñòîé÷èâîñòü èìååò
ïðèíöèïèàëüíûé õàðàêòåð: îíà åñòü ñëåäñòâèå ïîâûøåííîé ÷óâñòâèòåëüíîñòè
èíòåãðàëüíîé êâàäðàòè÷íîé ìåòðèêè ê ðåçêî íåîäíîðîäíûì ðàçíîñòÿì çíà÷åíèé
ôóíêöèé, âçàèìíîå ðàññòîÿíèå êîòîðûõ ýòà ìåòðèêà îöåíèâàåò: ñóììà êâàäðàòîâ
ðàçíîñòåé äâóõ ôóíêöèé áóäåò ìèíèìàëüíîé ïðè áîëåå èëè ìåíåå îäèíàêîâûõ
çíà÷åíèÿõ ýòèõ ðàçíîñòåé. Åñëè æå â êàêîé-ëèáî òî÷êå ðàçíîñòü äâóõ ôóíêöèé
áóäåò èìåòü áîëüøîå çíà÷åíèå, òî ïðè ñáëèæåíèè ýòèõ ôóíêöèé ñáëèæàþùàÿ
ïðîöåäóðà áóäåò ñòðåìèòüñÿ óìåíüøèòü èìåííî ýòó ðàçíîñòü äàæå åñëè ýòî ïðèâåäåò
ê óâåëè÷åíèþ äðóãèõ ðàçíîñòåé.
Ðàññìîòðèì òàêîé ïðèìåð:

f(xi) = 1, 1, 1, 1, ..., 1, 101, 1, ..., 1, n = 100

Ïóñòü ìû õîòèì ïîäîáðàòü ïðèáëèæàþùóþ åå ôóíêöèþ-êîíñòàíòó c(x) = C ïðè
x = 1, 2, ..., 100. Åñëè ìû áóäåì îöåíèâàòü áëèçîñòü â êâàäðàòè÷íîé ìåòðèêå, òî c(x)

áóäåò áëèæàéøåé ê f(x) ïðè c(x) =
∑n

i=1
fi

n
= 2; ïîãðåøíîñòü ïðèáëèæåíèÿ èñõîäíîé

ôóíêöèè f(x) áóäåò ïðåâîñõîäèòü 100% â êàæäîé òî÷êå êðîìå îäíîé.
Íî åñëè îöåíèâàòü áëèçîñòü â ìîäóëüíîé ìåòðèêå ρ, ò.å. êàê

ρ(f, c) =
n∑

i=1

|f(xi)− c(xi)|,

òî áëèæàéøåé ôóíêöèåé áóäåò, êàê ëåãêî âèäåòü, c(x) = 1; ò.å. ïîãðåøíîñòü
ïðèáëèæåíèÿ áóäåò ðàâíà 0 âî âñåõ òî÷êàõ êðîìå îäíîé, ãäå f(x) = 101. Ýòà òî÷êà
âïðî÷åì ïðîèçâîäèò âïå÷àòëåíèå ãðóáîé îøèáêè (âûáðîñà), ñëó÷àéíî ïîïàâøåé
â äàííûå, è òàêèì îáðàçîì, ïðèáëèæåíèå â ìîäóëüíîé ìåòðèêå ïðîèãíîðèðîâàëî
ýòó îøèáêó, òîãäà êàê ïðèáëèæåíèå â êâàäðàòè÷íîé ìåòðèêå èñïûòàëî åå ïàãóáíîå
âëèÿíèå.
Òàêîå ñâîéñòâî - èãíîðèðîâàòü ïðèñóòñòâèå ãðóáûõ îøèáîê (èëè, ïî êðàéíåé ìåðå,
ñëàáî çàâèñåòü îò íèõ) íàçûâàåòñÿ ðîáàñòíîñòüþ (îò àíãëèéñêîãî robust).
Ñîîòíîøåíèå ìåæäó ÌÍÊ- è ðîáàñòíîé îöåíêàìè õîðîøî èëëþñòðèðóåò ñðàâíåíèå
àðèôìåòè÷åñêîãî ñðåäíåãî è ìåäèàíû íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà ÷èñåë. Åñëè ÷èñëà
áîëåå-ìåíåå ðàâíîìåðíû, ñðåäíåå è ìåäèàíà ñîâïàäàþò (òî÷íî èëè ïðèáëèæåííî).
Íî äëÿ ñèëüíî ðàçíîðîäíûõ ÷èñåë îáå âåëè÷èíû áóäóò îòëè÷àòüñÿ. Ìåäèàíà òÿãîòååò
ê "áîëüøèíñòâó"÷èñåë, ñðåäíåå èùåò íåêèé êîìïðîìèññ ìåæäó ÷èñëàìè.
Èòàê, ïîäãîíêà â ìîäóëüíîé ìåòðèêå äàñò ðîáàñòíûå îöåíêè. Ê ñîæàëåíèþ,
ïðåâîñõîäÿ ÌÍÊ-îöåíêè â îòíîøåíèè óñòîé÷èâîñòè ê íåàäåêâàòíîñòÿì ìîäåëåé
ðåãðåññèÿì, ðîáàñòíûå îöåíêè íå îáëàäàþò èõ ýôôåêòèâíîñòüþ - îíè íå îáëàäàþò
ñâîéñòâîì íåñìåùåííîñòè è äèñïåðñèè èõ (â ñëó÷àå "íîðìàëüíûõ"äàííûõ) áóäóò
áîëüøå, ÷åì ó ÌÍÊ-îöåíîê. Äðóãèìè ñëîâàìè, èñïîëüçîâàíèå ðîáàñòíûõ îöåíîê
îïðàâäàíî òîëüêî â ñëó÷àÿõ, êîãäà ÌÍÊ-îöåíêè çàâåäîìî èìåþò ïëîõîå êà÷åñòâî.

Äðóãîé ïîäõîä â ïîñòðîåíèè ðîáàñòíûõ îöåíîê ñîñòîèò â èñïîëüçîâàíèè
àäàïòèâíûõ âåñîâ w(x), à èìåííî âêëþ÷åíèå â íèõ ýëåìåíòîâ, ïîçâîëÿþùèõ
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àâòîìàòè÷åñêè êîððåêòèðîâàòü äèñïåðñèè, óâåëè÷èâàÿ èõ òàì, ãäå íàèáîëåå
ÿâñòâåííî ïðîñòóïàþò íåàäåêâàòíîñòè ìåæäó äàííûìè è ìîäåëüþ. Ñóùåñòâóåò
ìàòåìàòè÷åñêèé ïîäõîä, ïîçâîëÿþùèé äåëàòü ýòî òàê, ÷òî îöåíêè ïàðàìåòðîâ
îêàæóòñÿ íåñìåùåííûìè è áóäóò èìåòü ìåíüøóþ äèñïåðñèþ, ÷åì àíàëîãè÷íûå ÌÍÊ-
îöåíêè.
Ïóñòü P0 çàäàíî. Òîãäà ñïîñîáàìè ââåäåíèÿ àäàïòèâíûõ âåñîâ ÿâëÿþòñÿ ñëåäóþùèå

S(P )2 =
m∑

j=1

w(xj, P0)(y(xj)− f(xj, P ))2 ⇒ Minimum ïî P, ãäå

w(x, P0) =

{
1/d(x) åñëè ‖y(xj)− f(xj, P0)‖ ≤ k

√
d(x);

1/|y(xj)− f(xj, P0)|2 èíà÷å
Èëè äðóãîé ïîäõîä, ïîçâîëÿþùèé ñòðîèòü ïðîìåæóòî÷íûå àëãîðèòìû ìåæäó
ðîáàñòíûìè è ÌÍÊ:

w(x, P0) =

{
1/d(x) åñëè ‖h(j)‖ ≤ const;
c(j)/d(x) èíà÷å

ãäå
h(j) =

y(xj)− f(xj, P0)√
d(x)

; c(j) =
1 + β

(h(j)/const)2 + β
.

Ïðè β = ∞ ìû èìååì îáû÷íóþ LS-îöåíêó; ïðè ìàëûõ β îöåíêà áóäåò ðîáàñòíîé,
ïðè÷åì ñëó÷àé β = 0 áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü ìàêñèìàëüíîé ðîáàñòíîñòè.
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ËÅÊÖÈß 8. ÌÅÒÎÄÛ ÍÅËÈÍÅÉÍÎÉ ÌÈÍÈÌÈÇÀÖÈÈ.

Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (5) íå ìîæåò áûòü îñóùåñòâëåíî íåïîñðåäñòâåííî.
Åäèíñòâåííûé ñïîñîá, êàê óæå ãîâîðèëîñü, ýòî èòåðàöèîííûé ïðîöåññ,
çàêëþ÷àþùèéñÿ â íàõîæäåíèè íà÷àëüíîãî âåêòîðà ïàðàìåòðîâ P0 è èòåðàöèîííîì
óòî÷íåíèè åãî, ò.å. ïîëó÷åíèå Pi, i = 1, 2, .., êîòîðûå, â ñëó÷àå ñõîäèìîñòè
èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà, áóäóò ñòðåìèòüñÿ ê Px, êîòîðûé ìû è áóäåì ðàññìàòðèâàòü
êàê ðåøåíèå. Íèæå ìû ðàññìîòðèì îñíîâíûå ìåòîäû äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (5),
èñïîëüçóåìûå íà ïðàêòèêå.

• Ñòîõàñòè÷åñêèé, èëè ìåòîä èñïûòàíèé. Îí òðåáóåò çàäàíèÿ íå P0, à îáëàñòè
(êîòîðàÿ ìîæåò áûòü è áåñêîíå÷íîé), ñîäåðæàùåé ðåøåíèå. Ìåòîä ìîæåò
èñïîëüçîâàòüñÿ äëÿ íàõîæäåíèÿ êàê ñàìîãî ðåøåíèÿ, êîòîðîå îí âïðî÷åì
íàõîäèò ðåäêî, òàê è áîëåå èëè ìåíåå ïðèåìëåìîãî ïðèáëèæåíèÿ ê íåìó, êîòîðîå
ìîæíî èñïîëüçîâàòü êàê P0. Ìåòîä ñîñòîèò â ïðîâåðêå ðàçëè÷íûõ âåêòîðîâ èç
çàäàííîé îáëàñòè, ïîëó÷àåìûõ ñ ïîìîùüþ äàò÷èêà ïñåâäîñëó÷àéíûõ ÷èñåë, è
çàïîìèíàíèè òîãî èç íèõ, êîòîðûé îáåñïå÷èâàåò ìèíèìóì (4).

• Ãðàäèåíòíî-ïîäîáíûå ìåòîäû. Íà÷èíàþò ñ P0, òî÷íîñòü êîòîðîãî ìîæåò áûòü
è íå î÷åíü áîëüøîé. Èòåðàöèîííûé ïðîöåññ ñòðîèòñÿ ïî ñõåìå

∆Pk+1 = λkG(k)B(k), k = íîìåð èòåðàöèè;

λ = øàã - ñêàëÿð èç ïîëó-èíòåðâàëà (0,1];
Ìàòðèöà G ìîæåò áûòü ïðîèçâîëüíîé, íî îáÿçàòåëüíî ïîëîæèòåëüíî -
îïðåäåëåííîé; â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå â êà÷åñòâå G ìîæíî âçÿòü äèàãîíàëüíóþ
åäèíè÷íóþ ìàòðèöó - â ýòîì ñëó÷àå ìåòîä âûãëÿäèò îñîáåííî ïðîñòî

∆Pk+1 = λkB(k).

Âåêòîð B - âåêòîð àíòèãðàäèåíòà ôóíêöèîíàëà (5).
Äàííûå ìåòîäû î÷åíü ïðîñòû â ðåàëèçàöèè, íî îáëàäàþò îäíèì ñèëüíûì
íåäîñòàòêîì: ìåäëåííîé è ïðèòîì íå ìîíîòîííîé ñõîäèìîñòüþ, ïðè÷åì ÷åì
áëèæå ê ìèíèìóìó, òåì ñõîäèìîñòü ìåäëåííåå. Øàã ïðèõîäèòñÿ áðàòü î÷åíü
ìàëåíüêèé, íî è îí íå ãàðàíòèðóåò ìîíîòîííîé ñõîäèìîñòè.

• Ìåòîä Ãàóññ-Íüþòîíà, ÿâëÿþùèéñÿ óïðîùåííûì âàðèàíòîì íüþòîíîâñêîãî
ìåòîäà ìèíèìèçàöèè íåëèíåéíûõ ôóíêöèîíàëîâ. Íà÷èíàåò ñ P0

∆Pk+1 = λ(R̂A)−1(k)B(k),

ãäå λ - øàã â èòåðàöèÿõ, 0 < λ ≥ 1, à k - íîìåð èòåðàöèé.
R̂ - îïåðàòîð äåìïôèðîâàíèÿ ìàòðèöû A - ò.å. óëó÷øåíèÿ åå îáóñëîâëåííîñòè.
Ïëîõî-îáóñëîâëåííàÿ ìàòðèöà èëè âîîáùå íåîáðàòèìà, èëè îáðàùàåòñÿ
ñ íåäîïóñòèìî áîëüøîé ïîãðåøíîñòüþ. Âåêòîð B - ýòî àíòèãðàäèåíò
ôóíêöèîíàëà (4), îí óêàçûâàåò â íàïðàâëåíèÿ óáûâàíèÿ åãî, è åñëè
îáðàòíàÿ ìàòðèöà óêàçàíà íåâåðíî, îíà ìîæåò ïîâåðíóòü ñïóñê â ëîæíîì
íàïðàâëåíèè. Íàïîìíèì, ÷òî áëèçîñòü ïîëîæèòåëüíî - îïðåäåëåííîé ìàòðèöû
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ê âûðîæäåííîé âûðàæàåòñÿ â íàëè÷èè ó íåå ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé, áëèçêèõ ê
íóëþ. Ïîýòîìó, ïðîñòåéøèì ïðèìåðîì äåìïôèðîâàííîé ìàòðèöû áóäåò òàêîé

R̂(A) = (A + αI)−1

÷òî ñîîòâåòñòâóåò óâåëè÷åíèþ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë íà α.
Øàã λ îáÿçàí îãðàíè÷èâàòü íîðìó èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðîâ, òàê êàê
ëèíåàðèçèðîâàííûé ôóíêöèîíàë ïðåäñòàâëÿåò èñõîäíûé (4) ëèøü
ïðèáëèæåííî, è äåëàòü ïîëíûå øàãè (ò.å. ðàâíûå 1) ìîæíî íå âñåãäà.
Îñîáåííî îãðàíè÷èâàòü øàãè íóæíî â ñëó÷àå ïëîõî - îáóñëîâëåííîé ÌÍÊ-
ìàòðèöû.
Ìåòîä Ãàóññ-Íüþòîíà ÿâëÿåòñÿ â íàñòîÿùåå âðåìÿ ñàìûì øèðîêî
èñïîëüçóåìûì äëÿ ðåàëèçàöèè ÌÍÊ-ïðîöåäóð. Åãî ãëàâíîå äîñòîèíñòâî -
áûñòðàÿ è ïðè ýòîì ìîíîòîííàÿ ñõîäèìîñòü. Íî îí èìååò è íåäîñòàòîê -
òðåáóåò õîðîøåãî íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ P0.
Ýòîò íåäîñòàòîê ìîæíî îáîéòè, åñëè èñïîëüçîâàòü ìåòîä Ãàóññ-Íüþòîíà
â êîìáèíàöèè ñ ñðàâíèòåëüíî ïðîñòî ðåàëèçóåìûìè ñòîõàñòè÷åñêèì èëè
ãðàäèåíòíûì: ïåðâûé äëÿ íàõîæäåíèÿ íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ P0; ïîñëåäíèå
äëÿ óòî÷íåíèÿ P0.

Ïðàêòè÷åñêàÿ ìèíèìèçàöèÿ âûäâèãàåò ñëåäóþùèå ïðîáëåìû:

• êàê âûáèðàòü øàã è äåìïôåð?

• êîãäà îáðûâàòü ïðîöåññ ìèíèìèçàöèè? ïî êàêèì êðèòåðèÿì? - âåäü ìû íå çíàåì
òî÷íîãî îòâåòà, è äîëæíû ðóêîâîäñòâîâàòüñÿ êîñâåííûìè ñîîáðàæåíèÿìè.

Ê ñîæàëåíèþ ìàòåìàòè÷åñêè îáîñíîâàííîãî îòâåòà íà ýòè âîïðîñû â íåëèíåéíîì
ñëó÷àå íå ñóùåñòâóåò. Ìîæíî ðåêîìåíäîâàòü ëèøü îäíî óíèâåðñàëüíîå ñðåäñòâî:
ñèìóëÿöèþ íåëèíåéíûõ ôóíêöèîíàëîâ òèïà (4), èõ ìèíèìèçàöèþ è ïîäáîð ïðè
ýòîì îïòèìàëüíûõ øàãà è äåìïôåðà, à òàêæå è ÷èñëà íåîáõîäèìûõ äëÿ õîðîøåé
ìèíèìèçàöèè èòåðàöèé.
Êðèòåðèÿìè äëÿ îïòèìàëüíîãî îáðûâà èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà ñëóæàò ñëåäóþùèå.

• Íîðìà ïðèðàùåíèÿ ïàðàìåòðîâ ‖∆P‖ - åñëè ïðîöåññ ìèíèìèçàöèè ìîíîòîííûé
è áûñòðî ñõîäÿùèéñÿ, òî êàê òîëüêî ýòà âåëè÷èíà ñòàíåò ìåíüøå íåêîòîðîãî
óðîâíÿ, ïðîöåññ ìîæíî îáðûâàòü.

• Ìîäóëü ïðèðàùåíèÿ ôóíêöèîíàëà ‖S(Pk+1)
2 − S(Pk)

2‖ - åñëè ïðîöåññ
ìèíèìèçàöèè ìîíîòîííûé è áûñòðî ñõîäÿùèéñÿ, òî êàê òîëüêî ýòà âåëè÷èíà
ñòàíåò ìåíüøå íåêîòîðîãî óðîâíÿ, ïðîöåññ ìîæíî îáðûâàòü.

• Äîñòèæåíèå S(P )2 - çíà÷åíèÿ ∼ χ2
m−n. Êðèòåðèé ïðàâèëüíî ñðàáàòûâàåò, åñëè

âåñà è ìîäåëü ðåãðåññèè â (4) áûëè çàäàíû ïðàâèëüíî.

• ×èñëî èòåðàöèé - äëÿ íåìîíîòîííûõ è ìåäëåííî ñõîäÿùèõñÿ ïðîöåññîâ ýòî
åäèíñòâåííî íàäåæíûé êðèòåðèé, íî âîîáùå ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî èòåðàöèé,
êîòîðîå ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíî äëÿ ìèíèìèçàöèè, äîëæíî áûòü îãðàíè÷åíî
äëÿ ëþáîãî ïðîöåññà (âî èçáåæàíèå áåñêîíå÷íîãî öèêëà).
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• Ïîëîæèòåëüíàÿ-îïðåäåëåííîñòü ÌÍÊ-ìàòðèöû - ìîæíî èñïîëüçîâàòü òîëüêî â
Íüþòîíîâñêîì ïðîöåññå. Îí, ïðàâäà, ãàðàíòèðóåò ëèøü äîñòèæåíèå ëîêàëüíîãî
ìèíèìóìà.

• Îòíîøåíèå S2+

S2 . Äîëæíî áûòü ðàâíî 1/2 (èäåàëüíûé ñëó÷àé).

• Ãðàôèêà ñîâìåùåííûõ èñõîäíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ è ïîäîãíàííîãî.

Óïðîùåíèå íåëèíåéíîé ïàðàìåòðèçàöèè. Íåîáõîäèìîñòü ïðîâåäåíèÿ
ðàçëè÷íûõ ìàíèïóëÿöèé ñ ìíê-ìàòðèöåé ñòàâÿò âîïðîñ: åñëè ìàòðèöà A
ïðåîáðàçóåòñÿ (íàïðèìåð, äåìïôèðóåòñÿ), ñîõðàíÿåò ëè èòåðàöèîííûé ìíê-ïðîöåññ
òåì íå ìåíåå ñâîå ñâîéñòâî ñõîäèìîñòè?
Çàïèøåì ýòîò ïðîöåññ òàê:

Pk+1 = Pk − βkMG(Pk) (6)

Çäåñü ñêàëÿð β ýòî øàã, G(Pk) - ãðàäèåíò ôóíêöèîíàëà (4) è M - ïðîèçâîëüíàÿ
ìàòðèöà.
Ìû ìîæåì çäåñü äîêàçàòü âåñüìà îáùóþ òåîðåìó, ÷òî ïðîöåññ òèïà (6)
ïðè ñîîòâåòñòâóþùåé ñòðàòåãèè ìèíèìèçàöèè ñõîäèòñÿ ñ ëþáîé ïîëîæèòåëüíî-
îïðåäåëåííîé ìàòðèöåé M .
Êà÷åñòâåííî ñïðàâåäëèâîñòü ýòîãî óòâåðæäåíèÿ ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ñàìî
íàïðàâëåíèå ìèíèìèçàöèè (ãåîìåòðè÷åñêè, íàïðàâëåíèå ñïóñêà) îïðåäåëÿåòñÿ ìíê-
âåêòîðîì, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ àíòèãðàäèåíòîì ìèíèìèçèðóåìîãî ôóíêöèîíàëà (4), è,
ñëåäîâàòåëüíî, åñëè ïðåîáðàçîâàííàÿ ìàòðèöà íå ïîâîðà÷èâàåò àíòèãðàäèåíò íà óãîë
îò 90 ãðàäóñîâ è âûøå, äîñòàòî÷íî ìàëûé øàã â íàïðàâëåíèè ýòîãî àíòèãðàäèåíòà
âåäåò ê óìåíüøåíèþ ôóíêöèîíàëà. Ïîëîæèòåëüíî - îïðåäåëåííàÿ ìàòðèöà êàê ðàç
è îñóùåñòâëÿåò òàêîé ïîâîðîò, íå ïðåâûøàþùèé 90 ãðàäóñîâ.
Ïóñòü D(P ) ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöåé ïðîèçâîäíûõ ãðàäèåíòà G â òî÷êå P , à P0 òî÷êà, ãäå
(4) äîñòèãàåò ñâîåãî ìèíèìóìà. Î÷åâèäíî, ÷òî G(P0) = 0.
Òåîðåìà Åñëè, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî k, Pk îêàçûâàåòñÿ â ìàëîé îêðåñòíîñòè
P0, ãäå ìàòðèöû M,D ÿâëÿþòñÿ ïîëîæèòåëüíî-îïðåäåëåííûìè, òî, âûáèðàÿ
ñîîòâåòñòâóþùèå øàãè β, ìû ìîæåì äîáèòüñÿ ñõîäèìîñòè ïðîöåññà (6) ê P0.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ìû èìååì

‖Pk+1 − P0‖ = ‖Pk+1 − P0 − βkMG(Pk)‖ = ‖Pk+1 − P0 − βkM(G(Pk)−G(P0))‖ =

‖Pk+1 − P0 − βkMD(Pk)(Pk − P0)‖ = ‖(I − βkMD(Ptk))(Pk − P0)‖
Çäåñü Ptk = P0 + t(Pk − P0), 0 ≤ t ≤ 1, è ìû èñïîëüçîâàëè òåîðåìó î ñðåäíåì
çíà÷åíèè, à I ÿâëÿåòñÿ åäèíè÷íîé ìàòðèöåé. Äàëåå

‖(I − βkMD)(Pk − P0)‖ ≤ ‖Pk − P0‖‖I − βkMD‖

‖I − βkMD‖ = maxi |1− βkµik| = qk,

ãäå µik ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè ïðîèçâåäåíèÿ M è D.
Î÷åâèäíî, ÷òî qk áóäåò ìèíèìàëüíûì, åñëè

1− βkµmin = −(1− βkµmax)
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èëè, åñëè βk = 2
µx+µn

, ãäå µn = mini µik, è µx = maxi µik.
Â ýòîì ñëó÷àå, ïîñêîëüêó ìàòðèöû M è D ÿâëÿþòñÿ ïîëîæèòåëüíî-îïðåäåëåííûìè,
ìû èìååì

‖Pk+1 − P0‖ ≤ qk‖Pk − P0‖, qk ≤ 1.

Ìû ìîæåì ïîêàçàòü ïî èíäóêöèè, ÷òî

‖Pk+1 − P0‖ ≤
k+1∏

i=1

qi‖P1 − P0‖, qi ≤ 1.

Åñëè ïàðàìåòðèçàöèÿ ÿâëÿåòñÿ ïðàâèëüíîé, òî µn > 0, [92] è

‖Pk+1 − P0‖ ≤ (
µx − µn

µx + µn

)k+1‖P1 − P0‖,

è ïðîöåññ (6) ñõîäèòñÿ ê P0. Ergo.
Ïðèìå÷àíèå 1. Åñëè M = D, ò.å. , D = A−1, ñõîäèìîñòü áóäåò íàèáîëåå áûñòðîé.
Ïëîõàÿ îáóñëîâëåííîñòü è äåìïôèðîâàíèå çàìåäëÿþò åå, íî îíè íå îñòàíàâëèâàþò
åå (ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ βk).
Ïðèìå÷àíèå 2. ×èñëà β (øàã) è λ (äåìïôèðóþùèé ôàêòîð) îïðåäåëÿþò ñòðàòåãèþ
ìèíèìèçàöèè. Åñëè ìàòðèöà õîðîøî îáóñëîâëåíà, ìîæíî èñïîëüçîâàòü ïîëíûé
øàã (β = 1) è íå èñïîëüçîâàòü äåìïôèðîâàíèå (λ = 0); íî â ñëó÷àå ïëîõîé
îáóñëîâëåííîñòè íàäî áðàòü áîëüøèå λ è ìåíüøèå β.
Î âëèÿíèè äåìïôèðîâàíèÿ íà ìàòðèöó îøèáîê êà÷åñòâåííî ìîæíî ñêàçàòü ëèøü
îäíî: åñëè λ çíà÷èòåëüíî îòëè÷àåòñÿ îò íóëÿ, ýëåìåíòû ìàòðèöû, îáðàòíîé ê
äåìïôèðîâàííîé, ìîãóò îòëè÷àòüñÿ î÷åíü ñóùåñòâåííî îò ýëåìåíòîâ ìàòðèöû,
îáðàòíîé ê èñõîäíîé, è, ñëåäîâàòåëüíî, ìàòðèöà, âû÷èñëåííàÿ íà ïîñëåäíåé
èòåðàöèè, áóäåò ñìåùåííîé îöåíêîé ìàòðèöû êîâàðèàöèé, è ñìåùåíèå áóäåò òåì
áîëüøå, ÷åì õóæå îáóñëîâëåííîñòü èñõîäíîé ìàòðèöû.
Ïðèìå÷àíèå 3. Ìàëîñòüþ øàãà ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ òàêæå äëÿ çàìåíû
àíòèãðàäèåíòà åãî ïðèáëèæåíèåì (íàïðèìåð, áîëåå ïðîñòûì äëÿ âû÷èñëåíèé,
èëè, åñëè íåîáõîäèìî è âîçìîæíî èñïîëüçîâàòü áîëåå ïðîñòóþ ïàðàìåòðèçàöèþ
âûðàæåíèÿ, ìîäåëèðóþùåãî äàííûå). Åñòåñòâåííîå óñëîâèå äëÿ òîãî - ìàëîñòü
îòëè÷èé ïî íîðìå èñòèííîãî àíòèãðàäèåíòà îò åãî ïðèáëèæåíèÿ è, ðàçóìååòñÿ,
ïîëîæèòåëüíàÿ îïðåäåëåííîñòü ìíê-ìàòðèöû.
Èíîãäà òî÷íóþ ïàðàìåòðèçàöèþ òðóäíî îñóùåñòâèòü, íàïðèìåð, åñëè ôèçè÷åñêèìè
ïàðàìåòðàìè ÿâëÿþòñÿ êàê ýëåìåíòû íåêîòîðîé ïðÿìîé ìàòðèöû, òàê è ýëåìåíòû
ìàòðèöû, îáðàòíîé ê íåé, èëè åå äåòåðìèíàíò; ïðè áîëüøîì ÷èñëå ïàðàìåòðîâ çàäà÷à
ÿâëÿåòñÿ èñêëþ÷èòåëüíî ñëîæíîé äëÿ ðåàëèçàöèè.
Äëÿ ïðîÿñíåíèÿ èäåè óïðîùåíèÿ ïàðàìåòðèçàöèè ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé ïðèìåð.
Ïóñòü F (f(P ), g(Q)) - ñëîæíîå âûðàæåíèå, çàâèñÿùåå îò âåêòîðîâ ïàðàìåòðîâ P è
Q, è ïóñòü àíàëèòè÷åñêîå âû÷èñëåíèå ïðîèçâîäíûõ ∂g

∂qi
ÿâëÿåòñÿ î÷åíü ñëîæíûì, à

÷èñëåííîå âåäåò ê íåäîïóñòèìî áîëüøîìó âðåìåíè ðàáîòû ïðîãðàììû. Åñëè âåêòîð
Q íåçàâèñèì îò âåêòîðà P è ìû çàôèêñèðóåì Q, ïîëîæèâ Q = Q0, ãäå Q0 - ëèáî
àïðèîðíàÿ îöåíêà Q, ëèáî åãî çíà÷åíèå íà ïðåäûäóùåé èòåðàöèè, ìû ïîëó÷èì ïðîñòî
ìîäåëü ðåãðåññèè, íå âïîëíå åé àäåêâàòíóþ, è ìíê-îöåíêè ïàðàìåòðîâ âåêòîðà P
áóäóò ñìåùåííûìè, ò.å. èìåòü ñèñòåìàòè÷åñêóþ îøèáêó. Âåêòîð Q åñòåñòâåííî ïðè
ýòîì ìåíÿòüñÿ íå áóäåò. Íî åñëè ñðåäè êîìïîíåíò Q áóäóò çàâèñÿùèå îò êîìïîíåíò
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P , à òåì áîëåå ñîâïàäàþùèå, íàïðèìåð, íåêîòîðûå pi = qi, òî òîãäà àíòèãðàäèåíò îò
F ïî òàêèì ïàðàìåòðàì pi áóäåò îòëè÷àòüñÿ îò èñòèííîãî íà âåëè÷èíó

∆B =
m∑

j=1

w(xj)(y(xj)− F (f, g))
∂F

∂g

∂g0

∂qi

,

à ìíê-ìàòðèöà ñîîòâåòñòâåííî íà ∆A çà ñ÷åò íåòî÷íûõ ïðîèçâîäíûõ ∂f
∂pi

, è
"ïîäîçðèòåëüíûì"âîçìóùåíèåì ïðèðàùåíèÿ âåêòîðà ïàðàìåòðîâ P áóäåò âåëè÷èíà
(A + ∆A)∆B.
Ïîëîæèòåëüíàÿ îïðåäåëåííîñòü ìàòðèöû A + ∆A ñëåäóåò èç åå ïîñòðîåíèÿ;
ñëåäîâàòåëüíî, åñëè íîðìà ∆B ìàëà, òî ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì øàãå â èòåðàöèÿõ
èçìåíåíèÿ âåêòîðà ïàðàìåòðîâ P áóäóò ïðîèñõîäèòü â íàïðàâëåíèè óáûâàíèÿ ìíê-
ôóíêöèîíàëà.
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ËÅÊÖÈß 9. ÀÏÐÈÎÐÍÀß ÈÍÔÎÐÌÀÖÈß È ÓÑËÎÂÍÀß
ÌÈÍÈÌÈÇÀÖÈß.

Çàäà÷à ôîðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: íàéòè ìèíèìóì ôóíêöèîíàëà

S(P )2 =
m∑

j=1

w(xj)(y(xj)− f(xj, P ))2 (7)

ïðè óñëîâèÿõ
g(P ) ≤ 0. (8)

Óñëîâèÿ ìîãóò áûòü çàäàíû ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè. Ïðîñòåéøèå óñëîâèÿ - ýòî
äâóñòîðîííèå îãðàíè÷åíèÿ íà ïàðàìåòðû èëè ïîïàðíûå ëèíåéíûå ñâÿçè ìåæäó íèìè:

pil ≤ pi ≤ piu; pj = kjpi + bj. ïðè i = 1, 2, ..., n è j > i.

Ïîïàðíûå çàâèñèìîñòè ôàêòè÷åñêè ñîêðàùàþò ÷èñëî íåçàâèñèìûõ ïàðàìåòðîâ.
Ïîýòîìó, èõ ó÷åò îñóùåñòâëÿåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèåì ÌÍÊ-ìàòðèöû: åñëè pj = kjpi+bj,
òî i-ûå ñòðîêà è ñòîëáåö âû÷åðêèâàþòñÿ íà i-ì ìåñòå è, óìíîæåííûå íà kj è
ñëîæåííûå ñ bj, äîáàâëÿþòñÿ ê j-ì ñòðîêå è ñòîëáöó.
Äâóñòîðîííèå îãðàíè÷åíèÿ ó÷èòûâàþòñÿ ñ ïîìîùüþ ïðîåêòèðîâàíèÿ òåêóùåãî
âåêòîðà P íà ýòè îãðàíè÷åíèÿ. Îïåðàòîð ïðîåêòèðîâàíèÿ âûãëÿäèò òàê:

p̂i =





pi åñëè pil ≤ pi ≤ piu;
pil åñëè pi < pil;
piu åñëè pi > piu;

ãäå p̂i - êîìïîíåíòû ïðîåêöèè âåêòîðà P íà îãðàíè÷åíèÿ. Äîêàçàíî, ÷òî åñëè òî÷êà
ìèíèìóìà (7) ëåæèò âíóòðè ñèìïëåêñà [pil, piu], i = 1, 2, ..., n, ïðîåêöèè ñõîäÿòñÿ ê
íåé.
Ìåòîä ïðîåêòèðîâàíèÿ ïðèìåíèì â ñëó÷àå, åñëè (8) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé âûïóêëûå
ñâÿçè, ò.å. âûäåëÿþò â ïðîñòðàíñòâå ïàðàìåòðîâ âûïóêëóþ îáëàñòü, - òàêóþ,
÷òî âñå òî÷êè, ëåæàùèå íà îòðåçêå, ñîåäèíÿþùåì ëþáûå äâå òî÷êè èç ýòîé
îáëàñòè, òîæå ïðèíàäëåæàò åé. Âûïóêëûìè áóäóò âñå îáëàñòè, îãðàíè÷èâàåìûå
ëèíåéíûìè ôîðìàìè è ïîëîæèòåëüíî - îïðåäåëåííûìè êâàäðàòè÷íûìè, è ìíîãèå
äðóãèå. Ïðîåêöèè íà âûïóêëîå ìíîæåñòâî (8) ñõîäÿòñÿ (ïðè ïðàâèëüíîé ñòðàòåãèè
ìèíèìèçàöèè) ê òî÷êå ìèíèìóìà ôóíêöèîíàëà (7).
Ïîñòðîåíèå ïðîåêòîðà ÷àñòî îêàçûâàåòñÿ âåñüìà íåòðèâèàëüíîé çàäà÷åé. Ïîýòîìó,
øèðîêîå ïðèìåíåíèå íàøëè äðóãèå ìåòîäû, ïðåæäå âñåãî ìåòîä Ëàãðàíæà è ìåòîä
øòðàôíûõ ôóíêöèé.
Èäåÿ ìåòîäà Ëàãðàíæà ñîñòîèò â çàìåíå ôóíêöèîíàëà (7) íà

S(P )2 =
m∑

j=1

w(xj)(y(xj)− f(xj, P ))2 + λg(P ). (9)

ñ äîïîëíèòåëüíîé íåèçâåñòíîé ïåðåìåííîé λ è ìèíèìèçàöèè (9) ïðè óñëîâèè (8).
Ìåòîä øòðàôíûõ ôóíêöèé òîæå ñîñòîèò â ìèíèìèçàöèè ôóíêöèîíàëà (9), íî λg(P )
èãðàåò ðîëü "øòðàôà", êîòîðûé äîáàâëÿåòñÿ ê ôóíêöèîíàëó (7) òåì â áîëüøåì
ðàçìåðå, ÷åì áîëüøå g(P ) ïðåâîñõîäèò íóëü; åñëè g(P ) îòðèöàòåëüíà, òî ÷ëåí λg(P )
íå äîáàâëÿåòñÿ.
Îáû÷íî íà÷èíàþò ñ áîëüøèõ λ; çàòåì ïî ìåðå óñïåõà åå óìåíüøàþò. Ýôôåêòèâíîñòü
ìåòîäà íå ñòîïðîöåíòíà, íî ÷àñòî áûâàåò ïðèåìëåìîé.
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ËÅÊÖÈß 10. ÔÈËÜÒÐÀÖÈß.
Ðàññìîòðèì ïðåäâàðèòåëüíî âàæíîå äëÿ çàäà÷ ôèëüòðàöèè ÄÈÑÊÐÅÒÍÎÅ

ÏÐÅÎÁÐÀÇÎÂÀÍÈÅ ÔÓÐÜÅ (DFT). Ïóñòü çàäàííàÿ ôóíêöèÿ f(t) íåïðåðûâíà
è àáñîëþòíî èíòåãðèðóåìà â îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ. Òîãäà ìîæíî çàïèñàòü
ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå, ïðÿìîå:

g(λ) =
∫ ∞

−∞
f(t)e−iλtdt

è îáðàòíîå:
f(t) =

1

2π

∫ ∞

−∞
g(λ)eiλtdλ

Îòìåòèì ñëåäóþùåå ñâîéñòâî ýòèõ îïåðàöèé F̂ (f ′(t) = iλF̂ f(t)).
Äàëåå äëÿ èíòåãðèðóåìîé ôóíêöèè R(x) ìîæåò áûòü îïðåäåëåíà îïåðàöèÿ
êîíâîëþöèè (èíà÷å ñâåðòêè)

y(x) = R(x) ∗ f(t) =
∫

R(t− x)f(t)dt

Â ýòîì ñëó÷àå ñïðàâåäëèâî
F̂ y = F̂R · F̂ f

è åñëè èçâåñòíû y(x) è R(x), òî f(t) ìîæíî îïðåäåëèòü ôîðìóëîé
f(t) = F̂−1(F̂R · F̂ y)

Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå èãðàåò â ìàòåìàòèêå îãðîìíóþ ðîëü, íî äëÿ ïðàêòè÷åñêèõ
ïðèëîæåíèé ÷àñòî íàèáîëåå ïîäõîäÿùèìè îêàçûâàþòñÿ äèñêðåòíûå àíàëîãè ýòèõ
îïåðàöèé.
Ïóñòü çàäàíà ãèñòîãðàììà s(k), k = 0, ...,m; òîãäà ïðÿìîå äèñêðåòíîå ïðåîáðàçîâàíèå
Ôóðüå s(v), v = 0, ...,m è îáðàòíîå s(k), k = 0, ..., m îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

s(v) =
1

m + 1

m∑

k=0

s(k)e−qkv, v = 0, ..., m (10)

s(k) =
m∑

v=0

s(v)eqkv, k = 0, ..., m; (11)

ãäå q = 2πi
m+1

Ñâîéñòâà
• s(v + m− 1) = s(v)∗ Îòñþäà: åñëè m ÷åòíîå, s(m/2 + 1) = 0

• F̂ (s(k + 1)− s(k)) = (eqkv − 1)F̂ s(k) åñëè s(0) = s(m) = 0

Ïðèìåðû.

• s(k) = 1, k = 0, ..., m;

s(v) =
1

m + 1

m∑

k=0

e−qkv = 1 + e−qv + e−q2v + ... + e−qmv, îòêóäà

s(v) =

{
1 åñëè v = 0;

1
m+1

1−e−qv(m+1)

1−e−qv = 0 èíà÷å
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• s(k) = eqkn, k = 0, ..., m

s(v) =
1

m + 1

m∑

k=0

eqkne−qkv = 1 + e−q(v−n + ... + e−qm(v−n) =
1− e−q(v−n)(m+1)

(m + 1)(1− e−q(v−n)

s(v) =

{
1 åñëè v = n;
0 èíà÷å

Íàãëÿäíûé ñìûñë âûðàæåíèÿ s(v) ñîñòîèò â ñëåäóþùåì: åãî ìîäóëü äàåò ðàçëîæåíèå
ãèñòîãðàììû s(k) íà m/2 ÷àñòîò, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ êðàòíûìè ìàêñèìàëüíîé ÷àñòîòå
(ãëàâíîé, èëè ÷àñòîòå Íàéêâèñòà) 2π/(m + 1), ò.å. õàðàêòåðèçóåò ÷àñòîòíûé ñîñòàâ
ãèñòîãðàììû s(k). Ïîýòîìó, ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå èñïîëüçóåòñÿ â îáðàáîòêå äàííûõ
â òåõ çàäà÷àõ, ãäå òðåáóåòñÿ âîçäåéñòâèå íà èõ ÷àñòîòíûå õàðàêòåðèñòèêè.

• Ïîèñê ïåðèîäè÷íîñòåé. Èäåÿ ìåòîäà âèäíà èç ïîñëåäíåãî ïðèìåðà. Ìîäóëü
ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ôóíêöèé sin(wit) è cos(wit) èìååò ìàêñèìóì â òî÷êàõ
wi, ñëåäîâàòåëüíî, ãèñòîãðàììà ñ ìàêñèìóìàìè â òî÷êàõ w áóäåò ñîäåðæàòü
ïåðèîäè÷åñêèå êîìïîíåíòû íà ÷àñòîòàõ w · 2π/(m + 1).

• Ñãëàæèâàíèå ãèñòîãðàìì. Óäàëåíèå (èëè ïîäàâëåíèå) ÷ëåíîâ s(v) â òî÷êàõ
v1, v2, ... è vm−v1 , vm−v2 , ... è ïîñëåäóþùåå ïðèìåíåíèå îáðàòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ
ê îñòàòêó ñîîòâåòñòâóåò óäàëåíèþ (ïîäàâëåíèþ) â èñõîäíîé ãèñòîãðàììå ÷àñòîò
v1, v2, ....

Äëÿ ãèñòîãðàìì ìîæíî ââåñòè äèñêðåòíûé àíàëîã êîíâîëþöèè èëè ñâåðòêè. Ñâåðòêó
ìîæíî ïîëó÷èòü ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü äàíû ãèñòîãðàììû si, Ri, è i =
0, 1, .., 2n + 1. Âíå ýòîãî èíòåðâàëà èíäåêñîâ îáå ãèñòîãðàììû ðàâíû íóëþ. Ôóíêöèþ
Ri áóäåì ñ÷èòàòü ñâåðòûâàþùåé, íàïðèìåð, ýòî ìîæåò áûòü âåñîâàÿ ôóíêöèÿ èëè
ôóíêöèÿ (ïëîòíîñòü) ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ìàêñèìóìîì â òî÷êå i = n + 1.
Òîãäà ñâåðòêà ýòèõ ôóíêöèé (îáîçíà÷èì åå yj) áóäåò âûãëÿäåòü òàê

yj =
n∑

i=−n

sj+iRn+i, j = 0, 1, 2, ..., 2n + 1

Åå ÄÏÔ áóäåò î÷åâèäíî ðàâíî

yv =
1

2n + 2

2n+2∑

k=0

(
n∑

i=−n

sk+iRn+i)e
−qkv (12)

Êàæäûé ÷ëåí (12) ìîæíî çàïèñàòü êàê

sk+ie
−q(k+i)vRn+ie

−q(n+i)veq(n)v

Âåëè÷èíó eq(n)v ìîæíî âûíåñòè çà çíàê (12), è òîãäà êàæäûé ÷ëåí äâîéíîé ñóììû â
(12) áóäåò ïîïàðíûì ïðîèçâåäåíèåì ÷ëåíîâ ÄÏÔ îò sk+i è Rn+i. Äðóãèìè ñëîâàìè,
ïðèìåíåíèå ÄÏÔ ê ñâåðòêå îòëè÷àåòñÿ îò íåïðåðûâíîãî ñëó÷àÿ, à èìåííî:

D̂Fy =
1

2n + 2
D̂FR · D̂Fs · eq(n)v

Îáîáùåíèåì è ìîäèôèêàöèåé Ôóðüå ïðåîáðàçîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ wavelet àíàëèç.
Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå èìååò ðÿä îãðàíè÷åíèé:
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• ÷àñòîòíûé ñîñòàâ ôóíêöèè (ãèñòîãðàììû) ïðåäïîëàãàåòñÿ ñòàöèîíàðíûì;
èíà÷å, ñãëàæèâàíèå, íàïðèìåð, äàñò ïîäàâëåíèå íåêèõ "ñðåäíèõ"âåðõíèõ
÷àñòîò, ÷òî ìîæåò âåñòè ê ñèëüíûì ëîêàëüíûì èñêàæåíèÿì ðåçóëüòèðóþùåé
ôóíêöèè.

• ñàìè ÷àñòîòû è èõ ñîñòàâ ôèêñèðîâàíû, ÷òî íå âñåãäà æåëàòåëüíî ñ òî÷êè
çðåíèÿ àíàëèçà;

• ôîðìà ÷àñòîò áåðåòñÿ ïðîñòåéøåé - ñèíóñîèäàëüíîé, ÷òî ñèëüíî óìåíüøàåò
àíàëèòè÷åñêèå âîçìîæíîñòè ôîðìàëèçìà Ôóðüå ïðåîáðàçîâàíèé.

Âåéâëèòû è ïðèçâàíû ïðåîäîëåòü ýòè íåäîñòàòêè.
Îäíîìåðíîå âåéâëåò-ïðåîáðàçîâàíèå ôóíêöèè f(x) èìååò âèä:

yψ(a, b) = C
∫

ψ((b− x)/a)f(x)dx (13)

ãäå C - íîðìèðóþùàÿ êîíñòàíòà, ôóíêöèè ψ(x, a, b) - ñåìåéñòâî "âåéâëèòîâ-
îáîáùåííûõ àíàëîãîâ ñèíóñîèäàëüíûõ ÷àñòîò exp(ixw) ñ ïîäãîíÿåìûìè
ïàðàìåòðàìè a, b, ÷òî ïîçâîëÿåò ñäâèãàòü "÷àñòîòû"óæå íåðàâíîìåðíî è ñ
ïåðåìåííûì ìàñøòàáîì.
Äèàïàçîí èñïîëüçóåìûõ âåéâëèòîâ èñêëþ÷èòåëüíî âåëèê - îò, ïðîñòåéøèõ
ñòóïåí÷àòûõ ôóíêöèé äî, íàïðèìåð, ïðîèçâîäíûõ îò ôóíêöèè Ãàóññà

ψn(x) = (−1)n dn

dxn
exp(−x2/2), n = 0, 1, 2, ... (14)

Âåéâëèò-ïðåîáðàçîâàíèå (13) äàåò íàì ðàçëîæåíèå ôóíêöèè f(x) ïî âåéâëèòàì
ψn(x), è äàëüíåéøèå äåéñòâèÿ ñ ýòèì ðàçëîæåíèåì ìîãóò áûòü òàêèìè æå, êàê è
êëàññè÷åñêîì Ôóðüå-àíàëèçå. Íî çäåñü ïðè ïðàâèëüíîì âûáîðå áàçèñà âåéâëèòíûõ
ôóíêöèé êà÷åñòâî ðåçóëüòàòà ìîæåò áûòü çíà÷èòåëüíî ëó÷øå, ÷åì â Ôóðüå-àíàëèçå.
Ê ãèñòîãðàììàì ñëåäóåò ïðèìåíÿòü äèñêðåòíûé àíàëîã (13). Çäåñü ìàòåìàòè÷åñêèé
ôîðìàëèçì ñëîæíåå, ïîñêîëüêó äîáèòüñÿ ñèììåòðè÷åñêîé îáðàòèìîñòè (13) òàêîé,
êàê â êëàññè÷åñêîì Ôóðüå-àíàëèçå, óäàåòñÿ íå äëÿ âñÿêîãî áàçèñà âåéâëèòîâ.
Íî äëÿ îãðàíè÷åííûõ öåëåé (çàäà÷ ñãëàæèâàíèÿ, íàïðèìåð) îñîáûõ òðåáîâàíèé
ê ýòîìó áàçèñó íåò. Ãèñòîãðàììà h(xk), k = 0, 1, 2, .., m áóäåò èìåòü íå áîëåå,
÷åì m/2 íåçàâèñèìûõ "÷àñòîò"ψn(x), íî âûáèðàåìûõ èç áîëåå øèðîêîãî ñïåêòðà
âñåâîçìîæíûõ.
Âåéâëèòû âåñüìà ïîäðîáíî èçëîæåíû â îáøèðíîé ëèòåðàòóðå, è íà ñàéòàõ Èíòåðíåòà,
ãäå äîñòóï ê èíôîðìàöèè î âåéâëèòàõ ìîæíî ïîëó÷èòü, íàáðàâ â www.google.ru
"âåéâëåò àíàëèç".

Çàäà÷è ôèëüòðàöèè äàííûõ. Çàäà÷à ñãëàæèâàíèÿ ãèñòîãðàìì - ýòî
÷àñòíûé ñëó÷àé áîëåå îáùåé ïðîáëåìû ôèëüòðàöèè äàííûõ. Ôèëüòðîì íàçûâàåòñÿ
ïðåîáðàçîâàíèå F̂ f(k) → s(l), k ∈ K, l ∈ L, ïåðåâîäÿùåå ãèñòîãðàììó f(k) â
ãèñòîãðàììó s(l). Öåëè åå: óñèëåíèå, ïîäàâëåíèå èëè âûðàâíèâàíèå êîìïîíåíò.
Êðîìå ðàññìîòðåííîãî ìåòîäà ñãëàæèâàíèÿ ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ìû
êðàòêî ðàññìîòðèì çäåñü íàèáîëåå ýôôåêòèâíûå ìåòîäû - ýòî àïïðîêñèìàöèîííûå
ôèëüòðû è ôèëüòðû íà îñíîâå ñïëàéíîâ.
Àïïðîêñèìàöèîííûå ôèëüòðû: n ÷èñåë fk ïîäãîíÿþòñÿ îðòîãîíàëüíûìè ïîëèíîìàìè
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Pl(k).
Ïðèìåð: êàæäàÿ òðîéêà f(k − 1), f(k), f(k + 1) èëè f−1, f0, f1 ïîäãîíÿåòñÿ P1(k) =
ak + b, k = −1, 0, 1. Òàê êàê ïîëèíîìèàëüíûå ÷ëåíû îðòîãîíàëüíû, ìû èìååì (âñå
âåñà ðàâíû 1) (

3 0
0 2

) (
b
a

)
=

( ∑
fk∑
fkk

)

Ñãëàæèâàíèå äàåòñÿ f0 = b. Ïîýòîìó, b = 1
3
(f−1 + f0 + f1).

Äðóãîé ïðèìåð: êàæäàÿ ïÿòåðêà f(k − 2), f(k − 1), f(k), f(k + 1), f(k + 2) èëè
f−2, f−1, f0, f1, f2 ïîäãîíÿåòñÿ P2(k) = a(k2 − 2) + bk + c, k = −2,−1, 0, 1, 2. Òàê
êàê ïîëèíîìèàëüíûå ÷ëåíû îðòîãîíàëüíû, ìû èìååì




5 0 0
0 10 0
0 0 14







c
b
a


 =




∑
fk∑
fkk∑
fk(k

2 − 2)




Ñãëàæèâàíèå äàåòñÿ f0 = −2a + c. Ïîýòîìó, c = 1
5

∑2
k=−2 fk è a = 1

14

∑2
k=−2 fk(k

2 − 2)
è

f0 =
1

35
(−3f−2 + 12f−1 + 17f0 + 12f1 − 3f2)

ÑÏËÀÉÍÎÂÛÅ ÔÈËÜÒÐÛ. Íåïðåðûâíûé ôèëüòð ñïëàéíîâîãî òèïà ñòðîèòñÿ
êàê çàäà÷à ìèíèìèçàöèè ôóíêöèîíàëà

∫

t1,t2
F (f(t), f ′(t), f ′′(t)dt + βr(f(t), y(t)) (15)

ïðè çàäàííîì β è îïðåäåëåííûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ íà èñêîìóþ ôóíêöèþ f(t).
Çäåñü F - êðèòåðèé îöåíêè òðåáóåìîãî êà÷åñòâà ôóíêöèè f(t), à r ïðîèçâîëüíàÿ
ìåòðèêà. Ñìûñë ýòîé ïðîöåäóðû - íàéòè ôóíêöèþ f(t), áëèçêóþ ê èñõîäíîé y(t) â
ñìûñëå ìåòðèêè r, è â òî æå âðåìÿ îïòèìàëüíóþ â ñìûñëå êðèòåðèÿ F ïðè äàííîì
β.
Äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è òðåáóåòñÿ äèñêðåòèçàöèÿ (15).
ÏÐÈÌÅÐÛ ÊÐÈÒÅÐÈÅÂ ÎÖÅÍÊÈ ÊÀ×ÅÑÒÂÀ ÔÓÍÊÖÈÉ. Ðàññìîòðèì
êîíêðåòíûå ïðèìåðû, à èìåííî

• ìåðû îñöèëëÿöèé ôóíêöèè;

• ìåðû èçìåí÷èâîñòè ôóíêöèé.

Òîãäà äëÿ ñãëàæèâàíèÿ äàííûõ íàäî ïîñòðîèòü ôóíêöèþ, áëèçêóþ ê äàííûì, íî
èìåþùóþ ìèíèìàëüíóþ ìåðó îñöèëëÿöèé; à äëÿ ïîñòðîåíèÿ ôóíêöèè, îãèáàþùåé
äàííûå ñíèçó, âçÿòü òàêóþ, êîòîðàÿ áëèçêà ê íèì ñíèçó è èìååò ìèíèìàëüíóþ
ìåðó èçìåíåíèé. Ôèëüòðû òàêîãî òèïà èñïîëüçóþò íå òîëüêî ÷àñòîòíûå ñâîéñòâà
äàííûõ, íî òàêæå è àìïëèòóäíûå, ÷òî äåëàåò ýòè ôèëüòðû áîëåå ãèáêèìè
è óìåíüøàåò èñêàæåíèå èíôîðìàöèîííûõ êîìïîíåíò ïî ñðàâíåíèþ ñ ÷èñòî
÷àñòîòíûìè ôèëüòðàìè.
Ðàññìîòðèì íåïðåðûâíûé àíàëîã ââåäåííûõ ìåð. Âèçóàëüíîìó âïå÷àòëåíèþ
áûñòðûõ èçìåíåíèé íàïðàâëåíèé îñöèëëÿöèé êðèâîé ñîîòâåòñòâóåò áûñòðîå
èçìåíåíèå çíàêà è íîðìû åå 1-îé ïðîèçâîäíîé. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñðàâíèâàÿ äâå
÷àñòè êðèâîé, ãäå 1-àÿ ïðîèçâîäíàÿ èçìåíÿåòñÿ îäèíàêîâî, ìû ñêëîííû ñ÷èòàòü, ÷òî

38



áîëåå êîðîòêàÿ ÷àñòü êîëåáëåòñÿ áûñòðåå.
Ìîæíî èçëîæèòü ýòî èíà÷å. Ìû ìîæåì ðàññìàòðèâàòü äëèííóþ ÷àñòü êðèâîé
êàê ðåçîíàíñ, è ïîýòîìó, ñ÷èòàòü, ÷òî îíà êîëåáëåòñÿ ìåäëåííåå. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ
ñîâåðøåííî åñòåñòâåííî ñ÷èòàòü îòíîøåíèå 1-îé ïðîèçâîäíîé ê äëèíå êðèâîé â
èíòåðâàëå (x, x + dx) êàê ìåðó îñöèëëÿöèé êðèâîé â ýòîì èíòåðâàëå

c′(x) =
f ′(x + dx)− f ′(x)√

(1 + f ′(x)2)dx
.

Êîãäà dx → 0 ìû ïîëó÷èì ïëîòíîñòü ýòîé ìåðû

c(x) = lim
dx→0

c′(x) =

lim
f ′(x + dx)− f ′(x)

dx

1√
1 + f ′(x)2

=
f ′′(x)√

1 + f ′(x)2
.

Èíòåãðàëüíàÿ ìåðà îñöèëëÿöèé ôóíêöèè â èíòåðâàëå (x1, x2) ðàâíà

µ(x1, x2) =
∫ x2

x1

c(x)2dx =
∫ x2

x1

f ′′(x)2

1 + f ′(x)2
. (16)

Àíàëîãè÷íî, ìåðà èçìåí÷èâîñòè ôóíêöèé ìîæåò áûòü îïðåäåëåíà êàê îòíîøåíèå
èçìåíåíèé ôóíêöèè è àðãóìåíòà

df(x) = (f(x + dx)− f(x))/dx.

Òî÷å÷íàÿ ìåðà ñîâïàäàåò ñ 1-îé ïðîèçâîäíîé, êîãäà dx → 0

d(x) = f ′(x).

Èíòåãðàëüíàÿ ìåðà èçìåí÷èâîñòè îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì

δ(x1, x2) =
∫ x2

x1

d(x)2dx.

Âûðàæåíèå (16) äîïóñêàåò ñëåäóþùåå îáîáùåíèå:

• äëÿ êîìïëåêñíî-çíà÷íûõ ôóíêöèé

µ(a, b) =
∫ b

a

f ′′(x)∗f ′′(x)

1 + f ′(x)∗f ′(x)
dx. (17)

ãäå (f ′′)∗ è (f ′)∗ ÿâëÿþòñÿ ñîïðÿæåííûìè ôóíêöèÿìè ê f ′′ è f ′.

• Ïðîèçâîëüíàÿ ñòåïåíü çíàìåíàòåëÿ

µ(x) =
f ′′(x)

b

√
1 + f ′(x)2

.µ(a, b) =
∫ b

a
µ(x)2dx (18)
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Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé (exp(−ikx)), k = 0, 1, ...,∞, è
îïðåäåëèì èõ èíòåãðàëüíûå ìåðû îñöèëëÿöèé â èíòåðâàëå (0, 2π) ñ èñïîëüçîâàíèåì
(18)

µ(0, 2π) =
∫

k4/(1 + k2)
b
dx = 2πk4/(1 + k2)b.

Îíè ïðèáëèçèòåëüíî ðàâíû
c · k4−2b, (19)

ò.å. ìåðà îñíîâíûõ ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé exp(−ikx) ïðè b = 1 ðàñòåò
ïðîïîðöèîíàëüíî êâàäðàòó ÷àñòîò k. Ýòîò çàêîí ìîæåò áûòü èçìåíåí, åñëè
èñïîëüçîâàòü âûðàæåíèå (18) ñ b íå ðàâíûì åäèíèöå êàê ìåðó îñöèëëÿöèé.
Â ÷àñòíîñòè, êðèâèçíà f ′′/(1 + f ′2)1.5 ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé ôóíêöèåé ãàðìîíè÷åñêèõ
÷àñòîò.
Ðàññìîòðèì äàëåå ìíîæåñòâî ôóíêöèé, çàâèñÿùèõ îò ïàðàìåòðîâ ñëåäóþùèì
îáðàçîì

f(x, a, p, w) = a ·m((x− p)/w).

Îíî âêëþ÷àåò, íàïðèìåð, ôóíêöèè ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà. Èõ èíòåãðàëüíàÿ ìåðà
îñöèëëÿöèé áóäåò ðàâíà

((a2m′′2/w4)/(1 + (a2m′2/w2)b ' a2b−2/w2b−4

Îòñþäà ìîæíî âèäåòü, ÷òî ïðè b = 1, ôóíêöèÿ f(x) ìåðà îñöèëëÿöèé èíâàðèàíòíà
ïî îòíîøåíèþ ê "âûñîòå"ôèãóðû, êîíòóð êîòîðîé îïèñûâàåòñÿ ôóíêöèåé f(x), à ïðè
b = 2, ïî îòíîøåíèþ ê "øèðèíå".
ÀËÃÎÐÈÒÌÔÈËÜÒÐÀÖÈÈ ÑÏËÀÉÍÎÂÎÃÎ ÒÈÏÀ. Íà÷íåì ñ çàäà÷è ïîñòðîåíèÿ
èãðàþùåãî î÷åíü âàæíóþ ðîëü â ïðàêòè÷åñêèõ ïðèëîæåíèÿõ ôèëüòðà äëÿ
íèçêî÷àñòîòíîé îãèáàþùåé ñíèçó f(t) äëÿ ôóíêöèè y(t) íà èíòåðâàëå (t1, t2).
Äëÿ äèñêðåòèçàöèè (15) ðàññìîòðèì ñëó÷àé âçâåøåííîé êâàäðàòè÷íîé ìåòðèêè è
êðèòåðèÿ F (f(t)) = f ′(t)2. Èìååì

m−1∑

i=2

f ′(i)2 + βq
m∑

i=1

w(i)(f(i)− y(i))2 (20)

ïðè ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ f(1) = y(1), f(m) = y(m) è q = 1∑
i
w(i)

.
Âåñà w(i) äîëæíû áûòü îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëüíû

1. íåêîòîðîé ñòåïåíè y(i) èëè y′′(i) íà 1-îì øàãå;

2. íåêîòîðîé ñòåïåíè îò ðàçíîñòè y(i) è òåêóùåãî f(i) íà ñëåäóþùèõ øàãàõ; ýòè
âåñà w(i) ìîæíî ñòðîèòü è ðîáàñòíûì ñïîñîáîì, íàïðèìåð, òàê

w(i) =

{
1 åñëè | f0(i)− y(i) |≤ cσ(i);
1/(1+ | f0(i)− y(i) |) èíà÷å

ãäå c - êîíñòàíòà, íàïðèìåð c = 3.

Äëÿ ïðîñòîòû çàïèñè íîðìèðóåì âåñà: w(i) → w(i)q. Äëÿ íàõîæäåíèÿ ìèíèìóìà
ôóíêöèîíàëà (20) ìîæíî ïðèìåíÿòü ò.í. ìåòîä 'ïðîãîíêè'. Åãî ïðîöåäóðà ÿâëÿåòñÿ
èòåðàòèâíîé. Óðàâíåíèå Ýéëåðà äëÿ ìèíèìèçàöèè (20) âûãëÿäèò òàê

f(i + 1)− 2f(i) + f(i− 1)− βw(i)f(i) = −βw(i)y(i), i = 2, ...,m− 1,
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ïðè g(1) = f(1), g(m) = f(m).
Ýòè óðàâíåíèÿ ìîãóò áûòü ðåøåíû óñòîé÷èâûì ñïîñîáîì ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Ïðåäñòàâèì

f(i) = c(i)f(i + 1) + h(i), c(1) = 0, h(1) = y(0), i = 1, ..., m− 1,

ãäå êîýôôèöèåíòû c(i), h(i), i > 1 ÿâëÿþòñÿ ïîêà íåèçâåñòíûìè. Ïîäñòàâèâ f(i) â
óðàâíåíèå Ýéëåðà, ìû ïîëó÷èì

f(i + 1)− 2g(i) + c(i− 1)f(i) + h(i− 1)− βw(i)f(i) = −βw(i)y(i).

Îòñþäà ìû ïîëó÷àåì ôîðìóëó äëÿ âû÷èñëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ c(i), h(i):

c(i) = 1/(2 + βw(i)− c(i− 1)), h(i) = c(i)(βw(i)f(i) + h(i− 1)),

ïðè íà÷àëüíûõ c(1) = 0, h(1) = y(1), èñïîëüçóÿ êîòîðûå, ìû íàõîäèì
ïîñëåäîâàòåëüíî íóæíîå ðåøåíèå f(i).

Ñëåäóþùàÿ âàæíàÿ çàäà÷à - ñãëàæèâàíèå ôóíêöèé. Äëÿ çàäàííîé ôóíêöèè y(i)
åå ñãëàæåííûé àíàëîã f(i) íàõîäèòñÿ èç óñëîâèÿ ìèíèìóìà âûðàæåíèÿ

m−1∑

i=2

f ′′(i)2e(i) + α
m∑

i=1

w(i)(y(i)− f(i))2 (21)

ïðè ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ f(1) = y(1), f(m) = y(m), f ′′(1) = 0, f ′′(m) = 0.
Ò.å. â äàííîì ñëó÷àå êðèòåðèé F (f ′′(t)) = f ′′(t)2e(t); e(t) è w(t) - òåì èëè èíûì
ñïîñîáîì âûáðàííûå âåñà. Íàïðèìåð, e(i) = 1/(1 + y′(i)2), à w(i) = 1/σ(i)2, èëè
w(i) = 1.
Óðàâíåíèå Ýéëåðà äëÿ ìèíèìèçàöèè (21) âûãëÿäèò ñëîæíåå, òàê êàê ïðèâîäèò
ê 5-òî÷å÷íûì ðàçíîñòíûì ñõåìàì. Äëÿ åãî ðåøåíèÿ ïðèõîäèòñÿ ïðèáåãàòü óæå ê
ìàòðè÷íîé 'ïðîãîíêå'. Óðàâíåíèÿ äëÿ ìèíèìèçàöèè (21) âûãëÿäÿò òàê

e(i + 1)d′′(i + 1)− 2e(i)d′′(i) + e(i− 1)d′′(i− 1) + α · w(i)f(i) = α · w(i)y(i). (22)

ãäå d(i) = f ′′(i). Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ èìåþò âèä

f(1) = y(1); f(m) = y(m); f ′′(1) = 0; f ′′(m) = 0;

Ïîñòðîèì ôîðìóëû äëÿ ìàòðè÷íîãî àíàëîãà ìåòîäà 'ïðîãîíêè' äëÿ ðåøåíèÿ ýòèõ
óðàâíåíèé. Ìû èìååì

P (i) = Ai · P (i + 1) + B(i) (23)
ãäå P (i) ÿâëÿåòñÿ âåêòîðîì (f(i), f ′′(i)), à Ai - ìàòðèöåé ðàçìåðà 2·2, è B(i) - âåêòîðîì
ðàçìåðà 2. Ìû èìååì

Ai(1, 1) = ui(1, 1); Ai(1, 2) = ui(1, 2);

Ai(2, 1) = ui(2, 1); Ai(2, 2) = ui(2, 2);

A1(1, 1) = A1(1, 2) = A1(2, 1) = A1(2, 2) = 0;

B1(i) = ui(1, 1)B1(i− 1)− ui(1, 2)(α · w(i)f(i)− e(i− 1)B2(i− 1))/e(i + 1);
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B2(i) = ui(2, 1)B1(i− 1)− ui(2, 2)(α · w(i)f(i)− e(i− 1)B2(i− 1))/e(i + 1);

B1(1) = f(1); B2(1) = 0;

ãäå ui(k, j) - ýëåìåíòû ìàòðèöû, îáðàòíîé ê
(

2− Ai−1(1, 1) 1− Ai−1(1, 2)
−(e(i− 1)Ai−1(2, 1) + α · w(i))/e(i + 1) (2e(i)− e(i− 1)Ai−1(2, 2)/e(i + 1)

)
.

Èñïîëüçóÿ ýòè ôîðìóëû, ñíà÷àëà âû÷èñëÿåì êîýôôèöèåíòû ïðÿìîé ïðîöåäóðû,
ïîñëå ÷åãî ðåøåíèå (f(i), f ′′(i)) ïîëó÷àåòñÿ èç (23).

Â çàêëþ÷åíèå ìîæíî êðàòêî óïîìÿíóòü ïèêî- è ïåðèîäî-óñèëèâàþùèå ôèëüòðû,
íàïðèìåð: ðàçíîñòíûé îïåðàòîð êàê ñðåäñòâî óñèëåíèÿ ïåðèîäè÷íîñòåé, èëè ôèëüòð
òèïà

f(x) = max(0,− r′′(x)√
1 + r′(x)2

)

êàê ñðåäñòâî óñèëåíèÿ ïèêî-îáðàçíûõ êîìïîíåíò.
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ËÅÊÖÈß 11. ÎÑÍÎÂÍÛÅ ÇÀÄÀ×È ÀÍÀËÈÇÀ
ÝÊÑÏÅÐÈÌÅÍÒÀËÜÍÛÕ ÑÏÅÊÒÐÎÂ.

Âàæíåéøèìè ïðè àíàëèçå ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ â ôèçèêå òâåðäîãî òåëà
ÿâëÿþòñÿ ñëåäóþùèå çàäà÷è

• Ôîðìîíåçàâèñèìûé ìíîãîñïåêòðîâûé è ìíîãîôàçíûé Ðèòâåëüä-àíàëèç (â
ïåðâóþ î÷åðåäü, äëÿ RTOF-ñïåêòðîâ).

• Îïðåäåëåíèå ñèììåòðèéíîé ñòðóêòóðû ïîðîøêà (Powder Match).

• Àâòîìàòè÷åñêèé 3-ìåðíûé ñèíòåç Ôóðüå.

• Èíäåêñàöèÿ ìíîãîôàçíûõ ïîðîøêîâ.

• Ôîðìîíåçàâèñèìàÿ ïîäãîíêà îäíî- è ìíîãîìåðíûõ ïèêîâ.

• Ðàçëè÷íûå òèïû ôèëüòðàöèè äàííûõ, è ò.ä.

Âåñüìà óíèâåðñàëüíîé è óäîáíîé êàê äëÿ öåëåé èñïîëüçîâàíèÿ, òàê è äëÿ
äåìîíñòðàöèè ÿâëÿåòñÿ

ÏÐÎÃÐÀÌÌÀ VMRIA.

Ïðîãðàììà VMRIA (Visual Multiphase RIetveld Analysis) îðèåíòèðîâàíà íà ñàìûé
øèðîêèé êëàññ íåéòðîííî-äèôðàêöèîííûõ äàííûõ îò ìíîãîôàçíûõ ïîëèêðèñòàëëîâ,
êàê âðåìÿïðîëåòíûõ, òàê è óãëîâûõ; êàê ïðÿìûõ, òàê è Ôóðüå (Reversed Time
of Flight) è îòêðûòà äëÿ âñåâîçìîæíûõ ìîäèôèêàöèé è ðàñøèðåíèé; ñïîñîáíà
àíàëèçèðîâàòü íåñêîëüêî ñïåêòðîâ ìíîãîôàçíûõ ñòðóêòóð îäíîâðåìåííî (íàïðèìåð,
èçìåðåííûõ ïðè ðàçëè÷íûõ óãëàõ); íåçàâèñèìà îò ôîðìû ïèêà è ìîæåò ðàáîòàòü
êàê ñ ðåãóëÿðíîé ôîðìîé (Ãàóññèàí, Ëîðåíöèàí, è ò.ä.), òàê è ñ íàèáîëåå ýêçîòè÷íîé,
çàäàííîé, åñëè íóæíî, ãðàôè÷åñêè èëè òàáëèöåé çíà÷åíèé.
Äëÿ îáðàáîòêè ìíîãîìåðíûõ ñïåêòðîâ èñïîëüçóåòñÿ ïðîãðàììà VDOMUS - àíàëîã
ïðîãðàììû VMRIA, ñõîæèé ñ íåé ïî èíòåðôåéñó ïîëüçîâàòåëÿ. Ýòèìè ïðîãðàììàìè
ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ äëÿ ïðàêòè÷åñêîãî óñâîåíèÿ ìàòåðèàëà, èçëîæåííîãî â
ïîñîáèè, ò.ê. ïðè ðåøåíèè âûøåíàçâàííûõ çàäà÷ èñïîëüçîâàëèñü ìåòîäû, îïèñàííûå
â ïîñîáèè. Îáå ïðîãðàììû íàïèñàíû íà ÿçûêå ïðîãðàììèðîâàíèÿ DELPHI è
ðàáîòàþò â îïåðàöèîííîé ñðåäå Windows XX.
Çàäà÷à àíàëèçà ïèêîâ. Çàäà÷à èìååò 2 ôàçû:
1. êà÷åñòâåííàÿ, - îïðåäåëåíèå ÷èñëà ïèêîâ â ñïåêòðå è èõ ïðèáëèæåííûõ öåíòðîâ
(ïîëîæåíèé);
2. êîëè÷åñòâåííàÿ, - ïîñòðîåíèå îöåíîê ïàðàìåòðîâ ýòèõ ïèêîâ.
Ôîðìàëüíî ìåòîä ðåøåíèÿ çàäà÷è (àëãîðèòì UPEAK) çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì.
Îäíîìåðíûé ñïåêòð çàïèñûâàåòñÿ òàê

s(x) =
n∑

i=1

fi(x) + b(x) + e(x)

ãäå fi - ïîëåçíàÿ êîìïîíåíòà; ýòî ìîæåò áûòü ïèê, èëè ýêñïîíåíòà, èëè äðóãàÿ
ôóíêöèÿ, îòëè÷íàÿ îò íóëÿ òîëüêî â ëîêàëüíîé îáëàñòè; b(x) - ôóíêöèÿ ôîíà, e(x) -
îøèáêà ñïåêòðà. Ïåðåìåííàÿ x îáû÷íî íàçûâàåòñÿ êàíàëîì, è èçìåðÿåòñÿ â óñëîâíûõ
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öåëî÷èñëåííûõ åäèíèöàõ x = 1, 2, ..., m.
Äëÿ êàæäîãî òèïà êîìïîíåíò fi ñòðîèòñÿ ìîäåëü mi(x), òàêæå è mb(x). Ýòè ìîäåëè
ìîãóò áûòü àíàëèòè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè èëè ýêñïåðèìåíòàëüíûìè ãèñòîãðàììàìè,
êîòîðûå ïàðàìåòðèçóþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì

fi(x,A, P, W,C) = A ·mi((x− P )/(C · x + W ))

Ïàðàìåòðû A,P,W,C èìåþò ÿñíûé ôèçè÷åñêèé ñìûñë:

1. A - àìïëèòóäà (èëè ïëîùàäü) êîìïîíåíòû;

2. P - ïîëîæåíèå (öåíòð) êîìïîíåíòû;

3. W - ïîëóøèðèíà êîìïîíåíòû;

4. C - êîýôôèöèåíò ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè ïîëóøèðèíû îò êàíàëà.

Äàëåå íà÷èíàåòñÿ ïîèñê ïèêîâ, âêëþ÷àþùèé â ñåáÿ ñëåäóþùèå øàãè.
1. Ñïåêòð ïðèâîäèòñÿ ê ñòàíäàðòíîìó ìàñøòàáó ïî àìïëèòóäå óìíîæåíèåì íà
ñîîòâåòñòâóþùèé ñêàëÿð, è ïîëóøèðèíå ïèêîâ êîìïðåññèåé ïî êàíàëàì òàê, ÷òîáû
àìïëèòóäà íå ïðåâîñõîäèëà 1000, à ïîëóøèðèíà 6 êàíàëîâ.
2. Çàòåì îñóùåñòâëÿþòñÿ ñãëàæèâàíèå ñïåêòðà, ïîñòðîåíèå íèçêî÷àñòîòíîé
îãèáàþùåé ñíèçó è âû÷èòàíèå åå èç ñïåêòðà.
3. Äàëåå ïðîèçâîäèòñÿ ïîèñê âåðøèí ïèêîâ ïî êðèòåðèþ êâàçè-êðèâèçíû: â êàæäîé
òî÷êå âû÷èñëÿþòñÿ âåëè÷èíû s(x)

′′
/
√

1 + s(x)′2 è òî÷êè ëîêàëüíûõ ìàêñèìóìîâ
ýòîé âåëè÷èíû xj ïðè óñëîâèè, ÷òî s(xj) > err(xj), ãäå err(x) - ìàêñèìàëüíûé
óðîâåíü îøèáêè (ñ ó÷åòîì ôîíà) ñïåêòðà â òî÷êå x, ïðèíèìàþòñÿ çà ïðèáëèæåííûå
ïîëîæåíèÿ ïèêîâ.
4. Äàëåå ïðîèçâîäèòñÿ àíàëèç íàéäåííûõ ïèêîâ ïî êðèòåðèÿì ÷óâñòâèòåëüíîñòè
(îòñåâ ñëàáûõ ïèêîâ) è ðàçðåøåíèÿ (ñëèÿíèå ñëèøêîì áëèçêèõ).
5. Íà îñíîâå íàéäåííûõ ïèêîâ ñòðîèòñÿ ðàñ÷åòíûé ñïåêòð, ïîäãîíÿåìûé ïî
àìïëèòóäå ê s(x), êîòîðûé çàòåì âû÷èòàåòñÿ èç s(x).
6. Îñòàòîê àíàëèçèðóåòñÿ íà ïðèñóòñòâèå ñêðûòûõ íàèáîëåå ñèëüíûõ ïèêîâ, êîòîðûå,
åñëè îáíàðóæåíû, äîáàâëÿþòñÿ ê ñïèñêó ðàíåå íàéäåííûõ.
Çàòåì âûïîëíÿåòñÿ òà èëè èíàÿ ïðîöåäóðà àíàëèòè÷åñêîé ïîäãîíêè ïàðàìåòðè÷åñêîé
ìîäåëè ñïåêòðà ê s(x) â ìåòðèêå íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ èëè ðîáàñòíîé, â ðåçóëüòàòå
÷åãî ìû ïîëó÷àåì îöåíêè ïàðàìåòðîâ A,P,W,C è èõ ïîãðåøíîñòè äëÿ êàæäîãî ïèêà.
Äèôôåðåíöèðîâàíèå ïî ïàðàìåòðàì, íåîáõîäèìîå äëÿ ïðèìåíåíèÿ ìåòîäîâ
ïîäãîíêè, îñóùåñòâëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì (z = (x− P )/(C · x + W )):

∂fi

∂A
= mi((x− P )/(C · x + W ))

∂fi

∂P
= −A · ∂mi(z)

∂x
/(C · x + W )

∂fi

∂W
= −A · ∂mi(z)

∂x
z/(C · x + W )

∂fi

∂C
= −A · ∂mi(z)

∂x
z · x/(C · x + W )
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Çàäà÷à àíàëèçà ïèêîâ â ìíîãîìåðíûõ ñïåêòðàõ. Àëãîðèòì DOMUS.
Ìíîãîìåðíûé ñïåêòð s(X) çàïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì

s(X) =
n∑

i=1

fi(X) + b(X) + e(X)

ãäå fi - i-àÿ ïîëåçíàÿ êîìïîíåíòà ñïåêòðà (ìíîãîìåðíûé ïèê), b - ìíîãîìåðíûé ôîí,
e - ìíîãîìåðíàÿ îøèáêà, X -âåêòîð êàíàëîâ.
Êàæäûé ïèê fi èìååò ìíîãîìåðíóþ ìîäåëü m(X),

Aim(Mi · Zi), ãäå Zi =
xk − Pik

Cikxk + Wik

,

Ai = àìïëèòóäà i-ãî ïèêà, xk - k-àÿ êîìïîíåíòà âåêòîðà X, à Pik, Cik,Wik - ïðîåêöèè
ïàðàìåòðîâ ïîëîæåíèÿ ïèêà è êîýôôèöèåíòîâ çàâèñèìîñòè åãî ïîëóøèðèíû îò
êàíàëà íà k-óþ îñü, à ìàòðèöà Mi îñóùåñòâëÿåò ïîâîðîò ïèêà â ïðîñòðàíñòâå
çíà÷åíèé X. Â äâóìåðíîì ñëó÷àå ýòà ìàòðèöà èìååò âèä:

M =

{
1 σ12

σ21 1

}
.

ãäå σ12, σ21 - ïàðàìåòðû. Â 3-ìåðíîì ñëó÷àå òàêèõ σij, i 6= j áóäåò óæå 6, è ò.ä.
Ôîí îïèñûâàåòñÿ ïîëèíîìîì îò êîìïîíåíò âåêòîðà X. Â ìíîãîìåðíîì ñëó÷àå ôîí
âûðàæåí ãîðàçäî ñëàáåå, ÷åì â îäíîìåðíîì (ïðåèìóùåñòâî ìíîãîìåðíûõ èçìåðåíèé),
è ìîæíî áðàòü ïîëèíîìû íåâûñîêèõ ñòåïåíåé, à ïðè ðàçìåðíîñòè âåêòîðà X, áîëüøåé
3 (à èíîãäà è 2), ìîæíî ôîíîì ïðåíåáðå÷ü âîîáùå.
Â 3-ìåðíîì ñëó÷àå ìîæíî èñïîëüçîâàòü ìåòîäû ïðÿìîãî ðàçäåëåíèÿ ïèêîâ (áåç
ïîäãîíêè), ïîñêîëüêó â ýòîì ñëó÷àå ïèêè íå ïåðåêðûâàþòñÿ òàê ñèëüíî, êàê â 1-
ìåðíîì, è, ïî êðàéíåé ìåðå, ïî îäíîé êîîðäèíàòå îíè ðàçäåëåíû.
Ïîèñê 3-ìåðíûõ ïèêîâ îñóùåñòâëÿåòñÿ òàê.

1. Ñòðîèòñÿ ñãëàæåííàÿ êîïèÿ ñïåêòðà;

2. Íàõîäÿòñÿ ëîêàëüíûå ìàêñèìóìû Pi = xi, yi, zi, i = 1, ..., n:

s(xi, yi, zi) > s(xi ± 1, yi ± 1, zi ± 1),

òàêèå, ÷òî óäîâëåòâîðÿþò êðèòåðèþ ÷óâñòâèòåëüíîñòè s(Pi) > c0

√
s(Pi).

3. Íàõîäÿòñÿ êâàçè-êðèâèçíû:

qx = s′′xx(x, y, z)/
√

1 + s′2x (x, y, z)

qy = s′′yy(x, y, z)/
√

1 + s′2y (x, y, z)

qz = s′′zz(x, y, z)/
√

1 + s′2z (x, y, z)

4. Óñëîâèåì ïðèñóòñòâèÿ ïèêà ÿâëÿåòñÿ îòðèöàòåëüíîñòü âñåõ q è

max(|qx|, |qy|, |qz|) > 1.5

45



5. Íàéäåííûå ïèêè ïðîâåðÿþòñÿ íà ðàçðåøåíèå: åñëè äëÿ ðàññòîÿíèÿ ìåæäó
ïèêàìè i, j èìååò ìåñòî

√
(xi − xj)2 + (yi − yj)2 + (zi − zj)2 < res,

ïèêè i è j ñëèâàþòñÿ:

x̂ = k1xi + k2xj, ŷ = k1yi + k2yj, ẑ = k1zi + k2zj,

ãäå k1 = s(Pi)/(s(Pi) + s(Pj)), k2 = s(Pj)/(s(Pi) + s(Pj)).

6. Çàòåì îöåíèâàþòñÿ ïîëóøèðèíû wx, wy, wz;

7. Çàòåì ñóììèðóþòñÿ îòñ÷åòû èñõîäíîãî ñïåêòðà, ïîïàäàþùèå â îáëàñòü

(
x− xi

wx

)2 + (
y − yi

wy

)2 + (
z − zi

wz

)2 = r2,

è èõ ñóììà ÿâëÿåòñÿ îöåíêîé ãèïåðîáúåìà 3-ìåðíîãî i-ãî ïèêà.

Êðèñòàëëîãðàôè÷åñêàÿ çàäà÷à (Rietveld analysis). Óïðîùåííî êðèñòàëë
ìîæíî òðàêòîâàòü êàê íåêóþ áàçèñíóþ êîíôèãóðàöèþ íåñêîëüêèõ àòîìîâ
(ýëåìåíòàðíóþ ÿ÷åéêó êðèñòàëëà), ïåðèîäè÷åñêè ïîâòîðåííóþ ïî âñåì íàïðàâëåíèÿì
â ïðîñòðàíñòâå. Ýòà ÿ÷åéêà îáðàçóåò ìíîãîãðàííèê, â êîòîðîì ìîæíî îïðåäåëèòü
ëîêàëüíóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò (ñèíãîíèþ), âçÿâ çà êîîðäèíàòíûå îñè ðåáðà
ìíîãîãðàííèêà. Â îáùåì ñëó÷àå íàì ïîíàäîáÿòñÿ 3 ëèíåéíî-íåçàâèñèìûõ ðåáðà ñ
äëèíàìè A,B, C è óãëàìè α = 6 BC, β = 6 AC, γ = 6 AB. Äëÿ j-ãî àòîìà â ýòîì
ìíîãîãðàííèêå ìîæíî âû÷èñëèòü êîîðäèíàòû xj, yj, zj, îïðåäåëåííûå â èíòåðâàëå
[−1, 1] - ïîëó÷àåì ò.í. ïðåäñòàâëåíèå ÿ÷åéêè êðèñòàëëà â ïðÿìîì ïðîñòðàíñòâå.
Äîïîëíèòåëüíûì ê ïðÿìîìó ñëóæèò ïîíÿòèå îáðàòíîãî ïðîñòðàíñòâà êðèñòàëëà. Ýòî
òîæå ìíîãîãðàííèê, èìåþùèé ðåáðà ñ äëèíàìè a∗, b∗, c∗ è óãëû α∗, β∗, γ∗, è ñâÿçàííûé
ñ èñõîäíûì òàê, ÷òî îáúåì ÿ÷åéêè â îáðàòíîì ïðîñòðàíñòâå îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëåí
îáúåìó â ïðÿìîì. Âàæíîå äëÿ äèôðàêöèè ïîíÿòèå - ñèñòåìà ïëîñêîñòåé îòðàæåíèÿ
- îïðåäåëÿåòñÿ êàê ìíîæåñòâî âåêòîðîâ H â îáðàòíîì ïðîñòðàíñòâå, êîîðäèíàòû
êîòîðûõ - öåëî÷èñëåííûå âåëè÷èíû h, k, l (èíäåêñû Ìèëëåðà), à ìåæïëîñêîñòíîå
ðàññòîÿíèå â ñèñòåìå åñòü âåëè÷èíà

dH = 1/
√

(H,H), (24)

ãäå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå (H,H) çàïèñûâàåòñÿ â òåðìèíàõ îáðàòíîãî ïðîñòðàíñòâà
òàê:

(H, H) = a∗2h2 + b∗2k2 + c∗2l2 + 2a∗b∗cos(γ∗)hk + 2a∗c∗cos(β∗)hl + 2b∗c∗cos(α∗)kl;

Äèôðàêöèîííûé ðåôëåêñ H õàðàêòåðèçóåòñÿ òàêæå ñòðóêòóðíûì ôàêòîðîì â ÿ÷åéêå
àòîìîâ Xj, j = 1, 2, .., na - âåëè÷èíîé, îïèñûâàåìûé âûðàæåíèåì

FH =
∑

j

bj ·Nj · exp(2πi(H, Xj)) · exp(−(Bj ·H, H)) (25)

Çäåñü bj, Nj, Bj - ñîîòâåòñòâåííî, äëèíà êîãåðåíòíîãî ðàññåÿíèÿ íåéòðîíîâ, àòîìíàÿ
ïëîòíîñòü è òåïëîâîé òåíçîð j-ãî àòîìà.
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Ôîðìàëüíî ïðîôèëü ýêñïåðèìåíòàëüíîãî íåéòðîííî-äèôðàêöèîííîãî ñïåêòðà y(D)
ìîæåò áûòü çàïèñàí ñëåäóþùèì îáðàçîì

y(D) = f(D) · (
nph∑

i=1

ai ·Ri(D) + back(D)) + E(D), (26)

ãäå D ÿâëÿåòñÿ êàíàëîì (ôóíêöèåé ìåæïëîñêîñòíîãî ðàññòîÿíèÿ d), D1 ≤ D ≤ D2;
back ÿâëÿåòñÿ ôîíîâûì ðàñïðåäåëåíèåì íåéòðîíîâ, äëÿ êîòîðûõ îïèñàíèå ìîæåò
áûòü äâîÿêèì:

1. ïîëèíîìèàëüíîå back(D) =
∑5

i=1 qi ·Qi(Z),

Q0(Z) = 1; Q1(Z) = Z; Q2 = 3 · Z2 − 1; Q3(Z) = 5 · Z3 − 3 · Z
Q4(Z) = 35 · Z4 − 30 · Z2 + 3; Q5(Z) = 63 · Z5 − 70 · Z3 + 15 · Z,

2. îáîáùåííûì îïèñàíèåì êâàçè-ìàêñâåëëîâñêîãî òèïà

back(D) = (q1 + q2 · Z + q3 · Z2) · exp(− D − q4

q5 · Z + q6

),

Çäåñü Z = (2 · D − D1 − D2)/(D2 − D1), à qi - èñêîìûå ïàðàìåòðû; E ÿâëÿåòñÿ
ñòàòèñòè÷åñêîé îøèáêîé, êîòîðàÿ èìååò íóëåâîå ñðåäíåå è äèñïåðñèþ v(D), è
íåçàâèñèìà â êàæäîé òî÷êå D.
f(D) ÿâëÿåòñÿ ýôôåêòèâíûì ñïåêòðîì, óìíîæåííûì íà âåëè÷èíó exp(−xi · Z) (äëÿ
êîððåêöèè ñïåêòðà íà ýôôåêòû, ïîäîáíûå àáñîðáöèè); çäåñü xi ÿâëÿåòñÿ ïàðàìåòðîì.
Ri ÿâëÿåòñÿ âêëàäîì i-îé ôàçû ïîðîøêà â ðàñïðåäåëåíèå y ñ ïàðàìåòðîì ai:

Ri =
nri∑

Hi

µHi· | FHi |2 ·mi(
D −DHi

Wi + ci ·D ).

Çäåñü FHi - ñòðóêòóðíûé ôàêòîð (25), Hi = âåêòîð èíäåêñîâ Ìèëëåðà i-îé ôàçû,
mi(D) - ìîäåëü, à Wi è ci - ïàðàìåòðû ïîëóøèðèíû äèôðàêöèîííîãî ïèêà i-îé ôàçû.
Ïîëîæåíèå âðåìÿïðîëåòíîãî äèôðàêöèîííîãî ïèêà DH âû÷èñëÿåòñÿ ñîãëàñíî

DH = const · L · sin(θ + θ0)dH −D0

const = 505.556/r, r = øèðèíà êàíàëà (â ìêñ), θ, θ0 - óãîë Áðýããà è åãî ïîïðàâêà;
L = âðåìÿïðîëåòíàÿ áàçà, à dH - ìåæïëîñêîñòíîå ðàññòîÿíèå (24).
µHi - ìíîæåñòâåííîñòè Hi-îãî ðåôëåêñà, íîðìèðîâàííûå íà ôàêòîð Ëîðåíöà (1/dH

â 4-é ñòåïåíè), à òàêæå óìíîæåííûå íà ïåðâè÷íóþ ýêñòèíêöèþ è ïîïðàâëåííûå íà
ôàêòîð ïðåèìóùåñòâåííîé îðèåíòàöèè, ãåîìåòðèþ ñ÷åò÷èêà, ïîãëîùåíèå âîçäóõà è
îáðàçöà è ò.ä.
Âûðàæåíèÿ, âõîäÿùèå â (26), ìîãóò áûòü óïðîùåíû. Íàïðèìåð, ìîæíî ââåñòè
ïîíÿòèÿ ñèììåòðè÷íûõ àòîìîâ, ò.å. âûäåëèòü â ÿ÷åéêå íåêîòîðûå áàçèñíûå
àòîìû, à îñòàëüíûå ñ÷èòàòü ïîëó÷åííûìè èç áàçèñíûõ (íåçàâèñèìûõ) ñ ïîìîùüþ
îïðåäåëåííûõ ïðåîáðàçîâàíèé ñèììåòðèè. Òîãäà, åñëè íåçàâèñèìûé àòîì èìååò
âåêòîð êîîðäèíàò X = (x, y, z) è òåïëîâîé òåíçîð B, òî ñèììåòðè÷íûé åìó àòîì
áóäåò èìåòü âåêòîð êîîðäèíàò R = U · X + T , à òàêæå, äëÿ ñëó÷àÿ öåíòðàëüíîé
ñèììåòðèè, R = −U ·X + T , è òåïëîâîé òåíçîð B1 = U

′ · B · U , ãäå U è T ÿâëÿþòñÿ
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ìàòðèöåé ïðåîáðàçîâàíèé ñèììåòðèè è âåêòîðîì òðàíñëÿöèé, ñîîòâåòñòâåííî. Äëÿ
êàæäîé ÿ÷åéêè êðèñòàëëà ñóùåñòâóåò ñâîé, çàâèñÿùèé îò ñèíãîíèè, íàáîð òàêèõ
ìàòðèö è âåêòîðîâ (ïðîñòðàíñòâåííÿ ãðóïïà). Ìàòåìàòè÷åñêè ïðåîáðàçîâàíèÿ
ñèììåòðèè ñîîòâåòñòâóþò óíèòàðíûì (ñîõðàíÿþùèì ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå)
ïðåîáðàçîâàíèÿì. Èñïîëüçîâàíèå ïðåîáðàçîâàíèé ñèììåòðèè óïðîùàåò çàïèñü
ñòðóêòóðíîãî ôàêòîðà â (26).
Ìîæíî òàêæå ñîêðàòèòü ÷èñëî ðåôëåêñîâ Hi äëÿ âû÷èñëåíèÿ âûðàæåíèÿ (26),
âîñïîëüçîâàâøèñü òåì, ÷òî äëÿ óíèòàðíûõ ìàòðèö (H, UX) = (U∗H, X) è
(UH, UH) = (U∗H, U∗H) = (H, H) (çäåñü U∗ - òðàíñïîíèðîâàííàÿ ìàòðèöà), è
òåì, ÷òî òðàíñëÿöèîííàÿ ÷àñòü ïðåîáðàçîâàíèÿ ñèììåòðèè, õîòÿ è ìåíÿåò ôàçó
ñòðóêòóðíîãî âåêòîðà, íî íå ìåíÿåò êâàäðàò åãî ìîäóëÿ (à â (26) ôèãóðèðóåò èìåííî
îí), ò.å.

exp(2πi(H,UXj)) = exp(2πi(U∗H, Xj)),

exp(−(Bj · UH, UH)) = exp(−(Bj · U∗H, U∗H)),

è, ñëåäîâàòåëüíî, ðåôëåêñû U∗H èìåþò îäèíàêîâûå dH è êâàäðàòû ìîäóëåé
ñòðóêòóðíûõ ôàêòîðîâ. Ìû ìîæåì èñêëþ÷èòü ýòè ðåôëåêñû èç ñïèñêà, è
îãðàíè÷èòüñÿ òîëüêî ðåôëåêñîì H, óìíîæèâ êâàäðàò åãî ñòðóêòóðíîãî ôàêòîðà íà
êîýôôèöèåíò ïîâòîðåíèÿ (ìíîæåñòâåííîñòü ðåôëåêñà µHi).
Êðîìå òîãî, ÷àñòè÷íî ñëàãàåìûå â (25) ìîãóò âçàèìíî ïîãàñèòü äðóã äðóãà çà ñ÷åò
ðàçíûõ çíàêîâ, ÷òî òîæå óïðîùàåò (25).
Çàäà÷åé ïðîôèëüíîãî àíàëèçà ÿâëÿåòñÿ óòî÷íåíèå õàðàêòåðèñòèê ýëåìåíòàðíîé
ÿ÷åéêè êðèñòàëëà, ò.å. ïàðàìåòðîâ A,B,C, α, β, γ, è õàðàêòåðèñòèê åå àòîìîâ, ò.å.,
ïàðàìåòðîâ Xj, Bj è Nj.
Ìåòîä Rietveldà ìîæåò òàêæå èñïîëüçîâàòüñÿ è äëÿ ó÷åòà äèôðàêöèîííîãî
ðàññåÿíèÿ íåéòðîíîâ çà ñ÷åò âçàèìîäåéñòâèÿ íåéòðîííûõ ñïèíîâ ñ ìàãíèòíûìè
ìîìåíòàìè àòîìîâ. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ìàãíèòíûå àòîìû ÿ÷åéêè êðèñòàëëà
îáðàçóþò îòäåëüíóþ ôàçó, êîòîðàÿ äàåò ñâîé âêëàä â îáùóþ èíòåíñèâíîñòü (26).
Ìåòîä ðåøåíèÿ çàäà÷è ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Ìîäåëü ïèêà çàäàåòñÿ ôóíêöèåé
m(x) (â âèäå òàáëèöû èëè ôîðìóëû) è ïàðàìåòðèçóåòñÿ êàê è â àëãîðèòìå UP-
EAK. Â VMRIA ïèêè i-îé ôàçû îïèñûâàþòñÿ íåçàâèñèìûìè ìîäåëÿìè mi; íå áîëåå
÷åì 4 âìåñòå. Ïî óìîë÷àíèþ ìîãóò áûòü âçÿòû íåêîòîðûå øèðîêî ïðèìåíÿåìûå
ôóíêöèè, òàêèå, êàê Ãàóññèàí, Ëîðåíöèàí, Ôîéãòèàí èëè ñâåðòêà ãàóññîâîé ôóíêöèè
è ýêñïîíåíöèàëüíûõ, íî âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ (â ÷àñòíîñòè, ó RTOF-ñïåêòðîâ) ïèêè
èìåþò î÷åíü íåïðàâèëüíóþ, ñ ðåçêîé àñèììåòðèåé èëè ñ îòðèöàòåëüíûìè õâîñòàìè,
ôîðìó, òàê ÷òî ïðàêòè÷åñêè ãðàôè÷åñêèé ñïîñîá ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì ñïîñîáîì
äëÿ ïðåîäîëåíèÿ ïðîáëåìû ôîðìû ïèêà.
Ýòî îòíîñèòñÿ è ê ôîíîâîé ìîäåëè.
Ïàðàìåòðû ïîëó÷àþòñÿ êàê îïèñàííûå â êóðñå íåëèíåéíûå ìíê-îöåíêè, ò.å.,
ñ ïîìîùüþ èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà, êîòîðûé, íà÷èíàÿ ñ íà÷àëüíîãî âåêòîðà
ïàðàìåòðîâ P0, ïîëó÷àåò óòî÷íåííûå âåêòîðà Pk ìèíèìèçàöèåé âûðàæåíèÿ

F (P ) =
∑

w(D) · (y(D)−m(D, P ))2 (27)

â ïðîñòðàíñòâå çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ ïðè ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ

pil ≤ pi ≤ piu (28)

pj = aji · pi + bji, j > i. (29)
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×òîáû íàéòè ìèíèìóì (27), èñïîëüçóåòñÿ äåìïôèðîâàííûé ïîëíî-ìàòðè÷íûé
ïðîöåññ Ãàóññà-Íüþòîíà, âêëþ÷àþùèé îáîáùåííûå âåñà êàê ñðåäñòâî ñäåëàòü
ïðîöåññ ðîáàñòíûì, è ïðîåêòèðóþùèé ïàðàìåòðû, ïîëó÷àåìûõ â èòåðàöèÿõ, íà
îãðàíè÷åíèÿ (28,29). Ðàâåíñòâî pil = pi = piu îçíà÷àåò ôèêñàöèþ i-îãî ïàðàìåòðà.
Â VMRIA èñïîëüçóåòñÿ êîìïðåññèÿ ìíê-ìàòðèöû çà ñ÷åò óäàëåíèÿ ñòðîê è
ñòîëáöîâ, ñîîòâåòñòâóþùèì ôèêñèðîâàííûì è çàâèñèìûì ïàðàìåòðàì è ýòî âåäåò
ê ñóùåñòâåííîé ýêîíîìèè ïàìÿòè ÝÂÌ.
Çàäà÷à Powder Match. Àëãîðèòì Rietveld ìåòîäà ðàáîòàåò íàäåæíî, åñëè
íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ ýëåìåíòàðíîé ÿ÷åéêè è àòîìîâ êðèñòàëëà çàäàíû
äîñòàòî÷íî áëèçêî ê èñòèííûì. Åñëè òàêîé èíôîðìàöèè ó ôèçèêà íà íà÷àëüíîì
ýòàïå àíàëèçà äàííûõ íåò, ïîìî÷ü ìîæåò ðàçáèâêà çàäà÷è íà îòäåëüíûå ÷àñòè
è ðåøåíèå çàäà÷è ïî ÷àñòÿì. Powder Match åñòü ïðîöåäóðà óòî÷íåíèÿ îäíèõ
ïàðàìåòðîâ ýëåìåíòàðíîé ÿ÷åéêè, à ôóíêöèè, îïèñûâàþùèå ñòðóêòóðíûé ôàêòîð
çàìåíÿþòñÿ îáû÷íûìè ïèêîâûìè ôóíêöèÿìè. Ïîëîæåíèÿ ó íèõ áóäóò âû÷èñëÿòüñÿ
ïî êðèñòàëëîãðàôè÷åñêèì ôîðìóëàì, íî àìïëèòóäû (ïëîùàäè) è ïîëóøèðèíû
îïèñûâàòüñÿ ïàðàìåòðàìè A,W , êàê â àëãîðèòìå UPEAK.
Ýòè ïàðàìåòðû ìîãóò íå ïðåäñòàâëÿòü èíòåðåñà íå òîëüêî íà íà÷àëüíîì ýòàïå
àíàëèçà, íî è â äàëüíåéøåì, åñëè, íàïðèìåð, îðäèíàòû ñïåêòðà èññêàæåíû
íåó÷òåííûìè â ìîäåëè ýôôåêòàìè (òàêèìè, êàê òåêñòóðíûå èëè äð.) Íî ýòî íå èìååò
çíà÷åíèÿ, åñëè èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò òîëüêî ïàðàìåòðû ÿ÷åéêè.
Âïðî÷åì ðåçóëüòàò ðåøåíèÿ çàäà÷è Powder Match: óòî÷íåííûå ïàðàìåòðû ÿ÷åéêè
è ïëîøàäè ïèêîâ, - ìîæåò îêàçàòüñÿ ïîëåçíûì äëÿ ïîëíîãî àíàëèçà êðèñòàëëà.
Ìû ìîæåì ïðåîáðàçîâàòü ïëîùàäè è ïîëîæåíèÿ ïèêîâ â ñòðóêòóðíûå ôàêòîðû;
ïðèìåíèòü ê ïîñëåäíèì ïðîöåäóðó Fourier ñèíòåçà, è ïîëó÷èòü, ïî êðàéíåé ìåðå,
ïðèáëèæåííóþ êà÷åñòâåííóþ èíôîðìàöèþ îá àòîìàõ ÿ÷åéêè, è äàëåå óòî÷íèòü åå
ìåòîäîì Rietveldà.
Çàäà÷à Fourier ñèíòåç. Ïóñòü r(X) - ôóíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ íà −1 ≤ xi ≤ 1]
(àòîìíàÿ ïëîòíîñòü èäåàëüíîãî êðèñòàëëà), è âåêòîð X = (x, y, z) (êîîðäèíàòû
àòîìà â ýëåìåíòàðíîé ÿ÷åéêå); è ïóñòü äàëåå çàäàí öåëî÷èñëåííûé âåêòîð H =
(h, k, l), h = 0, 1, ..., hmax, k = 0, 1, ..., kmax, l = 0, 1, ..., lmax (èíäåêñû Ìèëëåðà).
Ñòðóêòóðíûé ôàêòîð f óïðîùàåòñÿ

f(Hk) =
1

n

m∑

j=1

r(Xj)exp(i2π(Hk, Xj)), k = 1, 2, ..., n. (30)

Çäåñü n - ÷èñëî âñåõ êîìáèíàöèé h, k, l. Âûðàæåíèå (30) ïîõîæå íà 3-õìåðíîå
îáîáùåíèå ñòàíäàðòíîãî ÄÏÔ (10), íî â îòëè÷èå îò íåãî çäåñü n ìîæåò áûòü áîëüøå,
÷åì m + 1. Îòìåòèì íåêîòîðûå ñâîéñòâà (30):

1. Åñëè ìû çàìåíèì íåêîòîðûå xj íà xj ± 1, ýòî íå ïîâëèÿåò íà (30); ïîýòîìó, ìû
ìîæåì ñâåñòè èíòåðâàë [−1, 1] ê [0, 1].

2. f(−Hk) = f ∗(Hk).
Âîçíèêàåò çàäà÷à: èìåÿ ìíîæåñòâî f(Hk), k = 1, ..., n, äëÿ êîòîðîãî ñïðàâåäëèâî (30),
âîññòàíîâèòü ôóíêöèþ r(X) â òî÷êàõ X1, ..., Xm. Åñòåñòâåííûì ìåòîäîì äëÿ ðåøåíèÿ
ýòîé çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèå îáðàòíîãî ÄÏÔ:

g(Xj) =
1

n

n∑

k=1

f(Hk)exp(−i2π(Hk, Xj)); (31)
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Óñëîâèå äëÿ òîãî, ÷òîáû (31) áûëî îáðàòíûì îïåðàòîðîì ê (30), ò.å., ÷òîáû g(Xj)
áûëî ïîäîáíî r(Xj), âûãëÿäèò òàê
(hmax + 1)(xl − xj) = I1lj, (kmax + 1)(yl − yj) = I2lj, (lmax + 1)(zl − zj) = I3lj, (32)

ãäå I1lj, I2lj, I3lj - öåëûå ÷èñëà.
Äðóãèì óñëîâèåì ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èíäåêñîâ íå äîëæíà
ñîäåðæàòü ïðîïóñêîâ.
(32) ìîæåò áûòü ïðèìåíåíî äëÿ îïðåäåëåíèÿ ðàçðåøåíèÿ â äèñêðåòíîì ñèíòåçå
Ôóðüå:

δx =
1√

2(hmax − hmin + 1)
δy =

1√
2(kmax − kmin + 1)

δz =
1√

2(lmax − lmin + 1)
(33)

Äâà èëè áîëåå àòîìîâ, êîòîðûå ðàñïîëîæåíû áëèæå äðóã ê äðóãó, ÷åì (33), íå ìîãóò
áûòü ðàçëè÷åíû íà êàðòå Ôóðüå. Â ýòîì îòëè÷èå äèñêðåòíîãî îò íåïðåðûâíîãî
ñèíòåçà Ôóðüå. Â ïîñëåäíåì òàêîå âàæíîå â ïðàêòèêå ïîíÿòèå êàê ðàçðåøåíèå
îòñóòñòâóåò âîîáùå.
Äðóãîå îòëè÷èå ñîñòîèò â òîì, ÷òî åñëè (32) íå âûïîëíÿåòñÿ, âîññòàíîâëåííàÿ
ôóíêöèÿ g(Xl) ñîäåðæèò îøèáêó (ïîìåõó), è åñëè íåêîòîðîå r(xj) èìååò ñëèøêîì
ìàëåíüêóþ àìïëèòóäó, îíî ìîæåò áûòü ïîäàâëåíî ýòîé ïîìåõîé, è òàêæå íå áûòü
çàìå÷åíî íà êàðòå Ôóðüå. Ýòî - ÷óâñòâèòåëüíîñòü - âåëè÷èíà s, äëÿ êîòîðîé

‖r(xj)‖ ≥ s > 0 (34)
äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ äëÿ êàæäîãî j.
Ñ ïîìîùüþ (31) ìû ìîæåì ðåøèòü ñèíòåçà Ôóðüå. Åñëè ìû èìååì íàáîð
ñòðóêòóðíûõ ôàêòîðîâ f(Hk), k = 1, .., è âûïîëíåíû óñëîâèÿ (33), ìû ìîæåì
âû÷èñëèòü ôóíêöèþ G(x, y, z), è åñëè îíà ïîäîáíà r(x, y, z), îíà áóäåò èìåòü ïèêè òàì
æå, ãäå è ïîñëåäíÿÿ. Èìååì çàäà÷ó ïîèñêà ïèêîâ ôóíêöèè G(x, y, z), è òåì ñàìûì,
îïðåäåëåíèÿ (õîòÿ áû êà÷åñòâåííîãî) êàðòèíû ðàñïðåäåëåíèÿ àòîìíîé ïëîòíîñòè.
Äëÿ ïîèñêà ïèêîâ ìîæåì ïðèìåíèòü îïèñàííûé âûøå ìåòîä (àëãîðèòì DOMUS).
Çàäà÷à Powder indexing. Àëãîðèòì AUTOX. Çàäà÷à âîçíèêàåò ïðè
íåîáõîäèìîñòè îïðåäåëèòü ïàðàìåòðû ýëåìåíòàðíîé ÿ÷åéêè ab initio, ò.å. íå
ðàñïîëàãàÿ íèêàêîé àïðèîðíîé èíôîðìàöèåé è ôîðìàëüíî ñòàâèòñÿ ñëåäóþùèì
îáðàçîì: ïóñòü çàäàíî ìíîæåñòâî ìåæïëîñêîñòíûõ ðàññòîÿíèé (dj), j = 1, 2, ..., m
( êàê çíà÷åíèÿ d, óãëû èëè âðåìÿïðîëåòíûå êàíàëû).
Êàíàëû c (èëè óãëû a) ìîãóò áûòü ïåðåâåäåíû â d ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû Áðýããà:
d = c/(const · sin(θ)L) (d = λ/(2sin(a)).
Êàæäîå dj (d-spacing) ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé ïàðàìåòðîâ ÿ÷åéêè è òðåõ èíäåêñîâ
Ìèëëåðà i-îé ôàçû (i = 1, .., n) ïîðîøêà

dj = d(Pi, Hij), ãäå (35)
Pi = âåêòîð ïàðàìåòðîâ ïðÿìîé ÿ÷åéêè; A,B,C, cos(α), cos(β), cos(γ) i-îé ôàçû; Hij

= âåêòîð h, k, l, i-îé ôàçû, îòíåñåííûé ê j-îìó ðåôëåêñó.
Òðåáóåòñÿ íà îñíîâàíèè çàäàííûõ ìíîæåñòâà (dj) è n îïðåäåëèòü ôàçó, ïàðàìåòðû
Pi è Hij äëÿ êàæäîãî dj.
Ôóíêöèîíàë êà÷åñòâà èíäåêñàöèè âûãëÿäèò òàê:

F =
n∑

i=1

m∑

j=1

ρ[dj, d(Pi, Hij)]. (36)
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Çäåñü ρ - ìåòðèêà. Îáû÷íî èñïîëüçóþòñÿ êâàäðàòè÷íàÿ è ìîäóëüíàÿ ìåòðèêè.
Ðåøåíèå çàäà÷è ïîëó÷àåòñÿ ïðè ìèíèìóìå (36) ïî Pi è Hij, ñîîòâåòñòâåííî.
Ýòî ðåøåíèå ÿâëÿåòñÿ íååäèíñòâåííûì. Äëÿ îáåñïå÷åíèÿ åäèíñòâåííîñòè, à òàêæå
÷òîáû ñóçèòü îáëàñòü ïîèñêà, ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ÿâëÿþòñÿ ñòðîãî íåîáõîäèìûìè:

1. Îãðàíè÷åíèÿ íà ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå îá'åìà ïðÿìîé ýëåìåíòàðíîé ÿ÷åéêè è
ðàçìåðîâ åå ðåáåð, è íà îáëàñòü äîïóñòèìûõ èíäåêñîâ.

v(Pi) ≤ Vimax (37)
Ali ≤ Ai ≤ Aui Bli ≤ Bi ≤ Bui Cli ≤ Ci ≤ Cui

αli ≤ αi ≤ αui βli ≤ βi ≤ βui γli ≤ γi ≤ γui
. (38)

‖hi‖ ≤ himax ‖ki‖ ≤ kimax li ≤ limax (39)

ãäå i - íîìåð ôàçû, à v ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé îá'åìà; íåêîòîðûå ïàðàìåòðû
ôèêñèðîâàíû è/èëè çàâèñèìû, åñëè ñèíãîíèÿ íå ÿâëÿåòñÿ òðèêëèííîé;

2. Äëÿ òðèêëèííîé è ìîíîêëèííîé ñèíãîíèé óãëû ïðÿìîé ðåøåòêè äîëæíû áûòü
ìàêñèìàëüíî áëèçêèìè ê 90 ãðàäóñîâ.

3. Äëÿ ìíîãîôàçíîãî ñëó÷àÿ íåäîïóñòèìà ïîëíàÿ ïåðåñåêàåìîñòü îáëàñòåé
îïðåäåëåíèÿ Pi è/èëè Hj.

Äîïîëíèòåëüíî ìîæíî èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèé ïðèåì. Ðåøåíèå èùåòñÿ êàê òàêîå
ìíîæåñòâî ïàðàìåòðîâ è èíäåêñîâ Ìèëëåðà, êîòîðîå ìèíèìèçèðóåò âûðàæåíèå

F = F1(Pi, H
∗
j ) +

n∑

i=1

κiqi(A
2
i + B2

i + C2
i ). (40)

ãäå F1 åñòü âûðàæåíèå òèïà (36). Çäåñü κi ÿâëÿþòñÿ çàäàííûìè ìíîæèòåëÿìè,
äåëàþùèìè âëèÿíèå F2 íà ðåøåíèå áîëüøèì èëè ìåíüøèì, è îíè èãðàþò ðîëü,
ñõîæóþ ñî øòðàôàìè â ìåòîäå øòðàôíûõ ôóíêöèé; qi ÿâëÿþòñÿ íîðìèðóþùèìè
ìíîæèòåëÿìè, à Ai, Bi, Ci - ïàðàìåòðàìè i-îé ôàçû ïðÿìîé ÿ÷åéêè.
Äëÿ òðèêëèííîé ñèììåòðèè óãëîâûå îãðàíè÷åíèÿ äîëæíû ïîçâîëÿòü ëèøü îäíîìó
èç íèõ âàðüèðîâàòüñÿ â äèàïàçîíå (0, π), òîãäà êàê äðóãèå äîëæíû ïðèíàäëåæàòü èëè
èíòåðâàëó (amin,

π
2
), èëè (π

2
, amax), â çàâèñèìîñòè îò òîãî, êàêîé óãîë (ò.å. èç êàêîãî

èíòåðâàëà) áëèæå ê π
2
. Ýòî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî cos(a) = −cos(π − a).

Òî æå ñàìîå ïðèìåíèìî ê ñëó÷àþ ïðèìèòèâíîé ìîíîêëèííîé (èëè ðîìáîýäðè÷åñêîé)
ñèììåòðèè. Îãðàíè÷åíèå èìååò âèä:

βmin ≤ β ≤ 90, èëè 90 ≤ β ≤ βmax.

Èòàê, çàäà÷à ñòàâèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: ìèíèìèçèðîâàòü (36) (èëè (40)) ïðè
óñëîâèÿõ (37).
Ìèíèìèçàöèÿ F ïî Pi è Hj îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ ñåðèè ïðîöåññîâ, êàæäûé èç
êîòîðûõ âûãëÿäèò òàê:

• Ïîäáèðàåòñÿ ìåòîäîì Ìîíòå-Êàðëî èëè äåòåðìèíèðîâàííûì îáðàçîì
íà÷àëüíîå çíà÷åíèå âåêòîðà Pc (â îáùåì ñëó÷àå, ìíîãîôàçíîãî),
óäîâëåòâîðÿþùåå îãðàíè÷åíèÿì (37);
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• Ïîäáèðàþòñÿ èíäåêñû Ìèëëåðà Hij, êîòîðûå ïðè Pc äàþò ìèíèìàëüíîå
ðàññòîÿíèå îò d(Pc, Hij) äî dj; ôàçà ïîñëåäíåãî ïîëàãàåòñÿ ðàâíîé òîìó i, ïðè
êîòîðîì ýòî ðàññòîÿíèå ìèíèìàëüíî.

• Âû÷èñëÿåòñÿ íà÷àëüíîå çíà÷åíèå êðèòåðèÿ F (Pc, H).

• Îñóùåñòâëÿåòñÿ èòåðàòèâíîå óòî÷íåíèå ïàðàìåòðîâ íà îñíîâå ðîáàñòíîãî
ìåòîäà Ãàóññ - Íüþòîíà, ò.å. íà êàæäîé èòåðàöèè, íà÷èíàÿ ñ Pc, Hc, ìû ïîëó÷àåì
íîâûå ïàðàìåòðû P̂c è íîâûå Ĥj. Íîâîå çíà÷åíèå F ñðàâíèâàåòñÿ ñî ñòàðûì:
åñëè îíî ìåíüøå, óòî÷íåíèå ïðîäîëæàåòñÿ; åñëè íåò, òåêóùèé ïðîöåññ ïîäãîíêè
îñòàíàâëèâàåòñÿ. Â ñëó÷àå ñõîäèìîñòè ìû èìååì òåêóùèå îïòèìàëüíûå P è H
è òåêóùóþ òî÷íîñòü ïîäãîíêè ε = MAX | dj − d(Pi, Hij) |.

Ðåøåíèå ñ ìèíèìàëüíûì ε ïî âñåì ïðîöåññàì ñ÷èòàåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è èíäåêñàöèè
ïîðîøêà, åñëè çíà÷åíèå ε ïðèåìëåìî.
Óíèêàëüíûìè ÷åðòàìè ìåòîäà, ðåàëèçîâàííîãî â ïðîãðàììå, ÿâëÿþòñÿ âîçìîæíîñòü
àíàëèçèðîâàòü ìíîãîôàçíûå ïîëèêðèñòàëëû è òî, ÷òî îí íå ïðèâÿçàí ê
îïðåäåëåííûì ( â ÷àñòíîñòè, ïåðâûì) èíäåêñàì Ìèëëåðà.

52



ÏÐÈËÎÆÅÍÈÅ. ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÈÉ ÌÈÍÈÌÓÌ.

Öåëüþ äàííîãî ðàçäåëà ÿâëÿåòñÿ íàïîìèíàíèå íåêîòîðûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ
ôàêòîâ èç àíàëèçà, âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè, àëãåáðû, òåîðèè âåðîÿòíîñòåé è
ñòàòèñòèêè, íåîáõîäèìûõ äëÿ ïîíèìàíèÿ ìåòîäîâ, èñïîëüçóåìûõ äëÿ îáðàáîòêè
ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ âîîáùå, è, â ÷àñòíîñòè, â ïðåäëàãàåìîé ðàáîòå.
Ìàòðè÷íàÿ àëãåáðà. Âåêòîðîì Pn ðàçìåðíîñòè n íàçûâàåòñÿ íàáîð ÷èñåë
(p1, p2, ..., pn). Åâêëèäîâà íîðìà âåêòîðà Pn ýòî:

‖P‖ =

√√√√
n∑

i=1

p2
i . Âçâåøåííàÿ: ‖P‖ =

√√√√
n∑

i=1

wip2
i , wi > 0

Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå:

(X, Y ) =
n∑

i=1

xiyi èëè (X, Y ) =
n∑

i=1

wixiyi

Èíà÷å:
(X, Y ) = ‖X‖‖Y ‖cos(φ); φ = 6 XY

Â êîìïëåêñíîì ïðîñòðàíñòâå (X, Y ) =
∑n

i=1 xiy
∗
i .

Îðòîãîíàëüíîñòü âåêòîðîâ X è Y : (X, Y ) = 0, X 6= 0, Y 6= 0.
Âåêòîðà Q1, Q2, ..., Qk íàçûâàþòñÿ ëèíåéíî-íåçàâèñèìûìè, åñëè íå ñóùåñòâóþò
îäíîâðåìåííî íå ðàâíûå íóëþ ÷èñëà cj, j = 1, n òàêèå, ÷òî èìååò ìåñòî

k∑

j=1

cjQj ≡ 0, cj 6= 0

Îðòîãîíàëüíîñòü åñòü ÷àñòíûé ñëó÷àé ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè.
Ìàòðèöà Amn ñ ýëåìåíòàìè aij, i = 1,m; j = 1, n:




a11 a12 ... a1n

a21 a22 ... a2n

... ... ... ...
am1 a22 ... amn




Îïðåäåëåíû ñëåäóþùèå îïåðàöèè íàä ìàòðèöàìè:
Òðàíñïîíèðîâàíèå ìàòðèöû - ïåðåõîä ê ìàòðèöå B òàêîé, ÷òî bij = aji.
Îáîçíà÷åíèå: A′.
Ñóììà ìàòðèö Amn è Bmn åñòü ìàòðèöà Cmn òàêàÿ, ÷òî

cij = aij + bij, ≡ C = A + B

Ïðîèçâåäåíèå ìàòðèö Amn è Bnl åñòü ìàòðèöà Cml òàêàÿ, ÷òî

cij =
n∑

k=1

aikbkj, ≡ C = AB

Ïðîèçâåäåíèå ìàòðèöû Amn íà ñêàëÿð α åñòü ìàòðèöà Cml òàêàÿ, ÷òî

cij = α · aij,≡ C = αA
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×àñòíûé ñëó÷àé ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö åñòü ïðîèçâåäåíèå ìàòðèöû Amn íà âåêòîð
Xm: ýòî âåêòîð Yn òàêîé, ÷òî Y = AX
Íàèáîëåå èíòåðåñíûì ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àé êâàäðàòíûõ ìàòðèö, êîãäà n = m
Ñðåäè íèõ ðàçëè÷àþòñÿ:
1. Ñèììåòðè÷íûå ìàòðèöû. aij = aji.
2. Äèàãîíàëüíûå ìàòðèöû. aij = 0, åñëè i 6= j.
3. Îðòîãîíàëüíûå ìàòðèöû - òàêèå, ÷òî ëþáûå 2 ñòîëáöà (ñòðîêè) ýòîé ìàòðèöû
ÿâëÿþòñÿ îðòîãîíàëüíûìè âåêòîðàìè.
Îáîáùåíèåì îðòîãîíàëüíîé ìàòðèöû íà ñëó÷àé êîìïëåêñíûõ ÷èñåë ÿâëÿåòñÿ
óíèòàðíàÿ ìàòðèöà. Äëÿ îáîèõ ñïðàâåäëèâî A∗ = A−1.
Åäèíè÷íàÿ (äèàãîíàëüíàÿ) ìàòðèöà I, iii = 1. Îáðàòíàÿ ìàòðèöà A−1; AA−1 = I.
Ðàíã ìàòðèöû = ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî ëèíåéíî-íåçàâèñèìûõ ñòîëáöîâ (èëè ñòðîê).
Âûðîæäåííîñòü ìàòðèöû Ann èìååò ìåñòî, åñëè åå ðàíã ìåíüøå n. Âûðîæäåííàÿ
ìàòðèöà íå èìååò îáðàòíîé.
Â êîìïüþòåðíûõ îïåðàöèÿõ ñ ìàòðèöàìè ïîìèìî âûðîæäåííîñòè ìîæåò èìåòü
ìåñòî ïëîõàÿ îáóñëîâëåííîñòü: ýòî êîãäà òåîðåòè÷åñêè íåâûðîæäåííàÿ ìàòðèöà
ìîæåò áûòü ñêîëü óãîäíî áëèçêà ê âûðîæäåííîé â ñèëó ïðèáëèæåííîãî õàðàêòåðà
ïðåäñòàâëåíèÿ ÷èñåë íà ÝÂÌ è äåéñòâèé ñ íèìè. Êîëè÷åñòâåííîé õàðàêòåðèñòèêîé
òàêîé áëèçîñòè ìîæåò ñëóæèòü äåòåðìèíàíò ìàòðèöû Det(A); åñëè îí áëèçîê ê íóëþ
èëè äàæå ÿâëÿåòñÿ ìàøèííûì íóëåì (ò.å. ÷èñëîì, íå ïðåäñòàâèìûì íà ÝÂÌ), òî
êîìïüþòåðíûé ïðåäñòàâèòåëü ìàòðèöû ìîæåò îêàçàòüñÿ âûðîæäåííûì. Èñõîäíóþ
ìàòðèöó â ýòîì ñëó÷àå íàçûâàþò ïëîõî îáóñëîâëåííîé.
Ñëåä ìàòðèöû Sp(A), Sp =

∑n
i=1 aii.

Êâàäðàòíûé êîðåíü èç ìàòðèöû A. Ýòî ìàòðèöà B òàêàÿ, ÷òî A = BB. Êâàäðàòíûé
êîðåíü èíòåðåñåí òåì, ÷òî åãî îáóñëîâëåííîñòü ëó÷øå, ÷åì ó èñõîäíîé ìàòðèöû, à
òàê êàê A−1 = B−1B−1, òî ïëîõî îáóñëîâëåííóþ ìàòðèöó ëó÷øå âñåãî îáðàùàòü
ñ ïîìîùüþ îáðàùåíèÿ åå êâàäðàòíîãî êîðíÿ. Îäíàêî íå êàæäàÿ ìàòðèöà èìååò
êâàäðàòíûé êîðåíü, à åñëè îí ñóùåñòâóåò, òî â ðàçíûõ êëàññàõ ìàòðèö îí èìååò
ðàçíûé âèä.
Ãåîìåòðè÷åñêèå èëëþñòðàöèè. Ýôôåêò âîçäåéñòâèÿ ìàòðèöû íà âåêòîð ýòî âðàùåíèå
âåêòîðà è/èëè èçìåíåíèå åãî äëèíû.
Ïîëîæèòåëüíî-îïðåäåëåííàÿ ìàòðèöà A îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ

(AX, X) > 0, äëÿ ëþáîãî âåêòîðà X.

Íàãëÿäíûé ñìûñë òàêîé ìàòðèöû ñëåäóåò èç: ‖AX‖‖X‖cos(φ) > 0 → | φ |< 90◦

ò.å. ïîëîæèòåëüíî-îïðåäåëåííàÿ ìàòðèöà ïîâîðà÷èâàåò âåêòîð X ìåíåå ÷åì íà 90
ãðàäóñîâ. Äëÿ äèàãîíàëüíîé ìàòðèöû ïîëîæèòåëüíàÿ îïðåäåëåííîñòü îçíà÷àåò
ïîëîæèòåëüíîñòü åå äèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ: âñå aii > 0. Ýòî ñëåäóåò èç

(AX,X) =
n∑

i=1

aiix
2
i

Ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì è ñîáñòâåííûì âåêòîðîì ìàòðèöû ÿâëÿþòñÿ âåêòîð E è
÷èñëî λ òàêèå, ÷òî:

AE = λE

Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îáðàòíîé ìàòðèöû 1/λ; ñëåäîâàòåëüíî, åñëè ñðåäè
ñîáñòâåííûõ ÷èñåë ïðÿìîé ìàòðèöû åñòü ÷èñëà, áëèçêèå ê íóëþ, òî ó îáðàòíîé
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ìàòðèöû áóäóò ñîáñòâåííûå ÷èñëà, áëèçêèå ê áåñêîíå÷íîñòè. Âûðîæäåííàÿ ìàòðèöà
èìååò ïî êðàéíåé ìåðå îäíî λ = 0.
Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ äèàãîíàëüíîé ìàòðèöû: aii, à åå ñîáñòâåííûå âåêòîðà ýòî
âåêòîðà, ó êîòîðûõ òîëüêî ii-àÿ êîîðäèíàòà îòëè÷íà îò íóëÿ.
Ó ïîëîæèòåëüíî-îïðåäåëåííîé ìàòðèöû ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ïîëîæèòåëüíû.
Ìàòðèöà - îòëè÷íàÿ ìîäåëü ëèíåéíîãî îïåðàòîðà, èäåàëüíî ïîäõîäÿùàÿ äëÿ ðàáîòû
ñ òàêèìè íà ÝÂÌ. Â åâêëèäîâîì áàçèñå íîðìà ìàòðèöû A ðàâíà êîðíþ êâàäðàòíîìó
èç ìàêñèìàëüíîãî ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ ìàòðèöû AA′.
ÓÏÐÀÆÍÅÍÈÅ 1. Äîêàçàòü (èëè õîòÿ áû ïîêàçàòü íà ïðèìåðå), ÷òî ìàòðèöà,
ó êîòîðîé â êàæäûõ ñòðîêå è ñòîëáöå åñòü òîëüêî îäèí ýëåìåíò, ðàâíûé ±1, à
îñòàëüíûå ðàâíû íóëþ, ÿâëÿåòñÿ îðòîãîíàëüíîé.
Ýòè ìàòðèöû èãðàþò áîëüøóþ ðîëü â êðèñòàëëîãðàôèè, ãäå îíè ÿâëÿþòñÿ
ïðåäñòàâëåíèÿìè ïðîñòðàíñòâåííûõ ãðóïï ñèììåòðèè.
ÓÏÐÀÆÍÅÍÈÅ 2. Ïîêàçàòü, ÷òî ïðîèçâåäåíèå ìàòðèö âûøåîïèñàííîãî òèïà åñòü
ìàòðèöà ýòîãî æå òèïà. à óìíîæåíèå òàêîé ìàòðèöû íà âåêòîð ýêâèâàëåíòíî
ïåðåñòàíîâêå êîìïîíåíò ýòîãî âåêòîðà.
Ìèíèìóì ôóíêöèé íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ. Ôóíêöèîíàëîì íàçûâàåòñÿ
îòîáðàæåíèå àáñòðàêòíîãî ïðîñòðàíñòâà íà ÷èñëîâóþ îñü. Ïðèìåð.

F (f(x)) =
∫

X
(y(x)− f(x))2dx + α

∫

X
f ′′2(x)dx.

Çäåñü ôóíêöèîíàë F äëÿ çàäàííûõ X, y(x) è α îïðåäåëåí íà ïðîñòðàíñòâå
äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé f(x), èíòåãðèðóåìûõ â êâàäðàòå âìåñòå ñ
ïðîèçâîäíûìè f ′′(x) è y(x) íà X.
Îí ñòàíîâèòñÿ îáû÷íîé ôóíêöèåé n ïåðåìåííûõ F (x1, x2, ..., xn), åñëè f(x)
ôèêñèðîâàíà, íî çàâèñèò îò ïåðåìåííîãî âåêòîðà P :

F (P ) =
∫

X
(y(x)− f(x, P ))2dx + α

∫

X
f ′′2(x, P )dx

ÝÊÑÒÐÅÌÓÌÛ. Ñëîæíàÿ ïðîöåäóðà íàõîæäåíèÿ ýêñòðåìóìîâ ôóíêöèîíàëîâ
ñóùåñòâåííî óïðîùàåòñÿ â ñëó÷àå îáû÷íûõ ãëàäêèõ ôóíêöèé n ïåðåìåííûõ.
Íåîáõîäèìîå óñëîâèå ìèíèìóìà:

∂f

∂xi

= 0 ≡ grad f = 0

Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ.

• ìàòðèöà 2-õ ïðîèçâîäíûõ ïîëîæèòåëüíî - îïðåäåëåíà = ìèíèìóì;

• ìàòðèöà 2-õ ïðîèçâîäíûõ îòðèöàòåëüíî - îïðåäåëåíà = ìàêñèìóì;

• ìàòðèöà 2-õ ïðîèçâîäíûõ íè îäíî èç äâóõ = ñåäëî;

• ìàòðèöà 2-õ ïðîèçâîäíûõ èìååò ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå 0 = ýêñòðåìóì íå
åäèíñòâåíåí;

Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóåò èç ôîðìóëû f(x + h) ' f(x) + (h, f ′) + 1
2
(f ′′h, h), ãäå x -

òî÷êà ýêñòðåìóìà. Òàê êàê f ′ = 0, òî f(x + h) áóäåò áîëüøå èëè ìåíüøå, ÷åì f(x) â
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çàâèñèìîñòè îò (f ′′h, h).
ÏÐÈÌÅÐÛ. Äàííûå óñëîâèÿ î÷åíü íàãëÿäíî èëëþñòðèðóþòñÿ ïðèìåðàìè
ýêñòðåìóìîâ ôóíêöèé äâóõ ïåðåìåííûõ x, y: x2 + y2, −x2 − y2, x2 − y2, x2.

Ôóíêöèîíàëû îáùåãî òèïà òîæå èãðàþò áîëüøóþ ðîëü â ýêñïåðèìåíòàëüíîé
ôèçèêå, îñîáåííî òèïà

F1(y, y′) =
∫ b

a
f(x, y(x), y′(x))dx

F2(y, y′, y′′) =
∫ b

a
f(x, y(x), y′(x), y′′(x))dx

â íåïðåðûâíîé ôîðìå èíòåãðàëîâ ïî x èëè äèñêðåòíîé - ñóìì ïî xi. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì,
÷òî â ðîëè y ÷àñòî âûñòóïàþò ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå, òàê ÷òî ýôôåêòû îò íèõ
è èõ ïðîèçâîäíûõ öåëåñîîáðàçíî îöåíèâàòü ïðîñóììèðîâàííûìè è óñðåäíåííûìè
âåëè÷èíàìè.
Ýêñòðåìóìàìè òàêèõ ôóíêöèîíàëîâ çàíèìàåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ äèñöèïëèíà -
âàðèàöèîííîå èñ÷èñëåíèå. Öåíòðàëüíûì åãî ïîíÿòèåì ÿâëÿåòñÿ âàðèàöèÿ - åñëè
F (y(x)) åñòü ôóíêöèîíàë íà ïðîñòðàíñòâå ôóíêöèé y(x), òî ýëåìåíò h(x), íà êîòîðûé
èçìåíèëñÿ y(x)− > y(x) + h(x), íàçûâàåòñÿ âàðèàöèåé ïåðåìåííîé δy, à èçìåíåíèå
F (y(x) + h(x))− F (y(x)) - âàðèàöèåé ôóíêöèîíàëà δF .
Óñëîâèå ýêñòðåìóìà F ïîõîæå íà àíàëîãè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ ôóíêöèé: δF = 0.
Äëÿ ôóíêöèîíàëîâ òèïà F1 èëè F2 ýòî óñëîâèå èìååò ñïåöèôè÷åñêóþ ôîðìó, ò.í.
óðàâíåíèÿ Ýéëåðà. Äëÿ F1 è F2 ýòî áóäóò

∂F1

∂y
− d

dx

∂F1

∂y′
= 0; (41)

∂F2

∂y
− d

dx

∂F2

∂y′
+

d2

dx2

∂F2

∂dy′′
= 0; (42)

ÓÏÐÀÆÍÅÍÈÅ. Ïîïðîáóåì âûâåñòè (41) äëÿ F1 â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå
y(a) = a0; y(b) = b0. Åñëè h(x) - âàðèàöèÿ y(x), òî ïðè ïîñòîÿííûõ a0, b0

h(a) = 0, h(b) = 0, à âàðèàöèÿ y′(x) î÷åâèäíî ðàâíà h′(x). Ñëåäîâàòåëüíî, âàðèàöèÿ
F1 áóäåò èìåòü âèä

δF1(y, y′) =
∫ b

a
(
∂F1

∂y
h(x) +

∂F1

∂y′
h′(x))dx

Ýòîò èíòåãðàë åñòü ñóììà äâóõ èíòåãðàëîâ, è èíòåãðèðóÿ âòîðîé ïî ÷àñòÿì, è
ó÷èòûâàÿ, ÷òî h(a) = 0, h(b) = 0, ìû ïîëó÷èì

δF1(y, y′) =
∫ b

a
(
∂F1

∂y
h(x)− d

dx

∂F1

∂y′
h(x))dx

×òîáû δF1(y, y′) = 0, íåîáõîäèìî âûïîëíåíèå (41).
Ðàçíîñòíûå ñõåìû. Òåîðåòè÷åñêèì ìîäåëÿì, îïèñûâàåìûì êàê ïðàâèëî,
íåïðåðûâíûìè (è îáû÷íî äîñòàòî÷íî ãëàäêèìè) ôóíêöèÿìè, â ýêñïåðèìåíòå
ñîîòâåòñòâóþò äèñêðåòíûå ôóíêöèè. Ò.å. ìíîæåñòâó X : x0 ≤ x ≤ x1 è òåîðåòè÷åñêîé
ôóíêöèè f(x) ñîîòâåòñòâóþò äèñêðåòíûå ìíîæåñòâî Xm : x = x1, x2, ..., xm è ôóíêöèÿ
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f(i), ãäå i - íîìåð òî÷êè xi. Çíà÷åíèÿ ôóíêöèè f â òî÷êàõ, îòëè÷íûõ îò xi, i = 1, ..,m,
ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû ñ ïîìîùüþ èíòåðïîëÿöèè, â ðåçóëüòàòå ÷åãî ìû ïîëó÷àåì
íîâóþ ôóíêöèþ, ñîâïàäàþùóþ ñî ñòàðîé â òî÷êàõ xi è îòëè÷àþùóþñÿ îò íåå â
îñòàëüíûõ òî÷êàõ. Ýòè îòëè÷èÿ ìîæíî ìèíèìèçèðîâàòü ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè,
â çàâèñèìîñòè îò ðàçëè÷íûõ êðèòåðèåâ îöåíêè êà÷åñòâà ïðèáëèæåíèÿ, òàê ÷òî
ñåìåéñòâî âñåâîçìîæíûõ èíòåðïîëÿòîðîâ î÷åíü âåëèêî.
Åñòåñòâåííî, òàêèå ôóíäàìåíòàëüíûå ïîíÿòèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà êàê
ïðîèçâîäíàÿ è èíòåãðàë çàìåíÿþòñÿ èõ äèñêðåòíûìè àíàëîãàìè - ðàçíîñòÿìè è
ñóììàìè.
ÏÐÈÌÅÐÛ äèñêðåòíûõ êîíñòðóêöèé.
1. Ïðîñòåéøèé (ëèíåéíûé) èíòåðïîëÿòîð: åñëè x1 ≤ x ≤ x2, òî
f(x) = f(x1) + f(x2)−f(x1)

x2−x1
.

2. Ïðîñòåéøàÿ 1-ÿ ðàçíîñòü ∆1f(i) = f(i+1)−f(i)
(xi+1−xi)

.
3. Ïðîñòåéøàÿ 2-ÿ ðàçíîñòü ∆2f(i) = f(i+1)−f(i−1)

(xi+1−xi−1)
.

4. Ïðîñòåéøàÿ èíòåãðàëüíàÿ ñóììà S =
∑m−1

i=1 f(xi)(xi+1 − xi).
Íàèáîëåå ïðîñòî ðåçóëüòàò äèñêðåòíîé îïåðàöèè ñòðîèòñÿ êàê ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ
âåëè÷èí f(i): r(i) =

∑m
i=1 aif(i). Êîýôôèöèåíòû ai âûáèðàþòñÿ èç ïðåäïîëîæåíèé

î âîçìîæíîì õàðàêòåðå íåïðåðûâíoé ôóíêöèè f(x) è òðåáîâàíèé ê êà÷åñòâó
ïðèáëèæåíèÿ åå äèñêðåòíûì àíàëîãîì. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ïðèâåäåííûå âûøå
ïðèìåðû èñõîäÿò èç ïðåäïîëîæåíèÿ î êóñî÷íî-ëèíåéíîì õàðàêòåðå ôóíêöèè f(x)
â ïðîìåæóòêàõ ìåæäó óçëîâûìè òî÷êàìè xi; èíà÷å, èç òðåáîâàíèÿ, ÷òîáû êóñî÷íî-
ëèíåéíûå ôóíêöèè ïðèáëèæàëèñü â íèõ òî÷íî âî âñåõ òî÷êàõ, è åñëè òàêèå ôóíêöèè
äåéñòâèòåëüíî ïðèáëèæàþò ôóíêöèþ ñ ïðèåìëåìîé òî÷íîñòüþ, òî âñå â ïîðÿäêå.
Íàèáîëåå ñîâåðøåííûå ìåòîäû ïîñòðîåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ai - âàðèàöèîííûå, â
÷àñòíîñòè, ñïëàéíîâûå. Îíè áóäóò ðàññìîòðåíû â ãëàâå î ôèëüòðàöèè äàííûõ.
Äðóãîé ïîäõîä ñîñòîèò â ïîñòðîåíèè îïòèìàëüíûõ óçëîâ xi - åñëè ïîçâîëÿþò óñëîâèÿ
ýêñïåðèìåíòà.
ÓÏÐÀÆÍÅÍÈÅ. Äëÿ ïðîñòîòû ïðåäïîëîæèì, ÷òî âñå xi = hi.
Âîçüìåì ∆11f(i) = (f(i) − f(i − 1))/h è ∆12f(i) = (f(i + 1) − f(i − 1))/2h). Îöåíèì
òî÷íîñòü ïðèáëèæåíèÿ 1-é ïðîèçâîäíîé ýòèìè âåëè÷èíàìè.
Èìååì

f(i− 1) ∼ f(i)− hf ′(i) + 0.5h2f ′′(i)− (1/6)h3f ′′′(i)

f(i + 1) ∼ f(i) + hf ′(i) + 0.5h2f ′′(i) + (1/6)h3f ′′′(i)

Îòñþäà ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî:
1. àñèìïòîòè÷åñêàÿ òî÷íîñòü ó ∆12 âûøå, ÷åì ó ∆11;
2. íà íåìîíîòîííûõ ó÷àñòêàõ ∆12 ìîæåò äàâàòü î÷åíü áîëüøóþ ïîãðåøíîñòü, áîëüøå
÷åì ∆11.
Ðåøåíèÿ ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé ÷àñòî èìåþò âèä: f(xk+1) =

∑k
i=1 aif(xi),

ò.å. f(k + 1) âû÷èñëÿåòñÿ ÷åðåç ïðåäûäóùèå çíà÷åíèÿ f . Òàêèå ñõåìû ìîãóò
íàêàïëèâàòü ïîãðåøíîñòü òàê, ÷òî ðåøåíèå ìîæåò ñòàòü íåóñòîé÷èâûì ïðè ðîñòå k.
Áîëåå óñòîé÷èâû ñõåìû ñ îïåðåæåíèåì, ò.å. èñïîëüçóþùèå âñå çíà÷åíèÿ f . Ñ îäíîé
òàêîé ñõåìîé - 'ïðîãîíêîé' - ìû ïîçíàêîìèìñÿ â ãëàâå î ôèëüòðàöèè äàííûõ.
Òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà x êàê è îáû÷íàÿ ïåðåìåííàÿ x
ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ èç íåêîòîðîé îáëàñòè X, íî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ïðèíèìàåò
ýòè çíà÷åíèÿ ñ îïðåäåëåííûìè âåðîÿòíîñòÿìè P .
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Òàêèì îáðàçîì, îñíîâíîé îáúåêò, ñ êîòîðûì èìååò äåëî òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé ýòî
òðîéêà ïîíÿòèé: ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, ñîáûòèå, ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ.

ξ, ξ < t, F (t) = P (ξ < t), x ∈ X, t ∈ [−∞, +∞].

Â äàííîì ïðèìåðå èìååòñÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ ñî çíà÷åíèÿìè èç îáëàñòè X,
ñîáûòèå, ñîñòîÿùåå â òîì, ÷òî ξ < t, è ñîîòâåòñòâóþùàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ
P .
Äèñêðåòíàÿ è íåïðåðûâíàÿ ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû.
Åñëè X - äèñêðåòíîå ìíîæåñòâî, öåëåñîîáðàçíî ñ÷èòàòü ñîáûòèÿìè ðàâåíñòâî
êàêîìó-ëèáî ÷èñëó è çàäàâàòü ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ òàê: F (t) = P (ξ = t).
Â íåïðåðûâíîì ñëó÷àå òàêîå çàäàíèå íåâîçìîæíî, è òàì ñîáûòèå è ôóíêöèÿ
ðàñïðåäåëåíèÿ çàäàþòñÿ òàê, êàê óêàçàíî âûøå. Ýòî ñàìûé îáùèé ñïîñîá çàäàíèÿ
ýòèõ ïîíÿòèé. Èç íåãî ìîæíî ïîëó÷èòü, íàïðèìåð, âåðîÿòíîñòü òàêîãî ñîáûòèÿ êàê

P (t1, t2) = P (t1 ≥ ξ ≤ t2) = F (t2)− F (t1)

Äèñêðåòíûé ñëó÷àé ëåãêî îïèñûâàåòñÿ îáùåé ôîðìîé:

P (ξ < t) =
∑

ti<t

F (ξ = ti)

Ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ â íåïðåðûâíîì ñëó÷àå èìååò ïðîèçâîäíóþ,
íàçûâàåìóþ ïëîòíîñòüþ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ f(x), òàê ÷òî èìååò ìåñòî

F (t) =
∫ t

−∞
f(x)dx, ãäå f(x) = dF

dx
.

Ñóììà ñîáûòèé - ýòî n ñîáûòèé Ai, ñâÿçàííûõ ñâÿçêîé "èëè". Åñëè Ai íå
ïåðåñåêàþòñÿ, òî èìååò ìåñòî: P (

∑n
i=1 Ai) =

∑n
i=1 P (Ai)

Ïðîèçâåäåíèå ñîáûòèé - ýòî n ñîáûòèé Ai, ñâÿçàííûõ ñâÿçêîé "è". Åñëè Ai

íåçàâèñèìû äðóã îò äðóãà, òî P (
∏n

i=1 Ai) =
∏n

i=1 P (Ai)
Âàæíóþ ðîëü èãðàþò â òåîðèè âåðîÿòíîñòåé è ñòàòèñòèêå öåíòðàëüíûå ìîìåíòû 1-
ãî è 2-ãî ïîðÿäêà ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ: ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå (èëè ñðåäíåå)
Êξ, äèñïåðñèÿ V̂ ξ, è êîðåíü êâàäðàòíûé èç íåå - ñðåäíåêâàäðàòè÷íîå îòêëîíåíèå
èëè ñèãìà σ (èëè îøèáêà êàê åå íàçûâàþò â ïðàêòèêå àíàëèçà ýêñïåðèìåíòàëüíûõ
äàííûõ â ôèçèêå), è êîâàðèàöèè äâóõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξ1 è ξ2.
Ýòè ïîíÿòèÿ îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Íåïðåðûâíûé ñëó÷àé.

Êξ =
∫ +∞

−∞
xp(x)dx = m (43)

V̂ ξ =
∫ +∞

−∞
(x−m)2p(x)dx = v2 (44)

Äèñêðåòíûé ñëó÷àé
Êξ =

∞∑

i=−∞
xiP (ξ = xi) = m (45)

V̂ ξ =
∞∑

i=−∞
(xi −m)2P (ξ = xi) = v2 (46)
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V̂ ξ = Êξ2 −m2 (47)
Êîâàðèàöèè: cov(ξ1ξ2) = Ê((ξ1 −m1)(ξ2 −m2)).
Êîððåëÿöèè.

Ĉ(ξ1ξ2) =
cov(ξ1ξ2)

v1v2

. (48)

Êîððåëÿöèè äâóõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ýòî êîâàðèàöèè, íîðìèðîâàííûå íà ñèãìû
ýòèõ âåëè÷èí. Îíè ñëóæàò ìåðîé ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè ìåæäó äâóìÿ ñëó÷àéíûìè
âåëè÷èíàìè, è áëàãîäàðÿ íîðìèðîâêå è âûòåêàþùåãî îòñþäà ñòàíäàðòíîãî èíòåðâàëà
çíà÷åíèé îò -1 äî +1 ÿâëÿþòñÿ î÷åíü óäîáíîé ìåðîé ýòîé çàâèñèìîñòè. Ñëåäóåò
ïîä÷åðêíóòü, ÷òî â îòëè÷èå îò ôèçèêè, ãäå òåðìèí "êîððåëÿöèè"îáîçíà÷àåò ìåðó
ïðîèçâîëüíîé çàâèñèìîñòè ìåæäó ïðîèçâîëüíûìè âåëè÷èíàìè, â ìàòåìàòèêå îí
ñëóæèò äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ìåðû ëèøü ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè ìåæäó ñëó÷àéíûìè
âåëè÷èíàìè. Äàëåå, â ìàòåìàòèêå (îïÿòü æå â îòëè÷èå îò ôèçèêè) êîððåëÿöèîííàÿ
çàâèñèìîñòü íå èñïîëüçóåòñÿ äëÿ îáîçíà÷åíèÿ çàâèñèìîñòè ñðåäíèõ äâóõ ñëó÷àéíûõ
âåëè÷èí (äëÿ ïîñëåäíåé èñïîëüçóåòñÿ òåðìèí "ðåãðåññèîííàÿ çàâèñèìîñòü").
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