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Бенуа Б. Мандельброт (1924-2010) 
 

 
 

 
В одиночку спас наиболее хрупкие функции теории множеств 
и наиболее «пыльные» множества от почти полного забвения, 

поместив их в самый центр нашего повседневного опыта 
и представлений. 

(Шредер М. Фракталы, хаос, степенные законы) 
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НЕКОТОРЫЕ ОБОЗНАЧЕНИЯ 
 
L – длина фрактальной линии 
S – площадь фрактальной поверхности 
V – объем фрактального объекта 
  – масштаб измерения 

  – масштабный множитель 
C – неопределенный множитель 
D – фрактальная размерность 
h – размерность блуждания 
E – евклидова размерность 
N – число масштабов 
  – параметр фрагментации 
R – линейный размер 
t – время 

D
d  – фрактальный дифференциал 

фрактальный интеграл (см. глава 3) 
r  - координата 
  - поверхностный импеданс 

  - модуль импеданса 

  - фаза импеданса 

H  - скин – слой 
W  - функция ослабления 

Y  - ослабление 
  - круговая частота; частота  2/f  
R - сопротивление 
  - проводимость 

  - удельное сопротивление ( /1 ) 
  - относительная диэлектрическая проницаемость 

0  - диэлектрическая постоянная вакуума 

  - магнитная проницаемость вещества 

0  - магнитная постоянная 

c - скорость света 
v - скорость 
E  - напряженность электрического поля 
B  - индукция магнитного поля 

Формула  (1.2) означает формулу 2 из Главы 1, то же самое для рисунков и таблиц. 
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 Если ты все понял, значит, тебе не все рассказали. 
(народная мудрость) 

 
ПРЕДИСЛОВИЕ 

 
Фрактальная геометрия изучает закономерности, проявляемые в 

структуре природных объектов, процессов и явлений, обладающих яв-
но выраженной фрагментарностью, изломанностью и искривленно-
стью. Достаточно большое число объектов на поверхности Земли и 
атмосфере подчиняются степенным законам. Моделированию этих за-
кономерностей и занимается фрактальная геометрия. Методы фрак-
тальной геометрии широко применяются в различных отраслях естест-
вознания и техники. Умение их применять, приобретение навыков мо-
делирования фрактальных систем необходимо современному исследо-
вателю. В этом и состоит цель монографии – привить навык решения 
задач методами фрактальной геометрией.  

Сделаем небольшой экскурс в историю. В 20-х гг. XX в. англий-
ский ученый Ричардсон решил подсчитать длины границ европейских 
государств. К его удивлению оказалось, что длина границы государст-
ва зависит от масштаба измерения. В 30-х гг. польские геодезисты из-
меряли длину р. Вислы. После подсчета длины реки выяснилось, что 
длина при измерении различными масштабами оказалась разная, при-
чем с уменьшением масштаба длина реки возрастала. Этот факт отне-
сли к математическим курьезам и надолго о ней забыли (см. Штейнгауз 
Г. Математический калейдоскоп. – М.: Наука, 1981. 160 с.]. В начале 
70-х гг. история перенеслась в Северную Америку. Любопытные аме-
риканцы, находясь на отдыхе, своими шагами измеряли периметр озер. 
Выяснилось обстоятельство, вызвавшее удивление, – у различных лю-
дей периметр оказался разным. С этим фактом они обратились к мест-
ным математикам и им повезло – любопытствующие «попали» на Бе-
нуа Мандельброта, американского математика (см. Мандельброт Б. 
Фрактальная геометрия природы. – М.: Изд-во Института компьютер-
ных исследований, 2002. 656 с.). С этого началось становление нового 
языка науки, где основными понятиями являются фрактал, фракталь-
ная размерность, фрактальная геометрия, фрактальное исчисление и 
иерархическое построение. 
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Геометрия встречающихся в природе объектов самых различных 
размеров – от атомных масштабов до Вселенной – занимает централь-
ное место в моделях, которые строят, чтобы «понять» природу. По тра-
диции основой интуитивного понимания геометрии природы служили 
евклидовы прямые, окружности, из которых строили пространства с 
целочисленной размерностью. Однако классический набор геометри-
ческих фигур: прямых, окружностей и тому подобных, становится не 
применимым для описания длины рек, периметра озер, формы облаков 
и еще огромного множества других природных объектов. Бенуа Б. 
Мандельброт поведал миру об объектах, для описания которых необ-
ходимо введение нецелочисленных, дробноразмерных пространств. Он 
им дал объединяющее название – фрактал. Для описания природных 
образований необходимо использовать понятия новой фрактальной 
геометрии. Дробную размерность новых объектов стали называть 
фрактальной размерностью, которая и служит количественной мерой 
определения самих фракталов. 

Описание Природы и разнообразных ее проявлений требует при-
влечения соответствующего математического аппарата. Без этого не-
возможно зачастую сформулировать первоначальные понятия. Для 
лучшего понимания вводимых определений прибегают к известным  
аналогиям, сравнивают со знакомыми явлениями и понятиями. Однако 
в изучении фрактальной геометрии возникают определенные тру-
дности к привлечению наглядных образов. Довольно неожиданно при-
выкать к тому, что одномерные объекты на самом деле не совсем од-
номерны, а чуть нечто большее.  

Мы надеемся, что привлечение рисунков и рассмотрение различ-
ных примеров подведут читателя к появлению у него своеобразной 
интуиции. Встречаясь в своей практике с реальными природными объ-
ектами, он сразу сможет сказать, относятся ли они к фрактальным 
структурам и вычислить их фрактальную размерность. Только прямое 
общение с конкретными задачами даст общее представление, выраба-
тывает необходимую точку зрения (с этой целью, имеющей в большей 
степени методический характер, мы приводим в монографии задачи). К 
некоторым из них решения не даются. Например, задача об измерении 
фрактальной размерности городских улиц. 

Излагаемое в монографии фрактальное исчисление – это абстракт-
ная математическая конструкция. При ее построении выясняется, что 
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все становится с «ног на голову». Развиваемое фрактальное исчисление 
в некотором роде аналогично теории интегрирования и дифференциро-
вания дробного порядка. Поэтому вполне уместно изложение теории 
последней в нашей книге. При этом для быстрого введения в предмет 
опустили определенные тонкости, необходимые при математическом 
описании. Автор считает, что при первом знакомстве достаточно и ин-
туитивного понимания. Этому будем следовать и при построении 
фрактального исчисления. 

Любая математическая конструкция в качестве своей основы име-
ет набор аксиом. Фрактальная геометрия не исключение, ее началами 
являются аксиомы многомасштабности и самоподобия. Мы в моногра-
фии вместо аксиом будем говорить о математических формулировках 
многомасштабности и самоподобия. Этим математическим формули-
ровкам посвящена глава 1. 

Основной величиной фрактальной геометрии является фракталь-
ная размерность. В главе 2 предложен новый метод измерения, эффек-
тивность которого показана на некоторых природных объектах. 

В главе 3 развивается фрактальное исчисление – математический 
аппарат фрактальной геометрии. Дана геометрическая интерпретация 
фрактальной производной. Фрактальное исчисление во многих местах 
аналогично дробным интегралам и дифференциалам, изложению кото-
рых посвящена глава 4. 

Обширной областью применения фрактальной геометрии являют-
ся разнообразные физические задачи. В главе 5 показано, как фрак-
тальная размерность для некоторых физических объектов может быть 
вычислена. Физика обширна, и применение здесь фрактальной геомет-
рии находится еще в начале пути. В главе 6 излагаются некоторые (по 
мнению автора) перспективные направления, которые могут быть ис-
следованы. Из-за введения в новую математическую область представ-
ленная работа не является однородной по содержанию. Если первые 4 
главы не предполагают знакомства с предметом, то последние  5, 6 и 7 
главы требуют знаний читателя с основами общей и теоретической фи-
зики. 

Автор благодарен рецензентам за советы, которые учтены в моно-
графии. 
 



12 

ГЛАВА 1 
 
 
ФРАКТАЛЬНАЯ ГЕОМЕТРИЯ 
 
В настоящей главе измерением длины кривой линии с необходи-

мостью придем к первоначальным понятиям фрактальной геометрии, а 
именно к масштабу измерения и фрактальной размерности. Дадим ма-
тематическую формулировку многомасштабности и самоподобия. На 
примере геометрических и алгебраических структур покажем, как 
фрактальную размерность можно вычислить. Введем двух- и трехмер-
ные фрактальные размерности. Напомним о формуле Георга Пика для 
измерения площади фигур. Рассмотрим мультифрактальные геометри-
ческие фигуры. 

 
§ 1. ВВЕДЕНИЕ 
 
Математическая наука в 1975 г. обогатилась новым геометриче-

ским языком. В ней только понятие точки не изменилось. Следующий 
по сложности объект – кривая линия – приобретает новые свойства. 
Мир, к которому мы привыкли, цельноразмерный. Наличие длины, 
ширины и высоты означает, что физические объекты находятся в трех-
мерном пространстве. Само наличие физических объектов означает 
существование пространства. Физические объекты создают геометрию, 
а геометрия говорит, как должны происходить физические процессы. 
Но многие физические объекты и происходящие в них процессы изло-
маны, изрезаны, фрагментарны. Они создают новую геометрию, в ко-
торой пространство не цельноразмерное, а дробное, или фрактальное. 
Наглядные образы, к которым мы привыкли, для понимания новой 
геометрии не подходят. Только общение с многочисленными примера-
ми дадут понимание фрактальной геометрии. Рассматриваемые приме-
ры приведут читателя к появлению у него своеобразной интуиции. Ре-
шения конкретных задач дадут представление о новой, фрактальной 
геометрии, выработают точку зрения. 

В Евклидовой геометрии линия – это одномерный объект и для 
измерения ее длины требуется только один масштаб. Новая геометрия 
имеет дело с фрактальной линией, измерение длины которой требует 
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бесконечного числа масштабов. Размерность такой фрактальной линии 
оказывается больше единицы. По поводу этого говорят о многомас-
штабности, или масштабируемости, объектов. Кроме этого, во фрак-
тальной геометрии фрактальные линии обладают еще одним удиви-
тельным свойством. Под каким бы увеличением не смотреть на фрак-
тальную линию в микроскоп, она будет все такой же изрезанной и из-
ломанной. Как вся кривая линия, так и любой ее участок обладают од-
ной и той же фрактальной размерностью. Такое свойство называют 
самоподобием. Цельноразмерная Евклидова геометрия – это 39 аксиом 
(по Давиду Гильберту). Новую фрактальную геометрию мы будем опи-
сывать дополнительно еще двумя аксиомами – аксиомами многомас-
штабности и самоподобия. Точнее, будем говорить о мате- матических 
формулировках многомасштабности и самоподобия.   

Многомасштабность качественно можно понять следующим обра-
зом. Наверняка все замечали, что оценка расстояния «на глазок» в го-
рах или на сильнопересеченной местности не совпадает с реально 
пройденным расстоянием. Если прикидываем, что участок преодолеем 
за полчаса, то реально оказывается, что потратили почти час. Это свя-
зано с тем, что обычно линии мы представляем себе плавными, а на 
самом деле в природе почти все линии сильно изрезаны и искривлены. 
Такие линии Мандельброт назвал фрактальными. Они обладают мно-
гими замечательными свойствами, главным из которых является зави-
симость длины от измерительной линейки. Измерение длины метровой 
линейкой не совпадает с измерениями длины сантиметровой. 

Первым, примерно в 1920 г., многомасштабность установил анг-
лийский математик Ричардсон. Он обратил внимание, что длины гра-
ниц государств зависят от того, какой мерной линейкой измерять дли-
ну. В 30-х гг. в Польше картографы измеряли длину р. Висла. При этом 
получили ошеломляющий результат: при уточнении измерений длина 
реки увеличивалась! Так математики получили задачу, которую отне-
сли к математическим курьезам, и благополучно забыли. В 70-х гг. ту-
ристы обратили внимание, что при измерении периметров Великих 
Озер в Америке у всех людей получались разные результаты. Так при-
рода в третий раз продемонстрировала, что длина природной линии 
зависит от  масштаба измерения. 

В следующих параграфах мы дадим математическую формулиров-
ку основным положениям фрактальной геометрии. Только после мате-
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матической формулировки задачи начинается Наука, становится воз-
можным объяснить известные факты и экспериментально, после соот-
ветствующих измерений, проверить предсказание о новых явлениях. 
Мы проведем элементарные измерения – будем прикладывать линейку 
или циркуль к кривой линии, подсчитывая ее длину. Разработаем но-
вые методы подсчета и вычисления фрактальной размерности для не-
которых природных объектов. Привьем навык научного ремесла, кото-
рый войдет в сознание так, что, применяя различные приемы и методы, 
даже будем не замечать этого. 

Прямая линия имеет размерность, равную 1. Если кривая линия 
заполняет всю плоскость, то, как и для всякого двухмерного образова-
ния, размерность кривой будет равна 2. Следовательно, изломанная 
линия на плоскости будет иметь фрактальную размерность, прини-
мающую любое значение между 1 и 2. Если линия пронизывает про-
странство и плотно ее заполняет, то ее размерность, очевидно, будет 
равной 3. Математика – это такая наука, что может предложить гео-
метрические объекты, обладающие фрактальной размерностью меньше 
1, такие объекты называют канторовскими множествами. 

В ХIХ в. было замечено, что существуют функции, не имеющие 
производных. Наглядно это можно представить, нарисовав «птичку» – 
обычную галочку (рис. 1.1). Как видно из рисунка 1.1, в точке излома 
будет две касательные. Так как касательные определяются производ-
ными, то получаем, что в некоторой точке необходимо рассматривать 
две производные. Это означает, что мы не знаем, какую производную 
надо брать в данной точке – наша «птичка» в этой точке не имеет 
обычную производную. Многомасштабные самоподобные кривые ана-
логичны точке излома рассмотренной галочке. Надо только предста-
вить, что кривая линия изломана в каждой точке. Такая наглядная кар-
тина дает возможность прочувствовать необычные свойства новой 
геометрии.  

Отличие фрактальной размерности от единицы можно еще пред-
ставить следующим образом. Спроецируем нашу «птичку» на горизон-
тальную ось. Тогда из места излома будут проецироваться как бы две 
точки. Для фрактальной линии из каждого его места будут проециро-
ваться как бы больше, чем одна точка. 
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Рис. 1.1. Галочка в точке излома имеет две касательные 

 
 
§ 2. ФРАКТАЛЬНАЯ ЛИНИЯ. ЗАКОН МАНДЕЛЬБРОТА 
 
Математика, как и любая наука, основывается на простых, интуи-

тивно понятных и легко проверяемых положениях. Фрактальная гео-
метрия в этом смысле начинается с измерения длины какой-либо кри-
вой линии. Сам процесс измерения означает, что надо смотреть, сколь-
ко раз заранее выбранный масштаб уложится на кривую. Затем мас-
штаб меняется, и процесс измерения повторяется. Масштабом называ-
ют прямой отрезок длиной в 1 м. Для удобства можно брать доли мас-
штаба – км, см ... Надо только следить, чтобы масштаб априори был 
значительно меньше измеряемой длины, а это интуитивно всегда мож-
но сделать. Обозначим масштаб измерения символом   (кси). Если 
его достаточно приложить к линии два раза, то длина линии будет рав-
на 2 . В практических случаях используют циркуль, обходя с его 
помощью всю кривую. На рисунке 1.2а показаны два шага раствором 
циркуля. Также используется другой способ, называемый стандартным 
клеточным методом. При этом лист, на котором начертана измеряемая 
линия, покрывается сеткой ячеек со стороной   (рис. 1.2б). Тогда 
длина будет равна произведению размера ячейки на число ячеек, в ко-
торых находится рассматриваемая кривая линия. 

В качестве кривой, у которой будем измерять ее длину, выберем 
линию, показанную на рисунке 1.3. Ее некоторой периодичностью по-
пытаемся учесть свойство самоподобия, хотя это и трудно продемонст-
рировать «от руки». Возьмем циркуль с раствором   единиц измере-
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ния и сосчитаем число шагов  N , необходимых для обхода из одно-
го конца в другой конец всей линии. Даже если останется лишний уча-
сток кривой, то при достаточно большом числе N это не сказывается на 
общем фрактальном свойстве кривой. Произведение измеренного чис-
ла шагов  N  на заранее выбранный масштаб   по определению 
означает искомую длину L: 

    NL .   (1.1) 
 

 
Рис. 1.2. Измерение длины: a) обходом по линии раствором циркуля, 

 б) подсчетом клеток, содержащих линию 
 

Проведем первое измерение с масштабом 10/1
1
  (в некоторых 

условных единицах). На рисунке 1.3 показано, что этот масштаб укла-
дывается 5

1
N  раз, так что длина будет равна 10/5

111
 NL . 

Следующее измерение проведем с меньшим масштабом 

15
1

10
1

3
2

2
 . На рисунке 1.4 показано, что циркуль с новым мас-

штабом обойдет линию 9
2
N  раз. Новая длина станет равной 

10/6
222
 NL , что больше, чем 10/5  – предыдущий результат. 

Видим, что при уменьшении масштаба измерения длина кривой линии 
увеличивается, и такое увеличение является общим свойством непре-
рывных фрактальных линий. 
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Рис. 1.3. Пример самоподобной кривой линии; 

 первое измерение длины 
 

 
 

Рис. 1.4. Пример самоподобной кривой линии; 
второе измерение длины 

 
Продолжим измерения, уменьшая последовательно масштаб и счи-

тая каждый раз число растворов циркуля. Все измерения сведем в таб-
лице 1.1. Рисунки для измерений 3 и 4 мы не приводим, предоставим 
это читателю. Для наглядности нанесем измеренные значения на гра-
фик в билогарифмическом масштабе (рис. 1.5). Логарифмирование – 
это такая операция, что небольшое изменение своего аргумента мало 
сказывается на самом логарифме. Поэтому небольшие «хвосты», воз-
никающие при подсчете числа N, можно не учитывать. Как видно из 
рисунка 1.5, все точки ( Nln , /1ln ) практически идеально легли на 
прямую линию. Таким образом, методом линейной регрессией, для 
кривой на рисунке 1.3 получаем: 

/1ln23.112.1ln N , 

или 
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23.133.0  N . 

 
Таблица 1.1 

Результаты измерения 

 
 

 
Рис. 1.5. График зависимости N от   

(в билогарифмическом масштабе, натуральные логарифмы) 
 
Линейная зависимость между Nln  и /1ln  соблюдается для 

любой кривой, какую только можно вообразить. Это положение удобно 
записать в виде следующей степенной зависимости между N и  : 

DCN   .   (1.2) 

Так, для кривой на рисунке 1.3 будет 33.0C  и 23.1D . Чтобы 
не отвлекаться на множитель C, соотношения, подобные (1.2), часто 
будем записывать в виде  

N  D , 
как это принято во фрактальной геометрии. 

Результат (1.2) означает, что кривая линия представляет собой 
фрактальный объект с размерностью D. Чтобы не обращать внимания 
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на множитель C, степенной показатель D, как это следует из (1.2), 
удобно определить следующим образом: 

 



 /1ln
lnlim

0

ND


 .   (1.3) 

Таким образом, число масштабов степенным образом зависит от 
масштаба измерения, а степенной показатель оказывается фрактальной 
размерностью рассматриваемого объекта. При этом, чем меньше мас-
штаб, тем больше требуется число масштабов. Умножая число  N  
на масштаб  , согласно (1.1), получаем длину измеряемой кривой ли-
нии: 

DCL  1 .   (1.4) 
Это знаменитая формула Мандельброта, с которой и началось ста-

новление фрактальной геометрии. Аналогичное соотношение для гра-
ниц государств в 1920 г. установил Ричардсон, поэтому часто формулу 
(1.4), отдавая дань исторической справедливости, называют законом 
Мандельброта – Ричардсона. Гениальной догадкой Бенуа Мандельбро-
та было то, что величина D в (1.4) как раз и является фрактальной раз-
мерностью. Формулу (1.4) определим как математическую формули-
ровку первой аксиомы фрактальной геометрии – аксиомы многомас-
штабности: чтобы что-то измерить, надо иметь набор масштабов. 

Поскольку D  1, то при 0  длина L . Обратно, увеличи-
вая масштаб измерения, мы будем уменьшать длину кривой. Наглядно 
можно сказать, что при движении по пересеченной местности шаги 
надо делать как можно шире. Длинноногому путнику дорога будет ка-
заться короче. 

В конце данного параграфа сделаем два замечания методического 
характера. На рисунке 1.5 по осям отложены натуральные логарифмы. 
Однако в литературе часто используют десятичные логарифмы. В этом 
случае график зависимости N от   будет выглядеть так, как показано 
на рисунке 1.6. Для подобных графиков иногда говорят, что одной де-
кады маловато для доказательства фрактальности объекта. В пользу 
полноценности наших измерений и доказательства этим самым фрак-
тальности кривой сошлемся на известный сборник трудов [44], где 
примерно половина рисунков, иллюстрирующие фрактальные свойства 
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рассматриваемых там природных объектов и процессов, приведены в 
логарифмическом масштабе на интервале одной декады. 

 

 
Рис. 1.6. Зависимость N от  (десятичные логарифмы) 

 
В формулах (1.2) и (1.4) содержится множитель C, который явля-

ется типичным для фрактальной геометрии. Он зависит от размерности 
величин и их разрядов. Чтобы не отвлекаться на этот множитель, его 
часто называют неопределенным. Его даже можно не выписывать. То-
гда, например, формулу (1.4) записывают в виде: 

L  D1 . 
 
§ 3. САМОПОДОБИЕ 
 
Фрактальные объекты имеют удивительные свойства – как в це-

лом, так и любые их участки обладают одной и той же размерностью. 
Это свойство называется самоподобием. Представим исследователя, 
наблюдающего в микроскоп за кривой линией. Стараясь разглядеть 
более тонкую структуру, исследователь с удивлением видит, что в оку-
ляре микроскопа ничего не меняется. Это хорошо видно на рисунке 1.7 
(рисунок автор взял из книги Фейнман Р., Хибс А. Квантовая механика 
и интегралы по траекториям. – М.: Мир. 1968). 

Математическую формулировку самоподобия фрактальных объек-
тов дадим интуитивным, очевидным образом. Растянем или сожмем 
кривую линию в   раз, так что новая длина будет 

LL * .   (1.5) 
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Рис. 1.7. Изменяя поле зрения,  

будем наблюдать одну и ту же картину 
 
Величину   называют масштабным множителем. Поскольку са-

моподобие означает, что любая часть кривой подобна всей линии, то 
измерение новой длины можно осуществить масштабом, в   раз от-
личным от исходного масштаба, т. е. 

 * .   (1.6) 

Два выражения (1.5) и (1.6) составляют математическую формули-
ровку второй аксиомы фрактальной геометрии – самоподобия фрак-
тальных объектов. Используя формулу Мандельброта – Ричардсона 
(1.4), второй аксиоме можно придать компактную (и абстрактную!) 
формулировку, именно: 

  DCL  1 .   (1.7) 

Надо только учитывать, что здесь скобки представляют собой опе-
ратор, означающий, что сначала надо задавать масштабный множитель, 
и только после этого можно будет возводить в степень. Формула (1.7) 
означает, что любой участок фрактальной линии обладает одной и 
той же фрактальной размерностью. 

Теперь у нас есть все, чтобы решать разнообразные задачи, свя-
занные с фрактальным описанием геометрических и физических объ-
ектов. 

Формулы Мандельброта – Ричардсона (1.4) и самоподобия (1.7), 
несмотря на формальную схожесть, независимы друг от друга. Они 
получены в результате обобщения экспериментов – измерения длины и 
наблюдение линии в различных масштабах. Аксиомы фрактальной 
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геометрии составляют два уравнения для трех величин – длины, мас-
штаба и фрактальной размерности. В качестве свободного параметра, 
очевидно, надо брать фрактальную размерность, ее можно определить 
либо опытным путем, либо вычислить математически, либо установить 
методами теоретической физики, рассматривая детальный механизм 
явления. Природные объекты описываются геометрическими и физи-
ческими величинами. Если эти объекты обладают свойствами много-
масштабности и самоподобия, т. е. являются фрактальными, то геомет-
рические и физические величины будут связаны между собой степен-
ным образом. Это приводит к появлению обилия степенных показате-
лей. Если после измерений или другим способом определена размер-
ность фрактального объекта, то постулаты позволят выразить через 
найденную размерность все степенные показатели. Это одна из целей 
научной работы – свести многообразие явлений и процессов как можно 
к меньшему числу способов их описания. 

 
§ 4. АЛЬТЕРНАТИВНАЯ ФОРМУЛИРОВКА  
 
При решении различных задач бывает удобным использовать раз-

личные математические формулировки основных положений фрак-
тальной геометрии. Дадим одну из возможных формулировок. Замеча-
ем, что в формуле (1.6)  *  сомножители входят равным обра-

зом. Их переобозначение 
      (1.8) 

не изменит общего вида самой формулы (1.6). Можно считать   мас-
штабом, а   – масштабным множителем. Это легко понять. Чтобы 
измерить шестиметровую длину, нужно двухметровый эталон прило-
жить 3 раза, а можно трехметровый эталон приложить всего 2 раза. На 
практике масштабный множитель   выбирают в виде R/1 , где R 
есть линейный размер области, содержащий фрактальный объект. 

Рассмотрим, к чему приводит условие самоподобия для числа ша-
гов  N . После масштабного преобразования новая длина станет рав-

ной DCL  1**  , если здесь заменить *  на  , то длина при-
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мет следующий вид: DDCL  11*  . Но здесь DC 1  есть ста-

рая длина L, равная    N , т. е.  

   NL D 1* .  (1.9) 

С другой стороны,   *** NL   или, заменяя *  на  : 

    NL * .   (1.10) 

Сравнивая полученные формулы (1.9) и (1.10) и проведя простые 
сокращения, в итоге приходим к замечательному результату: 

    NN D .  (1.11) 

В таком виде обычно и записывают условие самоподобия, подра-
зумевая под N любую функцию от своих аргументов с отличным от D 
показателем. В статистической физике закон, подобный (1.11), обосно-
вывают гипотезой масштабной инвариантности. Например, если F – 

свободная энергия, 
C

C

T

TT 
  – безразмерная температура, то вблизи 

фазового перехода, согласно гипотезе масштабной инвариантности: 

     FF  . Заменяя 


 1
 , получим      FF 1 , или 

   1FF   . Отсюда теплоемкость (при постоянном давлении) 

 









 1

constF
C , 

она имеет аномальное поведение: если    1, то теплоемкость C рас-
ходится (стремится в бесконечность) при 0 . 

Самоподобие в форме (1.11) и переобозначение (1.8) составляют 
альтернативную формулировку основных положений фрактальной 
геометрии. Действительно, после переобозначения формула (1.11) при-
мет вид     NN D  и длина станет равной 

    NN D 1 . Если здесь заменить   на  /*  и ввести 

обозначение  


NC D , то получим DCL  1** 


. Убрав 

теперь звездочки, находим 
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DCL  1


. 

Таким образом, применение формул (1.8) и (1.11) сразу привело к 
результату (1.4), причем коэффициент пропорциональности оказался 
неопределенным масштабным множителем 


C . 

Задача 1. Получить из альтернативной формулировки результат 
(1.7). 

 
§ 5. АЛГЕБРАИЧЕСКИЕ И ГЕОМЕТРИЧЕСКИЕ  
ИЕРАРХИЧЕСКИЕ СТРУКТУРЫ 
 
На практике, имея реальный объект, фрактальную размерность на-

ходят после необходимых тщательных измерений. Но для алгебраиче-
ских и геометрических иерархических структур их размерность можно 
вычислить. 

Квадрат и круг. В качестве первого примера рассмотрим квадрат 
стороной a (рис. 1.8). 

Его периметр aL 4 . Согласно методу подсчета раствором цир-

куля сначала выберем масштаб a , чтобы обойти периметр, цир-
куль должен сделать 4 шага, т. е. 4N . Если взять 2/a , то по-
требуется 8N  шагов. Для удобства выпишем результаты подсчета в 
следующем виде: 
 

если a  то, 4N  
2/a  248 N  

22/4/ aa   22416 N  

        …        … 
na 2/  nN 24  . 

Отсюда длина aNL 4   и, согласно (1.3), фрактальная 
размерность 

 
  1

/2ln

24ln
lim 




 a
D n

n

n
. 
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Рис. 1.8. Квадрат издалека выглядит точкой, 

а вблизи – прямой линией 
 
С размерностью, равной 1, кривая, образующая периметр квадрата, 

не будет самоподобной, любой отрезок стороны квадрата не может по-
вторить свойства всего квадрата. Действительно, если смотреть изда-
лека, квадрат будет выглядеть как точечный объект. Вблизи увидим 
только отрезок какой-либо стороны. В разных масштабах квадрат вы-
глядит по-разному, а его периметр не зависит от масштаба. 

Для круга радиусом R выберем масштаб как nR /2  , где n 
– целое число. По окружности этот масштаб уложится nN   раз, от-
куда RNL  2  и размерность 

  1
2/ln

lnlim 
 Rn

nD
n 

. 

Издалека круг выглядит как точечный объект, а вблизи увидим 
только небольшую часть дуги. Самоподобия вообще нет. 

Триадная кривая Коха. Необычные свойства фрактальности из-
ломанной линии ярко проявляются у триадной кривой Коха (Helge von 
Koch, 1904). Процесс ее построения выглядит следующим образом: 
берем единичный отрезок, делим его на три равные части и заменяем 
средний интервал равносторонним треугольником без этого сегмента. 
В результате образуется ломаная, состоящая из четырех звеньев длины 
1/3. На следующем шаге повторяем операцию для каждого из четырех 
получившихся звеньев. Повторяя описанное построение, в пределе по-
лучаем кривую, которая и есть кривая Коха. Если выбрать масштаб 

1
1
 , то он уложится на отрезке единичной длины один раз: 

Сторона а               Издалека                Вблизи 
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1
1
N . Следующим шагом является разбиение отрезка на три равные 

части. Далее среднюю часть выбрасываем, а на ее месте строим тре-
угольную «шляпку». Взяв 3/1

2
 , укладываем его 4 раза на полу-

ченную ломаную кривую со «шляпой», т. е. 4
2
N  (рис. 1.9). Далее 

каждый маленький отрезок делим на три части и средние части выбра-
сываем, а на их месте также строим «шляпки». 

 

 
 

Рис. 1.9. Триадная кривая Коха. В любом масштабе можно взять 
отрезок и провести аналогичное построение 

 
В итоге получаем триадную кривую Коха – один из стандартных 

примеров того, что кривая имеет размерность D  1. Для n-го построе-

ния получаем n
n

3/1  и n
n

N 4 , откуда 

26.1
3ln
4ln

3ln

4ln
/1ln

ln
lim 

 n

n

n

n

n

N
D


. 

Таким образом, триадная кривая Коха имеет фрактальную размер-

ность 26,1D . Ее длина   nNL 3/4   неограниченно растет 

при увеличении n. 
Кривая Гивена. По аналогии с последними построениями, кото-

рые называются иерархическими, можно привести множество других 
примеров фрактальных линий, каждая со своей размерностью. Напри-
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мер, кривая Гивена строится так же, как и кривая Коха, только вместо 
треугольной шляпки строится прямоугольная. Здесь масштаб 3/1  
при первой итерации необходимо уложить 5N  раз, чтобы измерить 

длину кривой Гивена. Тогда из соотношения   D 3/15  находим 

фрактальную размерность кривой Гивена: 465.13ln/5ln D .  
Можно провести и прямоугольное построение, например, на сто-

ронах квадрата (рис. 1.10). При этом каждая сторона делится на четыре 
равные части, и на этих частях строятся прямоугольные «шляпки». В 
итоге получаем другую кривую Гивена. Для этого случая легко нахо-

дим, что длина периметра растет как n2 , а его фрактальная размер-

ность 

5.12/3
4ln

8ln
lim 

 n

n

n
D . 

 
Рис. 1.10. Прямоугольное построение (кривая Гивена); 

каждая сторона квадрата делится на четыре равные части 
 
Разумеется, аналогичное построение можно провести и для триад-

ной кривой Коха. 
Канторовское множество. Исторически первый геометрический 

фрактальный объект был получен следующим образом (Cantor, 1850). 
Возьмем отрезок единичной длины (рис. 1.11). Разделим его на три 
равные части и среднюю часть выбросим. Для оставшихся двух отрез-
ков повторим операцию удаления средней части и т. д. В итоге получа-
ем структуру, которую называют «канторовской пылью». Чтобы вы-
числить ее размерность, выпишем цепочку подсчетов: 
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если 1  
 

3/1  
23/1  

 

… n3/1 , 

то 1N  2N  22N  … .2 nN   

 

 
Рис. 1.11. Канторовское построение; 

первые три шага 
 

Отсюда находим 

63.0
3ln
2ln

/1ln
lnlim 


ND . 

Для канторовского множества фрактальная размерность оказыва-
ется меньше единицы. 

Обратим внимание, что для «канторовой пы-

ли»   03/2 
n

NL   при n . В то время как для триад-

ной кривой Коха   
n

NL 3/4  при n . 
Геометрический ряд. Алгебраические структуры позволяют ана-

литически вычислять фрактальную размерность. В качестве примера 

рассмотрим геометрический ряд ...
1

1,1...
3
1,

2
1,1

NN
 Расстояние 

между соседними членами ряда будет 
)1(

1
1

11






NNNN

 , 

или    2/1 N  при N  1. Отсюда N  2/1 . Сравнивая с формулой 

(1.2) (N  D ), находим фрактальную размерность геометрического 

1 
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ряда: 2/1D . Поскольку D  1, то геометрический ряд является еще 
одним примером канторовского множества. 

Задача 2. Найти фрактальную размерность ряда 

...1...
9
1,

4
1,1 2N

. 

 
§ 6. ДВУХ - И ТРЕХМЕРНЫЕ ФРАКТАЛЬНЫЕ РАЗМЕРНОСТИ 
 
Фрактальные линии все же ассоциируются с одномерными образо-

ваниями, поэтому определяемую формулой Мандельброта – Ричардсо-
на (1.3) фрактальную размерность можно обозначить как 

1
D . Поверх-

ность, образованная горами и впадинами, также является фрактальным 
объектом. Ее фрактальную размерность обозначим как 

2
D . Фрак-

тальную поверхность можно сложить, как меха аккордеона, и запол-
нить весь объем, поэтому 

2
D  может принять значение, равное 3. Если 

поверхность испещрена дырками, то ее фрактальная размерность мо-
жет быть и меньше единицы.  

Таким образом, 
0  

2
D   3, 

т. е. как и для 
1

D . 

Если объемное тело покоится, то ее размерность равна 3. Пробура-
вим во многих местах такое тело во всем его объеме. Оно уже будет 
занимать меньшее пространство, станет фрактальным объектом с раз-
мерностью 

3
D   3. Внутренность можно высверлить так, что от тела 

почти ничего не останется, размерность будет стремиться к нулю. Ви-
дим, таким образом, что для любого фрактального объекта 

0  
E

D   3,   (1.12) 

где через E обозначили размерность евклидова пространства: 
3,2,1E .  
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Площадь S фрактальной поверхности можно измерить клетками, 

площадью 2  . Если их потребуется  N , то площадь S бу-
дет 

  2  NS . 

Поскольку, согласно (1.2), DCN   , где под D уже надо 

иметь в виду 2D , то 
2

2 DCS   .   (1.13) 

Эта формула означает многомасштабность, необходимая для изме-
рения площади фрактальной поверхности. Для самоподобия фракталь-
ной поверхности необходимо   заменить на  . При этом в силу 

двухмерности площадь S заменяется на S2 . Таким образом, само-
подобие для двумерных фрактальных объектов принимает следующий 
символический вид: 

  2
22 DCS   .  (1.14) 

Это выражение надо расшифровывать следующим образом. Растя-
нем или сожмем фрактальную поверхность в   раз, ее площадь S ста-
нет равным 

SS 2*  . 
Поскольку любая часть поверхности подобна всей поверхности, то 

измерение площади можно осуществить масштабом 
 * . 

Какую бы замкнутую линию не нарисовали на листке, площадь ог-
раниченной ею фигуры будет не больше, чем площадь листка. Пери-
метр при уменьшении масштаба может расти неограниченно, заклю-
ченная внутри периметра фигура тем не менее имеет конечную пло-

щадь. Поскольку DC  1  есть периметр L, то (1.13) примет вид 

    LS , и при стремлении 0  площадь остается конечной 
величиной. 
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Пусть фрактальный объект вложен в объем. Для измерения объема 

рассматриваемого объекта берем кубик объемом 3  . Ес-
ли их потребуется N штук, то объем V фрактального тела будет 

  3
33 DCNV   .  (1.15) 

Самоподобие объемного фрактального тела будет иметь следую-
щий вид: 

  3
33 DCV   .   (1.16) 

Одна из задач фрактальной геометрии – установление связи между 
размерностями в разных евклидовых пространствах. В следующем па-
раграфе покажем, как для фрагментов растительности 

1
D , 

2
D  и 

3
D  

связаны между собой. 

Мы рассмотрели величины n  при n = 0, 1 и 3. При каждом зна-

чении n величины n  представляют собой определенный масштаб 

измерения – длины, площади или объема. Возникает законный вопрос, 
а что будет при n = 0? В Евклидовой геометрии для любой величины a 

будет 10 a . Для фрактальной геометрии положим 1̂0  . Этим 

самым ввели некоторый единичный элемент 1̂ . Здесь о нем пока ниче-
го сказать нельзя. Но при построении фрактального исчисления в главе 
3 единичный элемент появится естественным образом и будет играть 
свою определенную роль. 
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§ 7. ФРАКТАЛЬНАЯ РАЗМЕРНОСТЬ 
ФРАГМЕНТОВ РАСТИТЕЛЬНОСТИ 
 
Одними из канторовских множеств, реализуемых в природе, явля-

ются фрагменты растительности. Лес, деревья, ветки, сучья, листва и 
хвоя образуют иерархическую структуру. Возьмем ветку, ее длину 
можно измерить одним масштабом. Переломим ветку пополам, полу-
ченные кусочки отодвинем друг от друга. Чтобы измерить их длину, 
понадобится уже два масштаба. Продолжая переламывать веточки, в 
итоге получаем канторовскую одномерную структуру. Построение ма-
тематически описывается следующим образом. 

Возьмем единичный отрезок, чтобы измерить его длину, достаточ-
но единичный масштаб приложить один раз. Таким образом, для этого 
нулевого измерения имеем:  

1
0
 , 1

0
N , 1

0
L . 

Отрежем с обоих концов отрезка маленькие кусочки длиной /1 , 
где по определению    2. Случай 2  означает просто деление 
отрезка пополам. Величину   можно назвать параметром фрагмента-
ции. Среднюю часть удалим, так что остаются два отрезка, каждый 
длиной /1 . Описываемая процедура называется канторовским по-
строением. Теперь, выбирая масштаб, равный /1 , и прикладывая его 
два раза, измеряем длину полученных отрезков, т. е. для этого первого 
измерения имеем: 


 1

1
 , 2

1
N , 


2

1
L . 

Для каждого из отрезков повторяем нашу процедуру, как показано 
на рисунке 1.12.  

Реальная картина фрактальной структуры образуется после беско-
нечного числа итераций, т. е. иерархическое построение предполагает, 
что n  1. В этом случае слагаемым Cln  можно пренебречь. Сокра-

щая в оставшемся выражении число n, находим 



ln
/2ln1

1
D  или, 

используя известные свойства логарифма: 
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ln
2ln

1
D .   (1.17) 

Поскольку    2, то 
1

D   1. Теперь, располагая ветки и сучья 

вдоль прямой определенным образом, т. е. задавая параметр фрагмен-
тации  , мы всегда можем вычислить их фрактальную размерность. 

 

 
 

Рис. 1.12. Первые три шага иерархического 
построения кантровского  - множества 

 
Расположение фрагментов растительности на плоскости матема-

тически описывается следующим образом. Пусть плоскость представ-
ляет собой единичный квадрат, т. е. его площадь 1S . Сначала име-
ем: 

1
0
 , 1

0
N , 1

0
S . 

Вырежем на единичном квадрате крест, как показано на рисунке 
1.13. Для оставшейся фигуры будем иметь: 


 1

1
 , 4

1
N , 21

4


S . 

(Напомним, что 2
111

NS  ). После n итераций получаем: 

n

n 









1 , n

n
N 4 , 

n

n
S














 2

4


. 
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Опуская неопределенный множитель C, согласно формуле (1.2), 

( 2
D

nn
CN   ) имеем 

 
2

2

2

14
Dnn






















. Логарифмируя, 

получаем 




ln
2ln

ln
4ln

ln
/4ln

2
22

2
D .  (1.18) 

Перепишем (1.17) и (1.18) в следующем виде: 
ln
2ln

1
D , 

ln
2ln 2

2
D . Если ввести размерность E евклидова пространства 

– вместилище фрактального объекта, то последние соотношения мож-
но переписать в следующем виде: 

ln
2ln E

E
D  , где 2,1E .  (1.19) 

 

 
 

Рис. 1.13. Канторовское двухмерное  -множество 
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Из (1.19) следует полезное соотношение: 

ln
2ln

1


 EE
DD , 

которое устанавливает связь между фрактальными размерностями 
фрагментов растительности. Соотношение показывает, что связь меж-
ду фрактальными размерностями разных евклидовых пространств в 
общем случае хотя и линейное, но со сложным аддитивным слагаемым. 

Обобщением на трехмерное пространство будет придание в соот-

ношении (1.19) значения 3E , тогда 
ln
2ln 3

3
D . К последнему 

выражению можно прийти следующим образом. Пусть фрактальный 
объект вложен в объем. Для измерения его объема V необходимо 

 N  кубиков объемом 3  каждый, т. е. 

  DCNV  33  .  (1.20) 
Теперь выберем единичный куб. В начале, как обычно, имеем 

1
0
N , 1

0
V , 1

0
 . Следующим шагом будет вырезание кре-

стовины, тогда 8
1
N , 31

8


V , 


 1
1
 . После n итераций:  

n
n

N 8 , 

n

n
V














 3

8


, 
n

n 









1 . 

Из соотношения (1.20) получаем 
 

3
3

3

18
Dnn


























, 

откуда 



ln

2ln
ln

8ln
ln

/8ln
3

33

3
D . Этим самым мы 

доказали формулу (1.19) и для E = 3. 
Задача 3. На рисунке 1.14 представлена гофрированная поверх-

ность. Найти ее фрактальную размерность. 
 
Решение. После n-го итерационного построения имеем: 
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nN 4
0
 ,   

n

S 







3
4

0
,  

n









3
1

0
 . 

Отсюда 

262.2
3ln
4ln1

3ln
3/4ln2

2
D . 

 
 

Рис. 1.14. Гофрированная поверхность,  
построенная по алгоритму Коха 

 
 
§ 8. ИЗМЕРЕНИЕ ПЛОЩАДИ  
ПРОИЗВОЛЬНОЙ ФИГУРЫ 
 
Один из способов измерения площади состоит в подсчете числа 

клеток сетки, находящихся внутри рассматриваемой фигуры (рис. 
1.15а). Площадь овальной фигуры на рисунке примерно равна шести 
клеткам, умноженных на площадь самой клетки. Мы изложим один из 
самых красивых методов измерения площади – по подсчету не клеток, 
а точек, находящихся как внутри, так и на границе рассматриваемой 
фигуры. Определим n как число точек внутри фигуры, а m – число то-
чек на границе фигуры. Тогда в единицах площади квадратика пло-
щадь самой фигуры будет 
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A = n + 
2
m

 – 1.   (1.21) 

Эту формулу установил George Pick в 1899 г. Так, для фигуры на 
рисунке 1.15б n = 18, m = 16, поэтому А = 18 + 16/2 – 1 = 25 (для рас-
сматриваемой фигуры это точный результат). Для произвольной фигу-
ры, как на рисунке 1.15а, сначала надо подсчитать минимальное число 
граничных точек, т. е. те, которые явно принадлежат границе фигуры. 
Кружочками обозначены внутренние точки, для нашего примера n = 3. 
Крестиками показаны граничные точки, у нас m = 5. Затем подсчиты-
вается максимальное число граничных точек – всех точек, находящих-
ся с внешней стороны вблизи границы фигуры. При нашем подсчете 
добавляются точки , ,  и , так что в этом случае m = 9. Таким обра-
зом, 

min:  n = 3, m = 5, площадь A = 4.5, 
max: n = 3, m = 9,     …        A = 6.5 . 

 

 
 

Рис. 1.15. Измерение площади с помощью клеток сетки  
и точек пересечения узлов сетки с границей фигуры 

 
Эти значения первого порядка точности к точному значению. Взяв 

среднее, получим наиболее близкое значение для площади фигуры: 

                        а                                                                             б 
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maxmin2

1 AAA  . 

Для нашего примера площадь А = 
2
1

(4,5 + 6,5) = 5.5. Это значение 

будет второго порядка точности к истинному значению площади. 
Формула (1.21) верна, если внутри фигуры нет отверстий. Если 

внутри плоской фигуры имеются k отверстий, то можно показать, что 
(1.21) заменяется на следующую формулу: 

kmnA  1
2

.  (1.22) 

Задача 4. Обобщить формулы (1.21) и (1.22) на объемные фигуры. 
Задача 5. Выведите формулы (1.21) и (1.22). 
 
§ 9. СООТНОШЕНИЕ ПЕРИМЕТР – ПЛОЩАДЬ 
 
Площадь некоторой фигуры (острова) можно определить, сопоста-

вив ей определенное число квадратов сетки. Если  N  – число таких 

квадратов, 2 – площадь каждого из них, то площадь всего острова 

будет   2NS  . В пределе при 0  произведение   N  

стремится к  0L , так что   LS  , и при 0  площадь оста-

ется конечной величиной. 
Конечность площади согласуется с нашей интуицией. Какую бы  

фрактальную кривую не нарисовали на листке, площадь ограниченной 
ею фигуры будет не больше, чем площадь этого листа. Таким образом, 
хотя фрактальная береговая линия и неограниченно возрастает по дли-
не при уменьшении масштаба, очерченная ею замкнутая фигура тем не 
менее имеет конечную площадь. Интересно найти соотношение, свя-
зывающее длину береговой линии (периметра) и площадь острова. Это 
можно сделать, рассматривая два подобных острова разной площади и 
выбирая масштаб, зависящий от площади (рис. 1.16). Размер одной 
ячейки 

1
 , другой – 

2
 . Острова подобны друг другу в отношении 

 . Размер ячейки связан с площадью фигуры соотношением    S . 
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Поскольку острова самоподобны, то самоподобны и их береговые ли-
нии, поэтому 

12
  , или  

                               
12

S  .    (1.23) 

 
Рис. 1.16. Два подобных острова 

 
При таком выборе масштабов числа  N  начинают играть роль 

неопределенных множителей 


N . Из-за самоподобия фигур числа 

1
N  и 

2
N  не зависят от размеров и с точностью до масштабного 

множителя С равны друг другу; на рисунке 1.16 эти оба числа равны 
12. 

Для отношения периметров 
1

L  и 
2

L  имеем  

  DLL  1

2121
//  , откуда  

2

1

211
/ LL D  . Здесь сна-

чала подставим 
222




NL  , а затем, согласно (1.23), заменим 

2
  на

1
S . Тогда получим 

2/

1

1

121

DDD SNL  


. 
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Теперь вместо 
2

N  подставим 
1

N , после чего становится воз-

можным убрать индекс 1. В итоге находим искомое соотношение Ман-
дельброта, связывающее периметр и площадь:  

2/1 DD SCL  


,    (1.24) 

где в коэффициент 


C  мы спрятали все неопределенные масштабные 

множители. 
Рассмотрим квадрат стороной a. На сторонах квадрата будем стро-

ить перпендикуляры так, как это было сделано на рисунке 1.10. Здесь 

очевидно, что площадь исходного квадрата не меняется, т. е.  2aS  , 

или  Sa  . Для масштаба имеем  nS 4/ , откуда, логарифми-

руя, получаем  

4/1ln
/ln Sn 

 . 

Тогда выражение для периметра фигуры примет вид:  

).ln
2
3exp(484

S
L n

n

   

Поскольку фрактал размерность D = 3/2, то получаем: 

  2/14)lnexp(4 DD
n

S
S

DLL   . 

Мы выразили периметр через площадь, т. е. пришли к результату 
(1.24). 

Хорошим примером применения соотношения (1.24) является оп-
ределение фрактала облаков. Для этого сфотографируем разные участ-
ки облачного неба. Далее выбираем какой-нибудь один масштаб   для 
всех снимков и с ее помощью подсчитываем периметр и площадь по-
лучаемых на снимках поперечных сечений облаков. Теперь строим гра-
фик 

SDconstL lnln  , 

и по его наклону находим фрактал D (обычно D = 1,35). Наблюдая об-
лака, иногда можно явно увидеть их самоподобие (рис. 1.17). Другими 
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словами, изменяя масштаб, можно маленькое облачко легко совместить 
с большим облаком. 
 

 

 
 
 
 
 

 
Рис. 1.17. Самоподобие об-
лаков; нижняя волнистая 
линия – горизонт 

 
§ 10. МУЛЬТИФРАКТАЛЬНОСТЬ 
 
Пусть R – линейный размер области, в которой расположена фрак-

тальная линия. Это может быть расстояние по прямой от одного конца 
линии  до другого. Выше было указано, что масштаб измерения   
удобно выбирать в виде: 

R
1

 .    (1.25) 

Подставим (1.25) в формулу (1.7): 
D

R
CL

R











111
 . 

Поскольку масштаб измерения определен, то скобки здесь можно 
раскрыть. Проведя очевидные сокращения, получаем соотношение, 
связывающее длину L фрактальной линии с линейным размером облас-
ти R: 

L  DR .    (1.26) 
В этой формуле все множители, не связанные с L и R, не выписа-

ны. Формулу (1.26) можно обобщить на двухмерной поверхности и  
трехмерном объеме, а именно: 

S  DR , V  DR .  (1.27) 
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Величина R для каждого случая сохраняет свой смысл – линейный 
размер области, где находится фрактальный объект. Очевидно, что для 
каждого случая под фрактальной размерностью надо понимать 

1
D , 

2
D  или 

3
D . Формулы (1.27) легко получить из условия самоподобия 

(1.14) и (1.15). 
Применим формулу (1.26) для следующего случая. Рассмотрим 

кривую, состоящую из двух фрактальных линий с различными размер-
ностями. Наша задача – найти общую фрактальную размерность. Если 
R – линейный размер кривой, то ее длину естественно определить как L 

 DR , где D будет искомой фрактальной размерностью. При измере-

нии длин каждой линии по отдельности имеем: 
1

L  DR 1 , 
2

L  
DR 2 , где 

1
R  и 

2
R  – линейные размеры линий. Поскольку общую 

длину можно записать как 
21

LLL  , то 
DDD RRR 

21 .   (1.28) 

Здесь полагаем, что неопределенный масштабный множитель 
 1N  для каждого слагаемого в (1.28) один и тот же. К примеру, если 

кривая состоит из линии Коха с 261.1D  и линии Гивена с 465.1D , 
то из уравнения 

D
DD

2
3
15

3
14 













  

численным решением находим 226.1D . Интересно, что в данном 
случае имеем точное решение: 6ln/9lnD . Обратим внимание, что 
полученная размерность кривой меньше каждой из составляющих ее 
линий. Это общая теорема и она означает, что в пределе бесконечного 
числа линий получим гладкую линию с размерностью 1D . На ри-
сунке 1.18 сформулированная теорема представлена в виде нетрадици-
онного сложения размерностей, когда «сумма» оказывается меньше 
слагаемых. 

Аналогично тому, как кривая Коха является примером одномерно-
го фрактального объекта, так ковры Серпинского (рис. 1.19a, б) явля-
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ются примером двухмерного фрактального объекта. Для квадратного 
ковра Серпинского иерархическое вырезание квадратов приводит к 
следующему: 

n – шаг итерации: n
n

3/1 , n
n

N 8/1 . 

 

 
 

Рис. 1.18. Мультифрактальная размерность линии, 
составленная из кривой Коха и кривой Гивена 

 
 

 
 

Рис. 1.19. Ковры Серпинского: 
a – квадратный, б – треугольный, в – мультифрактальная фигура 

 
Отсюда фрактальная размерность квадратного ковра Серпинского: 

2
D (квадр) 893.1

3ln
8ln

/1ln

ln
lim 


n

n

n

N


. 

Для треугольного ковра Серпинского: 

n – шаг итерации: n
n

2/1 , n
n

N 3/1 . 

Отсюда 
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2
D (треуг) 585.1

2ln
3ln

/1ln
ln

lim 


n

n

n

N


. 

Объединим оба ковра Серпинского, как показано на рис. 1.19.с. Из 

условия самоподобия (1.14), полагая R/1 , получаем S  DR . Об-

щая площадь ковров Серпинского SSS 
21

. Подставляя формулу 

(1.27) S  DR , получим DDD RRR 
21

. Таким образом, 

D
DD

2
2
13

3
18 













 . 

Его численного решение: ...4483.1D  Видим, что и здесь D  
 квадD

2
 и D   треугD

2
, как и для одномерных фигур. 

Вычисляемая по формуле (1.25) фрактальная размерность называ-
ется мультифрактальной. В нашей книге объекты с мультифрактальной 
размерностью далее не рассматриваются. На Земле достаточно объек-
тов, каждый из которых можно считать фрактальным  с одним опреде-
ленным значением D. 

 
§ 11. ФРАКТАЛЬНАЯ РАЗМЕРНОСТЬ  
ЧИВЫРКУЙСКОГО ЗАЛИВА ОЗ. БАЙКАЛ 
 
Здесь проведем небольшое научное исследование – стандартным 

методом, обходом циркуля, измерим фрактальную размерность реаль-
ного природного объекта – Чивыркуйского залива оз. Байкал. 

Озеро Байкал является интересным геологическим и геофизиче-
ским объектом. Из всего побережья оз. Байкал мы выберем Чивыркуй-
ский залив (рис. 1.20), для которого стандартным методом измерим 
фрактальную размерность для полуострова от м. Фертик до         м. Го-
рячинский и береговой участок от м. Каракасун до м. Крутогубский.  
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Рис. 1.20. Чивыркуйский залив; слева – оз. Байкал, выделен квадратом. 

Измерения проводились по берегу полуострова от м. Фертик до м. Горячин-
ский и по береговому участку от м. Каракасун до м. Крутогубский 
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Фрактальную размерность участков береговой линии оз. Байкал 
будем измерить, используя формулу Мандельброта – Ричардсона (1.2). 
Первое действие – обход раствором циркуля с шагом 20 мм от м. Фер-
тик до м. Горячинский. Для этого потребовалось 10 шагов. Затем рас-
твор циркуля уменьшался и производился новый подсчет шагов. Ре-
зультаты всех измерений (их было 6) представлены в левых колонках 
таблицы 1.2. По этим данным вычислялись их логарифмы и значения 
наносились на график (рис. 1.21, кривая 1). Видим, что все точки легли 
возле прямой линии – линейной аппроксимации. Тангенс угла наклона 
прямой линии к горизонтальной оси как раз дает значение фрактальной 
размерности D. Чтобы увеличить статистику при вычислении D, ис-
пользуем следующий метод. 

По любым двум значениям )(
11

N  и )(
22

N  находим одну 

величину: 

12

21

lnln
lnln
 




NN
D .                                  (1.29) 

Таблица 1.2 
Результаты измерений для полуострова 

и береговой линии 

 
 
Затем выбираются следующие измеренные значения, и вычисляет-

ся новая величина D. Таким образом, из 6 измеренных значений 
)(

nn
N  , где 61n , вычисляются (число сочетаний 6 по 2) 

15
!4!2

!6
  величин 

k
D , где 151k  и !-факториал. Для этих 15 

величин по известным формулам 
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Рис. 1.21. Билогарифмический график зависимости числа шагов раство- 
ра циркуля от масштаба измерения для полуострова 1 ( 02.030.1 D ) и 
береговой линии 2 ( 02.037.1 D ). Пунктирные линии – линейные ап-
проксимации результатов измерений 
 

15

15

1
k

k

k
D

D



 , 
)115(15

22






DD
D  

находим DDD  . В итоге получаем фрактальную размерность 
участка побережья от м. Фертик до м. Горячинский: 02.030.1 D . 

Затем рассматривался береговой участок от м. Каракасун до        м. 
Крутогубский. Раствор циркуля с шагом 10 мм обходит кривую берега 
за 12 шагов. Результаты этого и других измерений представлены в пра-
вых колонках таблицы 1.2 и на рисунке 1.21, кривая 2. Используя опи-
санный выше метод вычисления среднего D  и погрешность D , в 
итоге находим 02.037.1 D . 

Существующая неточность измерения, связанная со схематично-
стью условной границы побережья на рисунке 1.20, позволяет предпо-
ложить следующее. Береговая линия имеет по всей своей длине одина-
ковую фрактальную размерность. Для проверки этого положения объе-
диним масштабированием все точки в одну линию, как  
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Таблица 1.3 
Объединенная линия  

 
 

2

3

4

5

6

1 2 3 4  
Рис. 1.22. Объединенные масштабированием линии 1 и 2 на рис. 1.21 

Линейная аппроксимация: ln)03.033.1()03.003.7(ln N  
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показано в таблице 1.3. Построенная по ним линия показана на рисунке 
1.22. Из рисунка 1.22 следует, что 33.1D . 

Приведенные в параграфе измерения в качестве конкурсной рабо-
ты проведены ученицей 9 класса Екатериной Буиновой (школа № 49, 
Улан-Удэ, 2004 г.). 

Задача 6. Обоснуйте способ объединения, по которым из двух 
кривых 1 и 2 на рисунке 1.21 получили одну кривую на рисунке 1.22. 

 
§ 12. ФРАКТАЛЬНАЯ РАЗМЕРНОСТЬ  
УЗОРОВ И ОРНАМЕНТОВ 
 
К культурным ценностям любого народа относятся узоры и орна-

менты, которые широко распространены в быту, народном искусстве, 
архитектуре и т.д. Узоры и орнаменты мы видим везде. Они - одно из 
древнейших проявлений народного творчества.  

 
 
 
 
 

 

 
 

Рис. 1.23. Некоторые орнаменты. http://orname.ru/ 
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Узоры и орнаменты относятся к осязательным и зрительным образам 
человеческого ощущения окружающего мира. Каждый узор несет в 
себе некоторую смысловую нагрузку, но эта интересная тема не явля-
ется нашей темой. С ними легко можно познакомиться в ИНТЕРНЕТе. 
Их оказывается можно описывать и изучать математическими метода-
ми. Дело в том, что узоры и орнаменты обычно всегда располагаются 
на плоскости. И мы можем посмотреть, какую площадь рисунок узора 
занимает на плоскости. Для этого расчертим плоскость на ячейки, раз-
мер которых обозначим как a. Затем посчитаем, сколько ячеек пересе-
кает рисунок узора. Причем N и a связаны формулой Мандельброта-
Ричадсона: 

DaCN  .    (1.30) 
 

 

 

 
Размер ячейки a равна 
(условно) 3 см. Число 
ячеек N, через которые 
проходит линия узора, 
равно 7. 

 

 

 

 
Размер ячейки a равна 
(условно) 1.5 см. Число 
ячеек, через которые 
проходит линия узора, 
равно 19. 

 

 
Рис. 1.24. Примеры подсчета числа клеток, содержащих линию. 
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Здесь D – искомая фрактальная размерность, C – типичный во фрак-
тальной геометрии неопределенный  множитель. Фрактальная раз-
мерность у нас показывает степень заполнения узором плоской по-
верхности.  
 

  

  

 

 

 

Рис. 1.25. Узоры 1-5, для которых из-
мерялась фрактальная размерность. 
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1

2

3

4

5

1,5 2 2,5 3 3,5 4

ln a

ln N

Ряд1
Ряд2
Ряд3
Ряд4
Ряд5

 
 

Рис. 1.26. Результаты измерений. 
 

На рис. 1.25 показаны орнаменты, для которых измерялась 
фрактальная размерность. Метод расчета фрактальной размерности 
подробно рассмотрим на примере узора №1. Результаты измерений 
зависимости числа клеток, в которых располагаются линии узора, 
от размера сетки приведены в табл. Там же вычислены их логариф-
мы. На рис. 1.26 для линии 1 видно, что все точки располагаются 
вдоль  прямой. Это означает, что зависимость y от x является ли-
нейной: 

xDcy  .   (1.31) 
Причем, согласно формуле (1.30), коэффициент D  является фрак-
тальной размерностью.  

Таблица 1.4 

 
 



53 

Просуммируем все измеренные y и x: 
xDcny   .  (1.32) 

Здесь n – число измерений, у нас n = 4. Далее, умножим (2) на x и 
полученное выражение опять просуммируем: 

2xDxcyx   . (1.33) 

Теперь, (3) умножим на x , а (4) на n. От полученных обоих вы-
ражений возьмем разность друг от друга, и разрешим относительно 
D. В итоге, находим: 

  22 xxn
yxnyx

D






 . (1.34) 

Используя табл. 1.4, находим  
149.37.34.33  x ,  

7.137.21.36.33.4  y , 

46.4921.1569.1356.1192  x , 

14.4753.1047.1124.129.12  yx .  
Подставляя все известные величины в (1.34), находим, что для узо-
ра 1  

76.1
1446.494

14.4747.1314
2 




D . 

Аналогичным образом находятся фрактальные размерности осталь-
ных узоров: 

76.1)1( D  , 67.1)2( D , 72.1)3( D , 65.1)4( D , 2)5( D . 
Интересно, что для узора 5 фрактальная размерность равна 2. Это 
означает, что линия узора плотно заполняет всю плоскость. Это хо-
рошо видно на рис. 1.25. С точки зрения фрактальной геометрии 
орнамент №5 на рис. 1.25 является фигурой Пиано. 
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ГЛАВА 2 
 
 
ФРАКТАЛЬНАЯ РАЗМЕРНОСТЬ  
ПРИРОДНЫХ ОБЪЕКТОВ 
 
В настоящей главе изложим новый метод измерения фрактальной 

размерности, который назовем канторовским. Новый метод измерения 
применим только к определенному классу фрактальных объектов – раз-
ветвленным структурам. На Земле таких структур достаточное количе-
ство, из них мы рассмотрим дельты рек, грозовые разряды и стример-
ные каналы. Для тундровых озер, тесно связанных с дельтой Лены, 
применим формулу Георга Пика. Эта формула также применима для 
оценки изменения со временем фрактальной размерности дельты Се-
ленги. 

 
§ 1. КЛАССИЧЕСКИЕ МЕТОДЫ ИЗМЕРЕНИЯ  
ФРАКТАЛЬНОЙ РАЗМЕРНОСТИ 
 
Природа состоит буквально из нерегулярных, хаотических объек-

тов. Нерегулярности земного ландшафта, впадины и холмы приводят к 
тому, что русла рек имеют искривленный, причудливый рисунок. Если 
устье реки пологое, то поток воды разольется по площади. Но всегда 
имеющиеся неоднородности земной поверхности поток воды разобьет 
на множество рукавов и притоков. В итоге пологое устье реки приоб-
ретает характерную форму треугольника (рис. 2.1). Древние греки на-
звали такой рисунок дельтой реки. На Земле счетное количество дель-
ты рек. Мы рассмотрим три из них – дельты рек Волги, Лены и Селен-
ги. 

Неоднородности земной поверхности приводят, помимо изгиба рек 
и образования их дельты, к появлению луж, болот и озер. Мы рассмот-
рим тундровые озера. Располагаясь на обширной площади, они  играют 
важную роль в экосистеме Земли, реагируют на климатическую обста-
новку. Простое наблюдение за ними из космоса, мониторинг ареала их 
распределения делают тундровые озера одними из индикаторов гло-
бального температурного режима планеты. 
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Рис. 2.1. Дельтообразное устье реки 

 
Приложим к фотографической пластине металлическое острие и 

подадим на него высокое электрическое напряжение. После проявле-
ния на фотопластинке увидим расходящиеся во все стороны лучи, 
вдоль которых на всем их протяжении также расходились отростки. 
Такие фигуры Лихтенберга стали называть стримерными каналами. 
Аналогичную картину рисуют на небосклоне грозовые разряды – мол-
нии, проскакивающие между облаками, облаками и землей. Молнии – 
источник естественного электромагнитного поля Земли и играют важ-
ную роль в радиосвязи. 

Дельты рек, стримерные каналы и разряды молнии относятся к оп-
ределенному классу фрактальных объектов – разветвленным структу-
рам. Прямой и трудоемкий способ измерения их фрактальной размер-
ности состоит в использовании формулы Мандельброта – Ричардсона 
(1.4). При этом предполагается, что раствором циркуля необходимо 
обойти один раз все ветвления структуры. Более экономичный в вы-
числительном плане способ измерения состоит в использовании само-
подобия (1.7). Для этого необходимо внутри разветвленной структуры 
провести замкнутую область линейного размера R. Масштабный мно-
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житель   надо выбрать как R/1 . Полагая в (1.7) R/1  и раскры-
вая скобки, после очевидных сокращений, получаем: 

L   DR .    (2.1) 

Полученная формула относится к одномерному образованию, и в 
этом смысле в (2.1)  под фрактальной размерностью D надо понимать 
величину 1D . 

Если фрактальный объект представляет собой двухмерную струк-
туру, то постулаты (1.4) и (1.7) для площади S примут следующий вид: 

22 DCS   ,    (2.2) 

  222 DCL   .   (2.3) 

Полагая R/1 , получаем: 

S   2DR .   (2.4) 

Аналогично для объемной фрактальной структуры измерение ее 
объема V подчиняется следующим постулатам: 

33 DCV   ,    (2.5) 

  333 DCL   .   (2.6) 

Полагая R/1 , получаем: 

V   3DR .   (2.7) 
Если фрактальное тело однородно, то его плотность постоянна, а 

масса M будет пропорциональна объему тела. В этом случае, согласно 
(11.7): 

M   DR .   (2.8) 

Этим соотношением пользуются в кластерной физике, где оно 
служит определением для фрактальной размерности D. У нас результат 
(2.7) является следствием многомасштабности и самоподобия фрак-
тальной геометрии. Метод измерения фрактальной размерности, осно-
ванный на формуле (2.8), естественно назвать кластерным. 

Отличие использование результата (2.1) для измерения фракталь-
ной размерности от применения формулы Мандельброта – Ричардсона 
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(1.4) в следующем. Использование (1.4) предполагает изменение мас-
штаба после каждого измерения. Применение (2.1) заключается в из-
менении размера области при фиксированном масштабе. Подсчет уп-
рощается, хотя и остается относительно трудоемким. 

 
§ 2. КАНТОРОВСКИЙ МЕТОД ИЗМЕРЕНИЯ 
ФРАКТАЛЬНОЙ РАЗМЕРНОСТИ 
 
Изложенные клеточный и кластерный методы измерения являются 

общеизвестными и их можно назвать классическими. Для разветвлен-
ных структур изложим новый метод измерения фрактальной размерно-
сти, который назовем канторовским. 

Если посмотреть на границу замкнутой области внутри разветв-
ленной структуры, то увидим точки пересечения. Так, на рисунке 2.2 
разветвленная структура пересекает область линейного размера 1R  в 

141 N  точках. При размере 2R  число пересечений будет в 

232 N  точках. Эти точки образуют канторовское множество, по-

этому и излагаемый метод мы назвали канторовским. Согласно идео-
логии фрактальной геометрии связь между N и R будет степенной. Эту 
связь запишем в следующем виде 

N   hR .    (2.9) 
 

 
Рис. 2.2. Точками отмечены границы пересечений 

 



58 

Степенной показатель h обычно называют размерностью блужда-
ния. Развиваемый далее математический аппарат новой геометрии – 
фрактальное исчисление – позволит установить дляфрактальных объ-
ектов на плоскости связь между размерностью блуждания и фракталь-
ной размерностью: 

 12  Dh .   (2.10) 
Так, если 8.0h , то 4.1D . 

Результат (2.10) можно обосновать следующим образом. Если 
ветвлений нет, то число N не зависит от размера R, т.е. в этом случае (рис. 
2.3) 

D = 1, N = const и h = 0. 
Если ветвления полностью заполняют плоскость, то их число N прямо 
пропорционально площади области, т.е. в этом случае (рис. 2.4) 

D = 1, N = R 2 и h = 2. 
Предполагая, что размерность блуждания линейно связано с фрактальной 
размерностью, т.е. h = a + b D, из выше приведенных условий поручаем 

 12  Dh , т.е. формулу (2.10). 
 

 
 

Рис. 2.3. Линии не раздваиваются, ветвлений нет, поэтому число ветвлений не за-
висит от размера области. 
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Рис. 2.4. Ветвления полностью занимают всю плоскость. Число ветвлений квадра-
тично зависит от площади области. 

 
§ 3. ИЗМЕРЕНИЕ ФРАКТАЛЬНОЙ РАЗМЕРНОСТИ 
ГРОЗОВОГО РАЗРЯДА 
 
Молнии в атмосфере Земли представляют собой грандиозное яв-

ление. Их электрическая природа приводит к тому, что молнии явля-
ются одним из источников естественного электромагнитного поля Зем-
ли. Это поле сказывается на работе радиоаппаратуры. В этом смысле 
молнии являются важным объектом изучения. На рисунке 2.3 
(http://thunder.nsstc.nasa.gov.) представлен разряд типичной молнии.  Ее 
случайные ветвления, связанные с неоднородностью строения атмо-
сферы, указывают на фрактальную геометрическую структуру молнии. 
Фрактальную размерность молнии на рисунке 2.3 определим по фор-
муле Мандельброта: 

DCL  1 .   (2.11) 
Если принять, что высота разряда молнии на рисунке 2.3 составля-

ет 2 км, то при разделении всех ветвлений разряда на 200 равных от-
резков длина масштаба   будет равна 10 м. Уменьшая число отрезков, 
будем увеличивать масштаб  . С новым масштабом один раз обойдем 
все видимые ветвления на рисунке 2.3. На графике с осями Lln  и 
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ln  все точки полученных значений 
i

L  и 
i

  лягут на прямую, уг-

ловой коэффициент которой позволяет найти размерность молнии. Та-
ким образом, для разряда на рисунке 2.5 было получено 1D . Явно 
фрактальная структура молнии на рисунке 2.5 оказалась обычной од-
номерной конструкцией. Последнее связано с тем, что использовались 
масштабы измерений, начиная с 10 м. А длина в 10 м совпадает с ви-
димым поперечным размером самой молнии. С другой стороны, при 
измерении длины предполагается, что поперечный размер заметно 
меньше масштаба измерения. В противном случае любая кривая будет 
выглядеть как гладкая линия с D = 1.  

 
 

Рис. 2.5. Разряд обычной молнии 

 
Рис. 2.6. Разряд разветвленной молнии [56]{{[ 



61 

 
Рис. 2.7. Схема разряда разветвленной молнии  

 
Более содержателен в этом отношении восходящий разряд молнии, 

представленный на рисунке 2.6. Для нее измерение фрактальной раз-
мерности по формуле (2.1) не представляется возможным. Мы размер-
ность измерим изложенным в главе 2 § 2 канторовским методом. 

Разряд молнии (см. рис. 2.6) нарисуем в виде схемы, которую рас-
черчиваем на прямоугольники с единичным основанием, как показано 
на рисунке 2.7. Площади прямоугольников в условных единицах сле-
дующие: 

  2
111

DCBAS , 

  5.2
222

DCBAS , 

  3
333

DCBAS , 

  ,5.3
444

DCBAS  

  4
555

DCBAS . 

Причем длина 1AD . Кружками (см. рис. 2.5) показаны пересе-
чения ветвлениями разряда молнии с границами прямоугольников. 
Легко подсчитать, что   11

111
DCBAN , 
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  13
222

DCBAN , 

  15
333

DCBAN , 

  17
444

DCBAN , 

  19
555

DCBAN . 

На графике с осями Nln  и Rln , где SR  , все точки распола-
гаются возле прямой линии. Определяя угол наклона по методу линей-
ной регрессии, сначала находим размерность блуждания 48,1h , а 
затем 

D = 1.74. 
Полученное значение для плоскостной проекции относительно 

большое, но рассматриваемая нами разветвленная молния является 
трехмерным объектом, для которого размерность находится в пределах 
от 1 до 3. Так что полученная величина для трехмерного разряда мол-
нии фактически небольшая, чему соответствует видимая разрежен-
ность ветвлений молнии. 

Задача 7. Нанести на график точки 
i

Nln  и 
i

Rln . 

После нанесения точек, получаем график на рисунке 2.8. 
 

 
Рис. 2.8. Билогарифмический график линейной зависимости ln N  и ln R. 

  



63 

§ 4. ДЕЛЬТА ЛЕНЫ 
 
Дельты рек и придельтовые участки долины реки занимают особое 

место среди природных экосистем и играют важную роль в поддержа-
нии экологического равновесия в глобальном масштабе. На качествен-
ном уровне можно понять, какие процессы привели к возникновению, 
например, дельты реки. Основу этих процессов составляет комплекс 
гидрологических, гидрохимических, морфологических и тектониче-
ских процессов, происходящих в устьевой области реки в результате 
взаимодействия речных и морских вод.  

Главной водной артерией Якутии является р. Лена, которая по во-
доносности занимает 2-е место среди рек России и 9-е – среди рек ми-
ра. В горной части она течет одним руслом шириной 2,5–3 км, а в так 
называемой Ленской устьевой трубе, сжатой отрогами гор, не более 1,5 
км. При выходе в устьевую область основной поток реки разбивается 
на многочисленные рукава и протоки, образуя обширнейшую дельту. 
Наиболее крупные протоки, используемые для судоходства, имеют 
длину до 178 км. 

Густота речной сети горного участка невелика и составляет 0,15–
0,20 км/км2, увеличиваясь в дельте до 0,26 км/км2. Общая длина реч-
ных рукавов в дельте составляет 6500 км, из них свыше 1000 водотоков 
с суммарной длиной 2930 км находятся в северо-западной части дель-
ты. 

Дельта Лены изобилует мелкими озерами, общая площадь которых 
составляет более 253712 га. Озера дельты реки, в основном, термокар-
стового и пойменного происхождения. Большинство из них представ-
ляют собой заполненные водой полигоны, часто соединенные неболь-
шими узкими речками, протоками и рукавами дельты. 

На рисунке 2.9 представлена топографическая карта устья р. Лена. 
Рукава и протоки дельты образуют структуру, степень извилистости и 
разветвленности которой опишем фрактальной размерностью D.  Для 
измерения D используем канторовский метод, для чего выделим пря-
моугольный участок дельты Лены, он представлен на рисунке 2.10a. На 
рисунке 2.10б представлен схематический план выделенного участка, 
который покрыли сеткой из 18 равновеликих прямоугольников. Точка-
ми обозначены пересечения руслами дельты периметра прямоугольни-
ков. Для использования формул (2.9) и (2.10), начнем подсчет пересе-
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чений N с правого нижнего прямоугольника 1. В условных единицах 
его площадь   11 S . Легко сосчитаем, что   111 N . Далее рассмат-
риваем фигуру, образованную прямоугольниками 1 и 2, их суммарная 
площадь   221 S , количество пересечений по общему периметру 

  1821 N . Затем присоединяем последовательно по номерам пря-

моугольники, например,   44321 S  и   284321 N . 
Итоговый результат представлен на рисунке 2.11 в виде билогарифми-
ческого графика. Методом линейной регрессии находим 

  RN lg02.012.104.1lg  . 
 

 
 

Рис. 2.9. Топографическая карта устья р. Лены,  
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Рис. 2.10. Участок дельты Лены: 
а – схематический план; б – схематический план размечен  

на 18 равновеликих прямоугольников 
 

Сравнивая (2.9) и (2.10), сначала находим размерность блуждания 
02.012.1 h , а затем окончательно фрактальную размерность 

дельты Лены:  
03.056.1 D . 

Применяемый нами канторовский метод измерения обладает сущест-
венной эффективностью по сравнению с другими методами. Если исполь-
зовать клеточный метод, то размер клетки должен быть заметно больше 
толщины русла реки, при этом используемая карта дельты реки должна 
быть подробной, учитывать все извилины рукавов и протоков. Канторов-
ский метод позволяет использовать схемы ветвлений с меньшей детали-
зацией условных границ дельты. При клеточном методе интервал само-
подобия обычно простирается в десятично-логарифмическом масштабе 
на несколько декад. Интервал масштабов на рисунке 2.9 не достигает 
даже декады. Однако используемые нами 18 значений масштабов 
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вполне достаточны для установления фрактальности дельты Лены и 
величины ее размерности. При этом для определения погрешности из-
мерения величины D сама величина D сначала находилась по следую-
щей формуле:    

kiki
RRNND lnln/lnln  , где ki  , они 

пробегают значения от 1 до 18. Затем, усредняя полученные таким об-
разом 1532/1817   значения величины D, приходим к установлен-
ному выше результату с 3 % погрешностью. 

 

 
Рис. 2.11. Зависимость линейного размера R от числа пересечений N 

замкнутой области; пунктир – линейная аппроксимация 
 

 
§ 5. ДЕЛЬТА СЕЛЕНГИ И ВОЛГИ 
 
Селенга – главная артерия оз. Байкал (53% водосбора озера), а ее 

дельта – уникальное природное образование (площадь 1120 км2), 
сформировавшееся в результате сложного  взаимодействия природных 
факторов и гидродинамических процессов. Через дельту Селенги идет 
основной водный поток, пополняющий объем озера и являющийся ис-
точником поступления в него загрязняющих веществ. Поэтому акту-
ально исследовать состояние и динамику развития экосистемы дельты 
Селенги как естественного биофильтра и индикатора современного 
состояния оз. Байкал в условиях интенсификации его антропогенного 
загрязнения. 

В гидрологии для анализа структуры сети водотоков в русловых и 
дельтовых разветвлениях предложены свои подходы. Так, в работе 
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[Алексеевский Н.И., Соколова Ю.В.] для формализации структуры ру-
словой сети порядок реки представлен как функция расхода воды. Для 
Оби в [Пискун А.А.] применяется гидравлический метод для многору-
кавных разветвлений. На примере р. По в [Михайлова М.В.] рассматри-
ваются сток (поток) воды и его распределение по рукавам дельты как 
функция его водотоков. В данном случае для анализа разветвленной 
структуры русловых водотоков дельты Селенги применим фракталь-
ный подход. В книге [Никора В.И.] на основе данных гидрологического 
справочника по речным бассейнам европейской части СССР (1975) 
отмечено, что длины рек степенным образом зависят от масштаба карт, 
т. е. плановые русловые кривые рек представляют собой фрактальные 
объекты. Измерением фрактальной размерности и отличием ее от еди-
ницы покажем, что дельта Селенги является фрактальной разветвлен-
ной структурой. Для определения ее фрактальной размерности исполь-
зуем три независимых метода, повышающих надежность и достовер-
ность получаемых результатов. С помощью независимо полученных 
фрактальных размерностей можно строить модели процессов, привед-
ших к рассматриваемым структурам. 

На рисунках 2.12 и 2.13 представлены топографическая и цифро-
вая электронная карты дельты [Атлас “Байкал”, Топографическая карта]. 
Сначала обратимся к карте, представленной на рисунке 2.12. Для ис-
пользования формулы Мандельброта подсчет длины русел начинается 
вблизи угла А. Для примера, на рисунке 2.14а показано, как выбранный 
масштаб прикладывается вдоль одного из русел 5 раз. При конкретном 
подсчете выделенная область ABCD разбивалась на 4 квадрата. Для 
квадрата 1 на рисунке 2.14б получено, что масштаб в один сантиметр 
укладывается 34 раза. Линейный размер самого квадрата можно взять 
произвольным, мы для определенности положим его равным /1 . 
При последующем измерении рассматривается прямоугольник, со-
стоящий из квадратов 1 и 2 и т. д. В итоге получаем: 

/L  = 34…56…73…89; 

R = 1 , 2 , 3 , 4 . 

Здесь 2 означает, что площадь квадратов 1 и 2 равна 2, так что 
линейный размер соответствующего прямоугольника как раз будет 

2 . 
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Рис. 2.12. Топографическая карта,  

масштаб 1:200000, лист N48-XXXV 
 

По методу линейной регрессии по точкам Ln L и Ln R строим пря-
мую, угловой коэффициент которой как раз дает размерность D. В дан-
ном случае он оказывается равным 1.39. Однако для оценки погрешно-
сти лучше исходить из следующей формулы: 

                               
)/ln(
)/ln(

12

12

RR
LL

D  .                  (2.12) 
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Рис. 2.13. Цифровая электронная карта дельты р. Селенга  
(CD-диск «ГИС района дельты реки Селенги в пакете Arc View 2.3») 

 

 
Рис. 2.14. Подсчет общей длины русел дельты р. Селенга 
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В этом случае по четырем измерениям можно найти шесть значе-
ний D, усредняя их, находим D = 1.38 ± 0.02. 

Для проверки рассматриваем те же квадраты на рисунке 2.14б, но 
измерения проведем с меньшим масштабом 0,5 см. Здесь получено 

L /    = 62…102…133…164; 

R = 2 , 4 , 6 , 8 . 
По методу линейной регрессии, D = 1,40 , по формуле (2.12) D = 

1.40 ± 0,02. Объединяя оба измерения, что существенно повышает точ-
ность, находим  

D = 1.38 ±0.01. 
Далее использовалась карта, представленная на рисунке 2.12. Здесь 

для улучшения статистики выбирались разные формы области разбие-
ния – от прямоугольных до полукруглых, с раствором угла до 1140, а 
также менялось и само число таких разбиений. В итоге приходим к ре-
зультату D = 1.38 ± 0.01 для фрактальной размерности. 

На рисунке 2.15а показано, что квадрат пересекается руслами дель-
ты 7 раз. Для рассматриваемого (см. рис. 2.15а) квадрата ABCD строим 
четыре последовательных квадрата, как показано на рисунке 2.15б. 
Считая пересечения по проложенным маршрутам с выбираемым мас-
штабом в 0.5 см, получаем: 

N =  6,   12,   14,   17; 
R =  1,   2,     3,     4 , 

откуда по методу линейной регрессии находим 74.0h , а затем  
37.12/1  hD . 

Если производить подсчет по маршрутам, составленным из мас-
штабов в 1 см, то получим 84.0h  и D = 1.42, что в целом согласует-
ся с предыдущими результатами. Для проверки полученных результа-
тов (см. рис. 2.13) выделялся сектор с углом 1140 и наносилось 8 дуг 
различного радиуса. Сначала подсчет пересечений дуг производился 
по ярко выраженным «толстым» руслам. Затем подсчет точек пересе-
чения проводился по всем видимым линиям на карте. Проведя выше 
описанную процедуру, мы нашли h  = 0.75 и D = 1.38. 

Обратим внимание, что с учетом погрешностей измерения фрак-
тальная размерность дельты Селенги близка к значению фрактальной 
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размерности побережья оз. Байкал, для которого в главе 1 § 11 было 
установлено, что 33.1D . 

 
Рис. 2.15. Пример подсчета пересечений руслами реки периметра  

квадрата; квадрат a пересекается руслами дельты 7 раз 
 

Структуру в виде веера имеет и дельта Волги (рис. 2.16). Для из-
мерения ее фрактальной размерности используем канторовский метод. 
Используя примененную для дельты Лены и Селенги методику, снача-
ла находим h = 1.44  0.01. Затем и фрактальную размерность:  
D  = 1 + h / 2 = 1.72  0.01. 

 

 
 

Рис. 2.16. Дельта Волги; 72.1D  



72 

§ 6. ФРАКТАЛЬНАЯ ЗАВИСИМОСТЬ  
СКОРОСТИ ТЕЧЕНИЯ РЕКИ 
 
Рассмотрим еще один метод определения фрактальной размерно-

сти дельты реки. Если исходное течение реки происходит через попе-
речное сечение 

0
S , то расход воды за единицу времени будет 

00
SV , где  – плотность воды, 

0
V  – скорость течения. По форму-

ле Пуазейля эта же величина пропорциональна 2
0

Sh , где h – перепад 

высот, который и вызывает само течение реки. Приравнивая 
00

SV  

и 2
0

Sh , находим скорость 

/
00

ShV  .                               (2.13) 

Когда исходное русло разбивается на множество рукавов с мень-
шим сечением S, то скорость станет равной /ShV  . Поскольку  S 

 
0

S , то течение замедляется. Очевидно, что SNS 
0

, где, соглас-

но (2.9) и (2.10), N   12 DR , здесь R будет расстоянием от исходной 

точки до рассматриваемого русла. Подставляя все в (2.13), находим 

V   12

0

 DRV . 

Таким образом, измеряя скорость на разных участках от некоторо-
го исходного пункта, также возможно определить фрактальную раз-
мерность дельты. Полученный результат можно применять только на 
достаточно чистой воде. Дело в том, что с увеличением R русла мелеют 
и в поток воды начинают привноситься различные примеси – взвесь 
песка, тина и т. п. Все это ведет к изменению плотности воды, а также 
ее вязкости, что скажется на зависимости V от R.  

 
§ 7. ФРАКТАЛЬНАЯ РАЗМЕРНОСТЬ  
ПЛОСКОСТНОЙ ПРОЕКЦИИ СТРИМЕРНЫХ КАНАЛОВ 
 
В последнее время активизировалось изучение стримерных разря-

дов – сети каналов, возникающих при электрическом пробое в диэлек-
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триках (воздухе, полимерных изоляторах, фотоэмульсии) [Попов 
Н.А., Носков М.Д. и др., Акишев Ю.С. и др.]. Изучение стало 
особенно актуальным в связи с использование кабелей с полимерной 
изоляцией. Однако отмечается, что количественной теории, описы-
вающей рост ветвления электрического пробоя, до сих пор нет. Мы 
геометрическую конфигурацию разрядных каналов, рост числа каналов 
и их ветвление рассмотрим как фрактальные разветвленные объекты и 
опишем их количественно с помощью понятия фрактальной размерно-
сти. Электрический пробой – видимый в оптическом диапазоне стри-
мерный канал в диэлектриках, образованный локально растущим элек-
трическим полем. Пробой возникает, когда на небольшой участок под-
ложки подается такое высокое напряжение, что происходит собственно 
электрический пробой. Под такое определение подходят разряды мол-
ний в воздухе, частичные разряды в эпоксидной смоле, плазменные 
структуры в фотоэмульсии. В указанном смысле стримерные каналы 
относятся к классу универсальности, зависящие только от двух безраз-
мерных величин: фрактальной размерности и размерности пространст-
ва, в котором происходит процесс. М. Д. Носковым и др. прямым из-
мерением определено, что фрактальная размерность D частичных раз-
рядов лежит в пределах 1.45  1.55. Н. А. Попов определил фракталь-
ную размерность коронного разряда D = 2.16 ± 0.05. Для обычного раз-
ряда молний в главе 2 § 2 мы измерили фрактальную размерность, при 
этом установили, что на масштабах от десятков метров и выше D = 1. 
Таким образом, видим существенное различие в значениях для размер-
ности. В связи с этим имеет смысл тремя независимыми методами из-
мерить фрактальную размерность планового рисунка системы стри-
мерных каналов (рис. 2.17) [Попов Н.А.]. 

Сначала используем кластерный метод, основанный на формуле 
(2.9). Применение этой формулы к определению фрактальной размер-
ности стримерных каналов состоит в следующем. На плановом рисунке 
стримерных каналов выделяется некоторая область (на рис. 2.17 это 
окружность радиусом R) и подсчитывается общая длина всех каналов, 
попадающих в рассматриваемую область. Так мы получаем первые 
значения 

1
L  и 

1
R . Далее выделяется другая область (чуть больше 

первоначальной), после подсчета получаются другие значения 
2

L  и 
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2
R , как на рисунке 2.2. Таким образом, в итоге мы получаем набор 

значений L и R, по которым методом линейной регрессии строим пря-
мую на осях Lln  и Rln . По угловому коэффициенту прямой вычис-
лим фрактальную размерность D. Таким образом установлено, что для 
стримерных каналов 

D = 1.52  0.03. 

 
Рис. 2.17. Система микроразрядов, 

пересекающих диэлектрическую фотопластинку 
 

Для улучшения статистики нами выбирались разные формы облас-
тей разбиения – от прямоугольных до круглых, а также менялось и са-
мо число таких разбиений. 

Мы изложили первый из используемых методов измерения фрак-
тальной размерности. Второй метод измерения состоит в подсчете чис-
ла N пересечений ветвлениями стримерных каналов периметра облас-
ти, т. е. используется канторовский метод. На рисунке 2.17 границей 
выделенной области является окружность радиусом R. Легко сосчи-
тать, что для изображенного на рисунке случая N = 53. Варьируя ради-
ус R, находим, что N и R связаны степенным (скейлинговым) законом 
N hR  с показателем (размерностью блуждания) 05.001.1 h . Ис-

пользуя (2.10), находим  



75 

005.0506.1 D . 
Приступим к третьему методу измерения величины D. Метод ос-

нован на анализе графика на рисунке 2.18 [30], где представлена зави-
симость роста границы канальных лучей от времени. Пропорционально 
со временем увеличивается и число ветвлений, т. е. N  t и из (2.9) сле-
дует, что 

R  ht /1 .    (2.14) 

На интервале времен от 1 до 6 мин (см. рис. 2.18) следует, что R  
943,0t , откуда h = 1.06 и 53.1D . 

 
Рис. 2.18. Зависимость длины дендрита от времени роста; 

сплошная кривая – эксперимент, штриховая – моделирование 
 

Тремя независимыми методами измерена фрактальная размерность 
плоскостной проекции стримерных каналов, представленных на рисун-
ке 2.18. Полученные значения 1.50, 1.52 и 1.53 совпадают с данными 
работы [Носков М.Д. и др.]. Согласованность значений для размер-
ности указывает на работоспособность предложенных выше аксиом 
фрактального исчисления. Подобной рисунок имеется в работе [Попов 
Н.А.], где получен следующий закон для числа ветвления: N  18,1R . 

Из него следует, что 59.1D , т. е. близкая к нашим значениям размер-
ность. 
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Полученный в работах  [Попов Н.А., Носков М.Д. и др., 
Акишев Ю.С. и др.] и нами усредненный результат 52.1D  указы-
вает на выполнение закона класса универсальности для электрических 
разрядов в различных диэлектрических средах. 

 
§ 8. ТУНДРОВЫЕ ОЗЕРА 
 
Помимо дельты рек на поверхности Земли обширную площадь за-

нимают тундровые озера. Широко распространены не толко крупные, 
но мелководные старичные озера. Глубина озер незначительна: от 0,2 
до 10–15 м, их берега либо крутые и высокие, либо низкие .и заболо-
ченные, их дно – гладкая ледяная поверхность, прикрытая торфяни-
стым илом. Именно поэтому в научной литературе равноправно упот-
ребляются оба термина: «тундровые озера» и «тундровые болота». На 
современном этапе развития спутниковых технологий, используя дан-
ные мониторинга Земли, изложенную и опробованную методику опре-
деления фрактальной размерности можно применить к оценке состоя-
ния тундровых озер и связать их изменчивость с изменением климата. 

Для количественного описания тундровых озер необходимо ввести 
безразмерный количественный показатель фрактальности. Мы предла-
гаем в качестве такого показателя использовать фрактальную размер-
ность D, которая будет характеризовать степень заполнения тундровы-
ми озерами земной поверхности и принимать значения от 1 до 2. Зна-
чение D = 1 означает, что болот совсем нет. Величина D = 2 отвечает 
тому, что вся площадь рассматриваемого участка земной поверхности 
полностью заполнена озерами, т. е. участок представляет собой одно 
большое озеро. Измерение фрактальной размерности тундровых озер 
произведем следующим способом. Суммарный линейный размер R не-
скольких озер (например, сумма их поперечных размеров) связан с 
масштабом измерения   формулой Мандельброта – Ричардсона: R  

D1 . С другой стороны, если S – суммарная площадь рассматривае-

мых озер, то R  S . Если болота покрыть сеткой, то их площадь бу-
дет пропорциональна числу K  узлов сетки, попавших внутрь границ 
озер. Поэтому устанавливаем связь между числом узлов K сетки и раз-
мером ячейки  : 
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K   12  D .   (2.15) 
Число K будем измерять модифицированным клеточным методом. 

Сначала подсчитываем узловые точки сетки, находящиеся внутри кон-
туров озер (их число 

0
M ). Затем подсчитываем количество узлов, 

попавших на линию контуров (их число М). Тогда число K  будет равно 
следующему выражению (формула George Pick, 1899): 

1
20


MMK .  (2.16) 

На рисунке 2.19 представлен участок района пос. Черский (Респуб-
лика Саха (Якутия) с тундровыми озерами. Сеткой с равными длинами 
ребер ячеек покрываем двумя центральными выделенными участками 5 
тундровых озер. Участки специально выбраны так, чтобы явно был ви-
ден  самоподобный характер 5 озер. В таблице 2.1 представлены ре-
зультаты измерений зависимости логарифма числа K от логарифма 
длины разных масштабов   (в относительных единицах). По углу на-
клона легко находится степенной показатель в (2.15), откуда следует, 
что фрактальная размерность тундровых болот 01.084.1 D . 

На рисунке 2.20 данные таблицы нанесены на билогарифмический 
график, это сделано для того, чтобы был виден степенной характер за-
кона (2.15). 

 

 
 

Рис. 2.19. Тундровые озера, 01.068.1 D  
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Фрактальная размерность вычислялась по озерам 1–5, 
 находящимся в двух прямоугольных центральных участках 

Таблица 2.1 

 
 

 
Рис. 2.20. Билогарифмический график зависимости  

числа узловых точек площади озер от длины масштаба 
 

Для выявления дисперсии среднего значения фрактальной размер-
ности используем следующую методику. По 6 измеренным точкам на-
ходим 14 значений показателя )1(2  Dh , вычисленных по формуле 

21

12

lnln
lnln
 




NNh : 

1.68, 1.73, 1.68, 1.68, 1.69, 1.77,1.69, 1.68, 1.69, 1.62,  
1.66, 1.34, 1.68, 1.70. 

Значение 1.34 отбрасываем. По остальным значениям находим 
01.0168h . Отсюда следует, что фрактальная размерность тундровых 

болот 
01.084.1 D . 

На современном этапе развития спутниковых технологий, исполь-
зуя данные мониторинга Земли, изложенную и опробованную методику 
определения фрактальной размерности, можно применить к оценке со-
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стояния тундровых озер и, вероятно, связать изменчивость их состояния 
с изменчивостью климата. 

 
§ 9. ВРЕМЕННАЯ ДИНАМИКА  
ФРАКТАЛЬНОЙ РАЗМЕРНОСТИ ДЕЛЬТЫ СЕЛЕНГИ 
 
Дельты рек, как уникальные природные образования, всегда при-

влекают к себе повышенное внимание исследователей. Данное утвер-
ждение следует из анализа интенсивности и периодичности публикуе-
мых научных работ, посвященных данной тематике [2, 29, 34, 49].  

Атлас «Байкал» [3] содержит карты дельты Селенги, собранные за 
300 лет. В данной работе представлены обзорные карты исследуемой 
дельты [3] за 1701 г. (рис. 2.21), 1950 г. (рис. 2.22) и электронная карта 
настоящего времени (см. рис. 2.4) [45]. Если для обработки современ-
ных карт, например, как карты 1950 г. (см. рис. 2.21) и определения 
фрактальной размерности можно применить подходы, описанные вы-
ше, то для более старых карт (см. рис. 2.21) необходима совершенно 
другая методика.  

 
 

 
Рис. 2.21. Дельта р. Селенга в 1701 г. 

Чертежная карта С. Ремизова (фрагмент)  
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Рис. 2.22. Дельта р. Селенга в 1950 г. 

 
Как известно, классическим и универсальным является клеточный 

метод определения фрактальной размерности, когда рисунок разбива-
ется на сетку и подсчитывается число клеток, содержащих рассматри-
ваемый объект. Однако для объекта на рисунке 2.21, в силу упрощен-
ности и схематичности объекта, клеточный метод дает слишком неоп-
ределенную величину и высокую погрешность измерения D. В таком 
случае нужна более точная методика, которая изложена в главе 1 § 8. 
Данный методический подход позволит проследить динамику измене-
ния фрактальной размерности дельты р. Селенга во времени. 

Для фрактального анализа карты 1950 г. (см. рис. 2.22) были ис-
пользованы стандартные методы определения размерности – кластер-
ный и канторовский, величина 

1950
D  оказалась равной 1.38. Такая же 

величина 
2000

D  получена в главе 2 § 5. Данный факт означает, что за 

более чем 50-летний период времени пространственная структура 
дельты Селенги не изменилась. На величину фрактальной размерности 

2000D  дельты не оказали влияния, произошедшие за сейсмостатистиче-
ский период сильные и слабые землетрясения 60–70-х гг. XX в., кото-
рые не повлекли за собой таких существенных изменений дельты реки 
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как, например, образование сейсмотектонического грабена – залив 
Провал во время 10-балльного Цаганского землетрясения в январе 1862 
г.  

Для определения фрактальной размерности 
1701

D  структуры 

дельты Селенги по карте 1701 г. (см. рис. 2.21) необходимо исходить из 
подхода, изложенного в главе 1 § 8. Использовать соотношения (1.21) и 
(1.22) нужно тогда, когда фрактальная структура «бедна» своими обра-
зованиями, т. е. является малоразветвленная. Если стандартный кле-
точный метод имеет первый порядок точности, то формулы главе 1 § 8 
дают результаты второго порядка точности. Таким образом, для дельты 
Селенги нами установлено, что 

1701
D  = 1.22. 

Проведенное исследование пространственной структуры дельты 
Селенги обнаружило существенные изменения в величинах 

1701
D  и  

1950D  сети водотоков дельты (соответственно 1.22 и 1.38), в то время 

как величина 2000D  рассматриваемого объекта за 50-летний временной 
отрезок (с 1950 г. до настоящего времени) не изменилась и составляет 
1.38 (по данным фрактального анализа). 

Таким образом, на основании проведенного фрактального анализа 
и безразмерного показателя D становится очевидным, что за 250-
летний период времени (1701–1950 гг.) произошли пространственные 
изменения в структуре сети дельты: увеличилась разветвленность ее 
водотоков, что и повлияло на величину размерности 1950D . Так как 
фрактальная размерность является и показателем извилистости линий, 
можно говорить и об увеличении за рассматриваемый период извили-
стости самих водотоков.  

На возрастание показателя 1950D  и, как следствие, усложнение 
пространственной структуры сети водотоков дельты, в первую очередь, 
оказали влияние сейсмические события прошлого. Как известно, дель-
та Селенги была и остается наиболее сейсмически и неотектонически 
активным звеном в рифтовой системе Прибайкалья. Данные о сильных 
землетрясениях прошлого свидетельствуют о высокой сейсмичности 
этого участка, где неоднократно происходили сильные землетрясения с 
параметром K14, а также в непосредственной близости расположены 
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и эпицентры сильных землетрясений, что подтверждают палеосейсмо-
генные структуры, возраст которых оценивается в последние сотни лет 
– первые тысячи.  

Следует заметить, что при рассмотрении карты дельты Селенги 
1701 г. рисунок сети кажется схематичным и упрощенным. Однако ис-
пользование нескольких взаимодополняющих методов, наряду со спе-
циально разработанным, позволяет не брать во внимание субъектив-
ный взгляд картографа («человеческий фактор») и доверительно отно-
ситься к полученным результатам. 

За второй рассматриваемый период (1950–2000 гг.) величина 

2000D  дельты не изменилась, несмотря на различия исходного факти-
ческого материала (бумажная и электронная топокарты). То есть про-
странственная структура дельты за последние 50 лет не претерпела ни-
каких изменений. Кроме того, немаловажен и тот факт, что по мате-
риалам инструментальных сейсмических наблюдений последних деся-
тилетий этот район испытывает лишь транзитное влияние сильных 
землетрясений, происходящих в окрестности. 

 
 
ГЛАВА 3  
 
 
ФРАКТАЛЬНОЕ ИСЧИСЛЕНИЕ 
 
Введены фрактальные интегралы и дифференциалы. Вычислены 

фрактальные интегралы и дифференциалы от степенных функций. Уста-
новлены математические правила фрактального исчисления. Рассмотрены 
физические задачи. Для разветвленных структур предложена геометриче-
ская интерпретация фрактальной производной. 
 
§ 1. ФРАКТАЛЬНОЕ ИНТЕГРИРОВАНИЕ 
 

Фрактальная геометрия устанавливает степенные характеристики ме-
жду геометрическими и физическими величинами. Такую взаимосвязь 
обычно получают после натурных измерений. Однако для моделирования 
динамики процессов и явлений необходим соответствующий математиче-
ский аппарат. Наиболее адекватным является язык дифференциальных 
уравнений и запись их решений в виде интегралов. Чтобы моделировать 
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динамику процессов и явлений, происходящих на фрактальных структу-
рах, мы предложим фрактальные интегралы и дифференциалы, которые 
позволят естественным образом получать степенные характеристики. Со-
вокупность фрактальных интегралов и дифференциалов и правила обра-
щения с ними нами названы фрактальным исчислением. 

Обычно за математический аппарат фрактальной геометрии при-
нимают дробное интегродифференцирование [Самко и др.]. Мы же счита-
ет, что таким аппаратом должно быть развиваемое ниже фрактальное ис-
числение. Хотя фрактальное исчисление в некоторых местах очень похоже 
на дробное интегродифференцирование, но есть и существенное отличие. 
Например, фрактальная геометрия неотъемлемым своим атрибутом содер-
жит неопределенный множитель C , который отсутствует в дробном ин-
тегродифференциальном математическом аппарате.  

Фрактальные интегралы и дифференциалы можно ввести несколь-
кими, математически эквивалентными схемами. Одна из возможных схем 
подобного введения следующая. При этом в основу предлагаемой схемы 
построения фрактального исчисления положена формула Мандельброта – 
Ричардсона. Это позволит сразу иметь дело со степенными закономерно-
стями.  
 По определению, длина L есть сумма необходимо числа масшта-
бов  , т.е. L , где сумма берется от 1 до  N . Поскольку счи-

таем, что N  1, то сумму можно заменить некоторым интегралом, кото-
рый назовем фрактальным, а способ его вычисления – фрактальным ис-
числением. Итак, определяем, 

 Dd  .    (3.1) 

Этим самым, вместе с фрактальным интегралом мы вводим и фрактальный 
дифференциал Dd . Обратим внимание, что значок D, указывающий на 
фрактальность, пишем снизу символа дифференциала d. Опуская слово 
фрактальный, часто будем говорить просто об интегралах и дифференциа-
лах, где это не может вызвать недоразумения. Определение (3.1) можно 

сравнить со следующим известным выражением: dnnn   , кото-

рое тем вернее, чем большее числа суммируется.   

 Поскольку длина фрактальной линии есть DC 1  (это формула 
(1.4)), то приходим к следующему первому правилу фрактального исчис-
ления – правилу интегрирования линейной функции: 

 Dd  = DC 1 .   (3.2) 
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Проведем в формуле (3.2) масштабное преобразование 
  , после чего она примет вид: 

 Dd  =   DC 1 .  (3.3) 

Примем, что масштабный множитель   фиксирован, тогда выражение 

справа в (3.3) можно переписать как DD C  11  , или, с учетом (3.2), 

 D
D

D
D dd   1 . Сравнивая здесь последний 

интеграл с интегралом (3.3), приходим к закону масштабного преобразо-
вания фрактального дифференциала: 

 D
D

D dd  .   (3.4) 

Полученное соотношение является законом подобия фрактального диффе-
ренциала. Относительно степенной зависимости закон (3.4) имеет такой же 
вид, как и условие самоподобия (1.11). Формула (3.4) указывает на еще 
одно отличие фрактального исчисления от дробного интегродифференци-
рования. Именно, выражение (3.4) существенно отличается от масштабно-
го преобразования для дробного дифференциала, для последнего [Самко и 

др.]   dd  , которое мы получим в следующей главе, по-
священной дробному интегродифференцированию.  
 Рельеф земной поверхности обычно испещрен впадинами и гора-
ми разного размера. Такая поверхность представляет собой фрактальный 
двумерный объект. Для измерения площади фрактальной поверхности, на 
нее  необходимо наложить   N  квадратиков, каждый площадью 

2  . Тогда площадь фрактальной поверхности будет равна сум-

ме 2 . В пределе N  можно перейти к фрактальному  инте-

гралу:  Dd22   . Поскольку площадь,  согласно (1.13), 

равна DC 2 , то приходим к правилу фрактального интегрирования 
квадратичной функции: 

 Dd2  = DC 2 .   (3.5) 

Рассматривая объем фрактальной фигуры, а также другие гипе-
робъемные образования, с необходимостью приходим к правилу фрак-
тального интегрирования степенной функции: 
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 D
n d  = DnC  .   (3.6) 

Здесь n – целое число. Однако полученный результат можно абстрагиро-
вать дальше, когда правило (3.6) будет справедливым и при произвольном 
числе n , не обязательно целым. 

Установим правило предельного перехода, когда фрактальная 
размерность стремится к целому числу. Если 0D , то фрактальное ин-
тегрирование, очевидно, отсутствует, т.е. 

  0Dd .   (3.7) 

Сравнивая (3.7) с выражением   D
D Cd 1  при 0D , нахо-

дим, что для неопределенного множителя: 
1lim

0



C

D
.    (3.8) 

Для фрактальной геометрии главное – это степенная зависимость 
величин между собой. Неопределенный множитель, как коэффициент про-
порциональности, зависит от единиц измерения и разрядов единиц изме-
рения и ни как не влияет на фрактальную размерность. В этом отношении 
закон предельного перехода неопределенного множителя при стремлении 
фрактальной размерности к целому числу не имеет большого значения. 
Тем более, что для процессов на Евклидовой геометрии все величины 
обычно строго определены. Это обстоятельство позволяет не следить за 
неопределенным множителем при устремлении фрактальной размерности 
D  к целому числу. Его всегда можно найти из сравнения с формулами в 
Евклидовой геометрии. 

Далее в (3.6) положим 1D , тогда 

  Cd  1 . 

Здесь обращаем внимание на то, что для получения от переменной посто-
янной величины, необходимо от этой переменной взять обычную произ-
водную по ней самой, т.е. 

1
d
d

. 

Мы можем утверждать, что при пределе 1D  фрактальному интегралу 
соответствует обычная производная: 

                                      



d
ddDD

1
lim .  (3.9) 

Для произвольной функции )(u  обобщение очевидно, так что: 
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    )()(lim
1




 u
d
ddu DD


.  (3.10) 

Проверим соотношение (3.10) для степенной функции. Имеем 
Dn

D
n Cd   . 

Здесь положим 1D : 
1

1
 nn Cd  . 

В силу выше сказанного здесь можно положить nС  , а также использо-

вать известное соотношение nn

d
d

n



 11  . В итоге получаем 

nn

d
dd 


  1 , 

т.е. соотношение (3.10) для степенной функции nu  )( . 
 
§ 2. ФРАКТАЛЬНОЕ ИНТЕГРИРОВАНИЕ ЭЛЕМЕНТАРНЫХ 
ФУНКЦИЙ 
 
 Дальнейшее развитие фрактального исчисления требует установ-
ление правила фрактального интегрирования суммы функций. При этом 
исходим из того, что нам уже известно фрактальное интегрирование от 
степенной функции, оно дается выражением (3.6). Для этого рассмотрим 

сумму DbDa CC    , которую представить в виде суммы интегра-
лов: 

 D
a d  +  D

b d . 

Очевидно, что сумму интегралов можно представить в виде одного инте-
грала: 

   D
ba d . 

Теперь степенные функции a  и b  обобщим на произвольные функ-
ции u и v. В итоге получаем  правило фрактального интегрирования суммы 
функций: 

  Ddvu   = Ddu  + Ddv .   (3.11) 

Видим, что фрактальное интегрирование является линейной операцией.  
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 Во фрактальном исчисление возможно установить правило интег-
рирования произведения двух функций, хотя это и требует определенной 
абстракции, правильность которой будет обоснована предельным перехо-
дом при 1D  к известному выражению. Рассмотрим следующий фрак-
тальный интеграл: 

 D
ba d  = DbaC  . 

Выражение справа перепишем как  
DC  

Da 
Db . 

Возьмем среднюю сумму от последних двух сомножителей: 

 DbDaDbDaD CC   
2
1

. 

Один из сомножителей в сумме в скобках представим в виде фрактального 
интеграла: 

  D
DbDa

D
DbDaD dCCdСC    1

2
1

12
1

. 

Теперь мы можем записать: 

 D
ba d  =   D

ba dCC 1
12

1
 + 

 D
ab dCC 1

22
1

. 

Здесь уже можно провести обобщение, заключающееся в замене a  на 

)(u  и b  на )(v . Заменив, также, 1
12

1 CC  на 
v

C  и 1
22

1 CC  на 

u
C , окончательно получаем правило фрактального интегрирования про-

изведения двух функций: 

 DuDvD duvCdvuCdvu   . (3.12) 

В математическом анализе этой формуле соответствует вторая теорема о 

средних. Обозначим, как это часто делается, производную 
d
d

 на штрих. 

Тогда при предельном переходе 1D  из (3.11) и (3.12) следуют извест-
ные выражения: 
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  ''' vuvu  , 

  ''' vuvuvu  . 

Задачи. Найти a)  Ddsin ; b)*  Ddtg ; c)* 

 Ddln . 

 
§ 3. ФРАКТАЛЬНОЕ ДИФФЕРЕНЦИРОВАНИЕ 
 

В обычном и дробном исчислении дифференцирование является 
обратной операцией к интегрированию. Аналогично им примем, что фрак-
тальное дифференцирование  Ddd /  будет обратной операцией к фрак-
тальному интегрированию. Таким образом, полагаем, что 
 

   










 D

D

d
d
d

.  (3.13) 

Для степенной функции из (3.6) имеем: 









 

 D
n

D

d
d
d nDn

D

C
d
d











  . (3.14) 

Интуитивно понятно, что неопределенный  множитель C можно вынести 
из под операции взятия производной. Далее покажем, что наша интуиция 
здесь не подводит. Используя это обстоятельство, из (3.14) имеем: 

nDn

Dd
dC 









  . 

Здесь заменим n на Dn  , после чего, в итоге получаем правило вычис-
ления фрактальной производной от степенной функции: 

Dnn

D

C
d
d 










1 .  (3.15) 

Для краткости записи фрактальную производную иногда будем писать в 

виде  
D

n . 

При решении физических задач пространство бывает удобно сло-
жить из кубиков с линейным размером b, а время отсчитывать в единицах 
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  . Например, закон Мандельброта – Ричардсона (1.4) можно запи-
сать в виде 

D

b
LL











1

0


. 

Этим самым, неопределенный множитель C “спрятали” в L0 и b. Опреде-
ление (3.1) можно переписать как 

b
d D

   . 

Однако введение величин b и   приводит только к появлению лишних 
множителей, которые всегда можно “перепрятать” в величину C. Поэтому 
вместо b и   удобно ввести “единичным элементом” 1


, определяемый 

как масштаб измерения в нулевой степени: 
01 


.   (3.16) 

Из определения (3.16) следует, что “единичный элемент” при возведении в 
произвольную степень не меняется.  

Положив в формуле (3.15) степень n = 0, получаем: 

D

D

C
d
d




11 






 
.  (3.17) 

Полученное соотношение (3.17) фактически и позволяет выносить неопре-
деленный множитель из под операции взятия фрактальной производной. 
Например, если constV  , то 

D

DD

CV
d
dVV

d
d




11 















 
. (3.18) 

Понятие единичного элемента обнаруживает еще один аспект. Как извест-
но из Главы 1, число масштабов измерения )(DN  следующим образом 
зависит от масштаба измерения  : 

D
D CN   )( .   (3.19) 
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Положив 1 , получаем )1(DNC  . Таким образом, неопределенный 
множитель фактически является суммой единичных элементов: 

1)1(


 DNC .   (3.20) 

Поскольку, согласно нашему определению фрактального интеграла, 

Dd11


  , 

то отсюда сразу получаем: 

1)(












 D
D

N
d
d

.   (3.21) 

Полученное соотношение полезно сравнить с выражением, следующее из 
(3.19): 

D
D

D

N
d
d 









 )1(


.   (3.22) 

 Найдем, чему равно  1
D

N  при целых значениях D. Для прямой 

линии величина 1D  и из соотношения (3.19) следует 
     /1

1
NN  .   (3.23) 

Если длина линии единичная, то измерение ее длины можно провести еди-
ничным масштабом, прикладывая масштаб один раз. Таким образом, здесь 
имеем  

1  и   1N . 
Тогда из соотношения (3.23) следует, что 

       11
1

N .    (3.24) 

 Для квадрата на плоскости 2D  и (3.19) примет следующий 

вид:     2
2

/1  NN  . Взяв сторону квадрата единичной длины, 

здесь также имеем 1  и   1N , откуда 

  11
2

N . 

Аналогичным образом можно доказать, что при любом целом D всегда 
будет 
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                                 11 
nD

N .    (3.25) 

 Приведем еще один аргумент, что дробное интегродифференци-
альное исчисление не может адекватно описывать процессы и явления на 
фрактальных структурах.  

Часто для описания процессов на фрактальных структурах при-
влекают интегралы и дифференциалы дробного порядка. Например, для 
дробного дифференциала известно, что 

 
D

D

DГd
d 










 1

2
1 


, 

где Г – гамма функция. Сравнивая его с законом Мандельброта – Ричард-
сона (1.4), можно было бы предложить следующую формулу: 

      D
D

D

D
N

d
dDГNL 







 1121 


. 

Для случая 2D получаем 

 





11
2

2

N
d
d









. 

Но слева выражение тождественно равно нулю, и чтобы правая часть об-
ратилась в нуль, необходимо положить   01

2
N . Но это противоречит 

общей теореме (3.25). Поэтому, для фрактальной геометрии применение 
дробного дифференцирования неприемлемо. 
 
§ 4. УРАВНЕНИЯ ВО ФРАКТАЛЬНЫХ ПРОИЗВОДНЫХ 
 

Приступим к решению некоторых уравнений во фрактальных про-
изводных. Простейшее из них следующее: 

Ay
dx
d

D









.   (3.26) 

Оно элементарно решается фрактальным интегрированием: 
D

D xCAxdAy   .  (3.27) 

Аналогично выписываем следующее уравнение и, соответственно, его ре-
шение: 



92 

n

D

xy
dx
d









; DnxCy  .  (3.28) 

 Для описания процессов на фрактальных структурах, необходимо 
установить правила перехода от обыкновенных дифференциальных урав-
нений к фрактальным уравнениям (уравнениях во фрактальных производ-
ных). 
 Более 30 лет назад Бенуа Мандельброт открыл фрактальную гео-
метрию. С его легкой руки принято считать, что математическим аппара-
том фрактальной геометрии является дробное интегродифференцирование 
[37]. По-видимому, это было связано с тем, что в обоих случаях имеют 
дело с дробными степенями. Однако не было проведено обоснование мно-
гомасштабности, определяемой формулой Мандельброта – Ричардсона. 

Сравним фрактальный интеграл и дробную производную от сте-
пенной функции: 

 D
E d  = DEC  , 

 
 

DEE
D

DEГ
EГ

d
d 














 1
1

. 

Отсюда следует, что дробную производную можно сравнить с результатом 
действия фрактального интеграла: 

 
 

E
D

D
E

d
d

EГ
DEГCd 


 











 1
1

. (3.29) 

Справедливость этого равенства ограничено условием D ≤ E. В противном 
случае выражение (3.29) при некоторых D может обратиться в неопреде-
ленность, упоминаемую выше. Полезность соотношения (3.29) в том, что 
оно позволяет установить правило соответствия или перехода от обычного 
исчисления к фрактальному. Такой переход будет осуществляться сле-
дующими формулами: 

      
 DdГ

d
d








 2
1

.  (3.30) 

      
 DD ddГ

d
d








 3
2

.  (3.31) 

Обобщение на высшие производные очевидно. Теперь от дифференциаль-
ных уравнений можно переходить сначала к фрактальным интегралам, а 
затем и к уравнениям во фрактальных производных. 
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 Обратим внимание, что правило (3.30) фактически совпадает с 
законом предельного перехода (2.8) (с учетом того, что 1)2( Г ). Дейст-
вительно, закон предельного перехода (2.8) можно было бы сразу предло-
жить для обратного преобразования. Именно, для перехода от обычной 
производной к фрактальной производной. Для этого (2.8) необходимо бы-
ло бы переписать в следующем виде: 

    
 Dduu

d
d

 .   (3.32) 

Эта формула, естественно, совпадает с (3.30). Заметим также, что величина 
D в формулах (3.30) и (3.31) не обязательно является именно фрактальной 
размерностью.   
 
 
§ 5. НЕКОТОРЫЕ ФИЗИЧЕСКИЕ ПРИМЕНЕНИЯ 
 

В качестве применения выше изложенного рассмотрим равномер-
ное и равноускоренное движения тел. При этом будет виден смысл введе-
ния коэффициентов в (3.30) и (3.31). Получаемые траектории будут опи-
сывать движение на фрактальных структурах, иначе, получаем фракталь-
ное блуждание. Поскольку фрактальные структуры вложены в евклидовое 
пространство, то естественно принять, что E в (3.29) является размерно-
стью евклидового пространства. 
 Простейшее движение – это движение с постоянной скоростью: 

constV  . Сначала расписываем: V
td
xd
 . Согласно правилу (3.30), 

заменяем tdx
td
xd

D , после чего получаем 

Vtdx D  . 

Возьмем от него фрактальную производную: 

V
td

dtdx
td

d

D

D

D





















 . 

Слева получаем x, а справа, согласно (3.18), DtVC 1 , т.е. движение на 
фрактальной структуре подчиняется следующему закону: 
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DtVCx 1 .   (3.33) 
Наглядно можно сказать, что движение происходит по ухабам и колдоби-
нам. Мы получили закон фрактального блуждания, который подробно рас-
смотрим в Главе 4. В пределе 1D  получаем известное решение для 
равномерного движения: tVx  . 
 Равноускоренное движение описывается уравнением: 

consta
td
Vd

 . Отсюда сразу получаем 

DtaCV 1 .   (3.34) 

Далее имеем 2

2

td

xd
a  . Здесь используем соответствие (3.31):  

tdxtdx
dt
d

DD 





 2

2

, т.е. atdxtd DD 2 . 

Беря последовательно два раза фрактальную производную, находим 
DtaCx 22

2
1  .   (2.35) 

В пределе 1D  получаем известное решение: 2/2tax  . 
Природные среды неоднородны и многофазны. Такое строение 

сред сказывается и на их электрических свойствах. Здесь мы забегаем впе-
ред, поскольку многие результаты независимым образом будут получены в 
следующих главах. Изложение материала в данном разделе связано имен-
но только с применением фрактального исчисления.  Для однородной и 

проводящей среды скин-слой H  2/1 , где   - круговая частота. Для 
фрактальной по электрическим параметрам среды в [Балханов В.К. 2006] 
показано, что частотная характеристика скин-слоя имеет также степенную 
зависимость, но с отличным от -1/2 показателем D: 

H  D .   (3.36) 
Распространение электромагнитного поля в неоднородной среде 

можно рассматривать как блуждание по проводящим и диэлектрическим 
участкам, которые описываются размерностью блуждания h. Для задачи 
радиофизики известно, что D и h связаны соотношением: 

hD /1 .   (3.37) 
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Наличие двух величин D и h означает, что при переходе к фрактальным 
производным согласно формулам (3.30) и (3.31), величина D в этих фор-
мулах не обязательно является фрактальной размерностью. Например, 
вместо (3.30) можно записать 

    zdzz
dz
d

h 2/

1

 







,  (3.38) 

а затем уже, исходя из многомасштабности и самоподобия, устанавливать 
связь величины h с фрактальной размерностью. 
 Для монохроматической волны, падающей на проводящую среду с 
плоской поверхностью, уравнения Максвелла сводятся к следующим: 

z
E

Bi



 ,  

z
B

E



 0 .  (3.39) 

Здесь   - проводимость, 0  - магнитная постоянная, E (электрическое 

поле) и B (магнитная индукция) – тангенциальные компоненты электро-
магнитного поля, координата z направлена вглубь среды. Если среда неод-
нородна, то переходим, согласно (3.38), сначала к фрактальным интегра-
лам: 

zdEE
dz
d

h 2/







, zdBB
dz
d

h 2/







. 

Взяв от получаемых уравнений фрактальные производные, для B оконча-
тельно находим: 

0
0









i
BB

dz
d

h

.   (3.40) 

Здесь использовали легко доказываемое правило  

2/

2

hdz
d








 = 
2/hdz

d








2/hdz
d






  = 

hdz
d






 . 

Хотя в настоящее время неизвестно, как решать подобные (3.40) уравне-
ния, но сразу можно установить, что скин - слой, как единственная вели-
чина с размерностью длины, должна иметь следующий вид: 

h

i
CH

1

0

1
















,   (3.41) 
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где C – неопределенный множитель. Отсюда, с учетом (3.37) находим за-
кон (3.36). 

 
§ 6. ГЕОМЕТРИЧЕСКИЙ СМЫСЛ ФРАКТАЛЬНОЙ ПРОИЗВОД-
НОЙ 
 

Одно из свойств  фрактальных линий – их изломанность в каждой 
точке.  Это означает, что самоподобные кривые не имеют обычных произ-
водных. Если нарисовать галочку, то она в точке излома будет иметь две 
касательные. А поскольку касательная и есть геометрическая интерпрета-
ция производной, то получается, что галочка в точке излома имеет две 
производные. По – существу, у галочки имеется одна точка, в месте кото-
рой неизвестно, какую надо взять производную. Понятно, что для фрак-
тальных объектов, имеющих нерегулярность в каждой точке, надо ввести 
свою особую – фрактальную производную, и так, чтобы она была естест-
венным обобщением обычной производной. Это можно сделать следую-
щим образом. 
 Рассмотрим окружность радиусом R. Взяв производную от площа-
ди круга, получаем длину окружности (рис. 3.1 а). Видим, что фактически 
вырезали внутреннюю часть, оставив только границу самой окружности. 
Аналогично примем, что действие фрактальной производной сводится к 
удалению внутренней части замкнутой области (рис. 3.1 b). 
 

 
Рис. 3.1. Геометрический смысл обычной а)  

и фрактальной b) производных. 
 
 В главе 2 § 2 было установлено, что длина всех ветвлений внутри 

области линейного размера R пропорционально DR .  Взяв фрактальную 
производную, мы вырезаем внутреннюю часть, оставляя только соприкос-
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новения границы области с ветвлениями. Разделив получаемой выражение 
на площадь области, получаем число пересечений. Используя правило взя-
тия фрактальной производной от степенной функции (3.15),  для числа 
ветвлений плоскостной проекции будем иметь 

22
2

1 





 DD

D

RCR
dR
d

R
N .  (3.42) 

Сравнивая полученное выражение с (2.9), приходим к результату (2.10), 
которое надо переписать в следующем виде: 

 12
22
 Dh .   (3.43) 

В трехмерном случае, чтобы получить число ветвлений, фракталь-
ную производную от длины всех ветвлений необходимо разделить на объ-

ем 3R , т.е. для пространственной структуры: 

32
3

1 





 DD

D

RCR
dR
d

R
N . (3.44) 

Отсюда следует, что для пространственного ветвления 

32
33
 Dh .   (3.45) 

 Для разнообразных природных фрактальных объектов должна от-
дельно устанавливаться связь между 2D  и 3D , и их отношение с размер-

ностями блуждания. Формулы (3.43) и (3.45) дают пример связи h и D  для 
разветвленных структур. Еще необходимо установить зависимость 2D  и 

3D  между собой. 
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ГЛАВА 4 
 
 
ИНТЕГРАЛЫ И ДИФФЕРЕНЦИАЛЫ  
ДРОБНОГО ПОРЯДКА 
 
§ 1. ФАКТОРИАЛ И СПЕЦИАЛЬНЫЕ ФУНКЦИИ 
 
Основную роль во фрактальной геометрии играют дробные степе-

ни. Такую же роль дробные степени играют и в математическом аппа-
рате дробных интегралов и дифференциалов. Поэтому  желательно 
провести сравнение между фрактальными и дробными интегралами. 
Хотя мы увидим, что дробные интегралы, вообще говоря, не способны 
описать формулу Мандельброта – Ричардсона, но они позволяют полу-
чить эвристическое правило перехода от обыкновенных дифференци-
альных уравнений к фрактальным уравнениям. Переход от целых чисел 
к дробным удобно провести, отталкиваясь от факториалов. 

Часто встречающееся произведение целых чисел n...21  обозна-
чает как число n с восклицательным знаком: 

nn ...21!  , 
его называют факториалом. При n = 0 полагают 0! = 1. Факториал, на-
пример, возникает при вычислении следующего определенного инте-

грала: x e dxn x



0

. Интегрируя по частям, легко получаем 

   !1...21
0

nnnndxex xn 


 . 

Но этот интеграл имеет конечное значение и при произвольном n, 
не обязательно целом. Для этого общего случая Эйлер ввел свою зна-
менитую гамму-функцию: 

  dxexГ x



0

1  .                                  (4.1) 

Для целых n  будет   !1 nnГ  . Теперь можно определить 
факториал и  от дробного числа, заменяя его сначала Г-функцией: 
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   1! Г , 
а затем численно находя интеграл (4.1). При этом фактически доста-
точно знать интеграл (4.1) для значений , лежащих в интервале от 0 до 
1/2. Остальные значения находятся из двух важных свойств, которым 
удовлетворяет Г-функция: 

    ГГ 1 ,    



sin

1 ГГ .  (4.2) 

Перемножим две Г-функции: 

    dxexbГaГ xa 



0

1 y e dyb y


 1

0

 . 

Заменим верхний предел интегрирования по x на конечное число 
R, которое после вычислений устремляется в бесконечность. Тогда 

     
R

axbГaГ
0

1 dydxey yxb )(

0

1 


 .  (4.3) 

Проведем замену переменных uyx  , vuy  , при этом вид-
но, что нижние пределы интегрирования по u и v остаются равными 
нулю. Для определения верхних пределов интегрирования сначала 
найдем  yxu  ,  yxyv  / . Отсюда, после подстановок Rx   

и y , находим u  и   1/  Rv . Площадь в старых ко-

ординатах была равна   1/  Rv , в новых – dvdu , причем 

dvduudvdu
vu
yx

dydx 
),(
),(




. 

Произведение двух Г-функций (4.3) принимает следующий вид 

    







 


 dueubГaГ uba

0

1  v v dva b  1

0

1
11 . 

Заметим, что вспомогательный параметр R выпал. Интеграл в 
скобках есть  baГ  , и мы приходим к еще одной полезной специ-
альной функции, которую Эйлер назвал бета-функцией: 
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  dxxx ba 1
1

0

1 1   )(
)()(

baГ
bГaГ


 .                     (4.4) 

Подобным образом можно прийти к наиболее общей специальной 
функции – гипергеометрической функции Гаусса: 

  



1

0

11 .)1()1(
)1()(

)();;,( dttztt
bГbГ

cГzcbaF abcb     (4.5) 

Через гипергеометрическую функцию могут быть выражены эле-
ментарные и специальные функции, например, обобщенный полином 
Лежандра: 

)
2

1;1;1,(
1
1

)1(
1)(

2/ xF
x
x

Г
xP 












 






 , 

причем x1   2. 

 
§ 2. ДРОБНЫЙ ИНТЕГРАЛ 

Рассмотрим n-кратный интеграл dx
a

x

 dx
a

x

 ...  ( )x dx
a

x

  = 

 ( )x d xn

a

x

 , если ввести оператор интегрирования dxJ
x

a

......  , то n-

кратный интеграл примет вид  xJ n  . Итак, имеем 

 xJ n   = dx
a

x

 dx
a

x

 ...  ( )x dx
a

x

  =  ( )x d xn

a

x

 .       (4.6) 

По индукции можно доказать, что рассматриваемый n-кратный  
интеграл равен 

1
1

1

( )!
( ) ( )

n
x t t dtn

a

x


   .                             (4.7) 

Аналогично тому, что интеграл (4.1) определен и для нецелых  , 
притом, что оба интеграла, именно (4.6) и (4.7), cуществуют и в общем 
случае, когда n – не обязательно целое число. Заменяя n произвольным 
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числом   и учитывая правило      ГnГn  !1 , в итоге прихо-
дим к интегралу Римана – Лиувилля: 

 xJ   =  ( )x d x
a

x

  = 
1

1Г
t

x t
dt

a

x

( )
( )

( )


  .       (4.8) 

Для наших целей строгое ограничение пределов интегрирования 
не нужно. Мы будем придерживаться простого правила: вычисляем 
интеграл 

 xJ   =  ( )x d x  = 
1

1Г
t

x t
dt

( )
( )

( )


            (4.9) 

так, как если бы он имел удобные для нас пределы интегрирования, 
чтобы результат интегрирования выражался через элементарные или 
специальные функции. Если заменить переменную интегрирования 

tx   на t, то получим более удобную форму представления дробного 
интеграла: 

 xJ   =  1 1

Г
t x t dt

( )
   .                    (4.10) 

Из определения (4.6) очевидным образом следует, что n-кратное 
интегрирование подчиняется мультипликативному свойству: 

mkmk JJJ  .   (4.11) 

Действительно, 

      
интеграловmинтkинтеграловmk

dxxdxdxdxdxxdx

.

.........



   
= 

  xdxxd mk  . 

Понятно, что свойство (4.11) будет верно и при произвольных  k и 
m. Это позволяет рассматривать значения , заключенные только меж-
ду 0 и 1. Если, например,  больше единицы (но меньше 2), то, заменяя 
его на 1 + ,  всегда можно расписать 
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 xJ 1   =  ( )x d x1  =   xdxdx  )( ,      (4.12) 

имея после дробного интегрирования уже обычный интеграл. Очевид-

но, что (4.12) можно переписать и как   dxxxd )( . 

Задача 10. Проверить, что три  интеграла xdx
x

5,1

0
 , 

xdxxd
xx

5,0

00
  и xdxxd

xx


0

5,0

0

 равны  5,015
8 2/5

Г
x

. 

Решение. Рассмотрим третий интеграл. Первое интегрирование 

является табличным и равно 2/2x . Для последующего уже дробного 

интеграла имеем 
  yx

ydy
Г

xdx
xx


 

2

0

5,02

0 5,02
1

2
1 . Заменой пере-

менной 2zyx   получаем 
    zdzx

Г

x
22

05,0
1

 . Полученный ин-

теграл элементарный, в итоге приходим к выше написанному результа-
ту. 
 

§ 3. ЭЛЕМЕНТАРНЫЕ ФУНКЦИИ 
 

Для степенной функции nx дробный интеграл (4.10) примет 
вид 

J x
Г

t x t dtn n 


 

1 1

( )
( ) . 

После замены переменной интегрирования txt  , получим  

J x
x
Г

t t dtn
n

n





 


( )

( )1 1 . 

Но интеграл здесь есть В-функция (4.4), поэтому  
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nxJ   =  xdx n   = 





 nx
nГ

nГ
)1(

)1(
.             (4.13) 

Если отвлечься от множителя, то результат вполне очевиден. 

Рассмотрим экспоненциальную функцию xe , для этого слу-

чая 

  tdet
Г

eJ txx 1

)(
1 


 =  tdet

Г
e t

x
 1

)(



, 

но интеграл есть Г-функция (26.1), так что 
xxx exdeeJ    .                           (4.14) 

Экспонента не меняется при дробном интегрировании. Для случая 
xae  без труда находим 

xaeJ   = xaea  .                                   (4.15) 

Этот результат можно получить, не проводя фактически интегри-
рования, а используя только (4.14). Для этого проведем масштабное 
преобразование, т. е. заменим x на xa . Тогда (4.14) примет вид 

xaxa exade   . Но из определения кратного интеграла (4.6) сле-

дует, что для кратного дифференциала 

xdaxad   .   (4.16) 

Поэтому xaxa exdea   , откуда и следует (4.15). 

Рассмотрим тригонометрическую функцию, например, xsin . 
В этом случае 

i
xJ

2
1sin   ( xieJ   – xieJ  ) . 

Здесь пригодится (4.15), получаем 

i2
1

 ( xiei   - xiei  )( ) = 
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= 
i2

1
 ( )2/( xie    – e i x ( / )  2 ) = 










2
sin


x . 

Таким образом, 

xJ sin  xdx sin  = 









2
sin


x .  (4.17) 

Результат (4.17) можно получить, вычисляя последовательно: 

 2/sincossin  xxxdx , 

 2/2sinsinsin  xxxdxdx , 

 2/3sincossin  xxxdxdxdx , 

… 
 2/sinsin nxxxd n  . 

Обобщая n на нецелые  , приходим к (4.17). 
Аналогично находим и в более сложном случае: 

bxeJ xa sin  2/22 )( ba
e xa


  xsin , 

где угол  = arg(a + ib)  0, /2 . 

Если ввести пси-функцию  ( )z  = 
d
dz

Г zln ( ) , то можно найти 

дробный интеграл и от логарифма:  

J x ln    x
Г

x



  

( )
ln ( ) ( )

1
1 1


   ,          (4.18) 

где  (1+) -  (1) = -    dttt   ln1 1
1

0

 . 

В конце укажем на две трудности, возникающие при вычислении 
интеграла (4.14). Если разложить экспоненту в ряд, то получим сле-
дующее: 
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xd
x

xxde x 











  ...

2
1

2

 = 

 
 

 
 

 
  




















 ...

23
3

2
2

1
1

2x
Г

Гx
Г

Г
Г

Гx


 . 

В итоге мы не получаем xe . Вторая трудность в том, что если оп-

ределить пределы интегрирования, например, интегрировать от 0 до x, 
то в итоге получаем 

x
x

exde xx
x




 1

1

0


 . 

«Постоянная» интегрирования на самом деле является функцией 
переменной. 

 
§ 4. ДРОБНОЕ ДИФФЕРЕНЦИРОВАНИЕ  
 
Интегрирование и дифференцирование являются обратными по  

отношению друг к другу операциями. Это означает, что если продиф-
ференцировать интеграл от некоторой функции, то получим саму 
функцию: 

 





 )()( xxdx

dx
d

 . 

Для интеграла n-го порядка, очевидно, надо провести n дифферен-
цирований: 

 





 )()( xxdx

dx
d n

n

 . 

Мы распространим эту операцию и на произвольное число n , 
т. е. будем считать, что 

 





 )()( xxdx

dx
d

 


.                      (4.19) 
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Обозначим оператор дифференцирования 
d
dx

 как D, тогда (4.19) 

примет вид  JD  или 1 JD – единичный оператор. 

Отсюда ясно, что 
  JD .          (4.20) 

Заменив в формулах интегрирования  на -, получаем дробное 
дифференцирование. Например, для элементарных функций получаем 

),2/sin(sin

,

,
)1(

)1(


















 

xxD

eeD

x
nГ

nГxD

xx

nn

      (4.21) 

        xD ln = 
   
 

ln x
x Г

  



  


1 1
1

. 

Дробный дифференциал D  можно выразить через интеграл, для 

этого в (4.9) заменим  на -: 

 



 td

tx
t

Г
xJ 

 


 1)(
)(

)(
1)( . 

Так как      11  nГnnГ , то, заменив n –1 на -, получим 

       /1ГГ .  

Далее, заменив   )(
1

)(
1

)(
1

1 txdx
d

tx 


  , окончательно 

приходим к формуле 

D x
Г

d
dx

t
x t

dt





( )
( )

( )
( )


 
1

1
,                     (4.22) 

впервые предложенной Лиувиллем. 
Пределы интегрирования у нас в некотором роде произвольные, 

фиксируя их в (4.27), можно получать различные формы интегрального 
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представления оператора дробного дифференциала. Например, считая 
пределы интегрирования от 0 до x, выражение (4.22) можно преобразо-
вать в производную Маршо: 

D x
Г

t x t
x t

dt





 
( )

( )
( ) ( )
( )




 

 
1

1
. 

Однако лучше сначала использовать интеграл (4.10), который во 
всех отношениях более удобен, а затем просто поменять  на -. 

Оба интеграла (4.9) и (4.22) удивительным  образом  проявляются  
в  интегральном уравнении Абеля: 

),(
)(

)(
)(

1
1 xf

tx
tdt

Г

x

a


 




x  a .                      (4.23) 

Решим его, считая  (x) – неизвестной. Обычно используемая при 
этом процедура заключается в следующем. Сначала заменим перемен-
ные и перепишем (4.23) в виде 

).()(
)(
)(

1 tfГ
st

dsst

a




 
   

Умножим его на )(
1
tx 

 и проинтегрируем по t от a до x: 

   


 

x

a

t

a

x

a tx
tdtf

Г
st

sds
tx

dt
 



)(
)(

)(
)(

)(
)( 1 . 

Используя интеграл Дирихле 

   
x

a

t

a

x

a

x

s

tdsdsdtd ,......  

получаем 

   


 

x

a

x

s

x

a tx
tdtf

Г
sttx

td
sds  

)(
)(

)(
)()(

)( 1 . 

Для внутреннего интеграла заменим переменную t на   согласно 
формуле 
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 sxst   , 
тогда  

),1()()1,()1(1     ГГBd  
 

поэтому 

.
)(

)(
)1(

1)(  


x

a

x

a tx
tdtf

Г
sds 

  

Дифференцируя по x , окончательно получим: 

  .
)(

)(
)1(

1
 


x

a tx
tdtf

xd
d

Г
x 

                        (4.24) 

Производную от интеграла здесь можно переписать в следующем 
эквивалентном виде: 

 
 

 
   tx

tdtf
ax
af

tx
tdtf

xd
d x

a

x

a 





 
'

)(
)(

. 

Легко видеть, что выражение (4.23) есть определение дробного ин-
теграла (4.9), а (4.24) – определение дробного дифференциала (4.22). 

Задача 11. Доказать, что xdaxad   , где а – постоян-

ная. 
 



109 

ГЛАВА 5 
 
 
ФРАКТАЛЬНОЕ БЛУЖДАНИЕ 
 
В главе рассматриваются некоторые физические задачи, для кото-

рых фрактальной геометрией установим степенные закономерности. 
Исторически первыми из таких задач были теория броуновского дви-
жения, теория полимеров и теория перколяции, поэтому уместно рас-
смотрение их в данной книге. Замечательно, что для электромагнитных 
процессов устанавливается связь между размерностью блуждания и 
фрактальной размерностью, для стримерных каналов степенные пока-
затели удается вычислить. Для ветвлений дельты рек также установле-
ны степенные закономерности, хотя здесь еще и остаются нерешенные 
вопросы. 

 
§ 1. БРОУНОВСКОЕ ДВИЖЕНИЕ 
 
Если в одном углу комнаты пролить духи, то спустя некоторое 

время их можно почувствовать и в другом углу. Распространение мо-
лекул, ответственных за запах, происходит в окружение молекул воз-
духа, поэтому существенно отличается от движения в безвоздушном 
пространстве. Молекула запаха (далее – частица), двигаясь сначала по 
прямой, сталкивается с молекулой воздуха и, как бильярдный шар, ме-
няет свое направление. Такое движение открыл Роберт Броун (Robert 
Brown, 1826), поэтому его называют броуновским движением. Задачей 
здесь является получение информации о том, на какое расстояние за 
время t удалится частица от некоторого первоначального местополо-
жения, какую она будет иметь скорость. Впервые эта задача была ре-
шена А. Эйнштейном (1905) и приводится практически во всех учеб-
никах, посвященных кинетической теории вещества. Ввиду важности 
как самой задачи, так и возможного применения к другим задачам, 
приведем решение, следуя изложению в Фейнмановских лекциях по 
физике. 

Частица в среде испытывает порядка 1410  столкновений в секун-
ду, поэтому спустя, скажем, одной сотой доли секунды, уже не «пом-
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нит», что с ней было раньше. Значит все столкновения случайны, каж-
дый следующий «шаг» частицы совершенно не зависит от предыдуще-
го. Если R – расстояние частицы от начального положения, то в сред-
нем 0R , но, как и для всякого флуктуационного явления, 

02 R .  

Пусть l – среднее расстояние между двумя последовательными 
столкновениями, тогда (рис. 5.1): 

lRR
NN 
1

. 

 
 

Рис. 5.1. Блуждание молекулы. В результате хаотического движения  

из N сегментов длиной l молекула смещается на расстояние NR  
 

Возведем его в квадрат: 2
1

2
1

2 2 llRRR NNN
 

 и усред-

ним. Так как, очевидно, 01  lR N  – все направления равноверо-

ятны, то 
22

1

2 lRR
NN




. 

Это уравнение легко решается по индукции: 
22

1
lR  ; 222

1

2

2
2 llRR  ; 

222

2

2

3
3 llRR   … 

→ 
l 

 

NR  
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Так, что 
22 lNR

N
 .    (5.1) 

Если ввести среднее время   между двумя столкновениями, то за 
время t произойдет всего /tN   столкновений и (5.1) примет вид 

t
l

R


2
2  .    (5.2) 

Отношение /l  определяет какую-то скорость v. Поскольку сред-

нее 0v , то надо находить среднее от квадрата 2v . По определе-

нию среднего 

 
2

222

2
1

2
1









lvvv

коннач
, 

а по кинетической теории mkTv /32  , следовательно, 

m

Tkl B
6

2

2




,   (5.3) 

где 
B

k  – постоянная Больцмана, T – абсолютная температура, m – 

масса броуновской молекулы. Длина свободного пробега и время меж-
ду двумя столкновениями строго связаны между собой. 

Шагая по дороге со скоростью /lv  , путник за время t  преодо-
леет расстояние tvL   (рис. 5.2). Например, имея скорость 3 км/ч, 

путник за 1 час может удалиться на 3 км. Однако, шагая в лесу, путник 
постоянно будет менять направление, обходя деревья. В этом случае, 
меняя время t  на lL / , из (5.2) находим среднеквадратичное рас-
стояние R: 

lLRR  2 .   (5.4) 

Для путника в лесу длина l будет определяться пределом прямой 
видимости, скажем, в 30 м. Тогда, согласно (5.3), путник за 1 час уда-
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лится на ммкм 300303  , а не на 3 км, как это было бы на 

прямой дороге. 
 

 
 

Рис. 5.2. Движение по прямой и хаотическое блуждание 
 
§ 2. ТЕОРИЯ ПЕРКОЛЯЦИИ 
 
Пусть путник находится не в лесу, а на краю болота. Перепрыги-

вая с кочки на кочку, это болото можно легко преодолеть, но это воз-
можно, если кочки находятся достаточно близко друг от друга. Может 
случиться так, что кочки окажутся на далеком расстоянии и путник не 
сможет по ним прыгать, застрянет где-нибудь посередине болота. Оче-
видно, что существует критическая плотность 

c
n  расположения ко-

чек, при котором становится возможным преодолеть болото. Такую 
ситуацию называют порогом протекания. Теория, основанная на суще-
ствовании порога протекания, называется теорией перколяции. Ее ос-
новное положение заключается в предположении, что вблизи порога 
протекания все величины в задаче степенным образом зависят от раз-
ности сnnn  . Согласно формуле (5.1), в задаче броуновского 
движения основными величинами являются среднеквадратичное рас-
стояние R, число прыжков N и среднее расстояние между кочками l. 
Когда n  cn , кочки расположены достаточно плотно, и путник в кон-

це концов преодолеет болото. Если n  cn , то кочки расположены да-

→ 
l 

NR  L 
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леко друг от друга, и турист не сможет прыгать по ним. Вблизи n  cn , 
согласно теории перколяции, мы должны принять, что 

l   n ,   (5.5) 

N   n ,    (5.6) 
2R    n .   (5.7) 

Чтобы турист застрял в болоте, расстояние между кочками l надо 
устремить в бесконечность: l   при n  0, поэтому в (5.5) показа-
тель степени входит с отрицательным знаком. Знаки в степенях в (5.6) 
и (5.7) положительны, это необходимо для того, чтобы при n  0 

было N  0 и 2R   0, – турист остается на месте.  

По существу законы (5.5) – (5.7) означают многомасштабность 
процесса протекания. 

В теории перколяции остается справедливой формула (5.1): 
22 lNR  .   (5.8) 

Кроме того, согласно определению понятия плотности, имеем: 

n   2R
N

.   (5.9) 

По существу, это условие самоподобия процесса протекания. 
Подставляя (5.5)–(5.7) в (5.8)–(5.9), получаем два уравнения для 

трех показателей: 
 2 ,  1 . 

Отсюда сразу находим 2/1 , т. е. 

  l  
c

nnn 



11

.   (5.10) 

Полученное соотношение указывает, что средняя длина свободно-
го пробега представляет собой корреляционную длину. Далее 

N   n , 2R   1 n .   (5.11) 



114 

Если мы хотим найти зависимость R от N, то сначала выражаем  

n   /1N , далее 

R  

2

1
N . 

Поскольку число прыжков от кочки к кочке пропорционально 
времени t передвижения через болото, то получаем, что 

R  

2

1
t .    (5.12) 

Получили степенной закон блуждания путника через болото. 
Обратим внимание на существенный недостаток перколяционного 

подхода. Во-первых, необходимо сразу предполагать степенные зави-
симости, во-вторых, он характеризуется обилием степенных показате-
лей. Хотя нам и удалось для блуждания по болоту все степенные пока-
затели выразить через одну величину, но в общем случае этого не все-
гда удается сделать. 
 

§ 3. ФРАКТАЛЬНОЕ БЛУЖДАНИЕ 
 
Неоднородность реальных сред приводит к тому, что траектория 

путника представляет собой сильно изломанную, причудливую линию. 
Перепрыгивая с кочки на кочку при пересечении болота, путник опи-
сывает не только извилистую линию, но и линию, состоящую из отрез-
ков. Это означает, что в общем случае линия еще и фрагментарна. Та-
кие извилистые и иногда фрагментарные линии обладают важными 
свойствами многомасштабности и самоподобия, т. е. описываются 
фрактальной геометрией, их длина L описывается формулой Ман-
дельброта – Ричардсона: 

DCL  1 .   (5.13) 

Здесь   – масштаб измерения, D – фрактальная размерность линии. 
Если линия непрерывна, то для путника на плоской поверхности Земли 
1  D  2. Для путника на болоте линия фрагментарна и 0  D  1. 

Если линия в неоднородной, неупорядоченной среде является 
фрактальной, то и среда является фрактальной. Тогда движение путни-
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ка во фрактальной среде будет являться блужданием по или вокруг не-
однородностей. 

Траектория движения частицы описывается заданием зависимости 
местоположения частиц от времени t. При движении во фрактальной 
среде траектория будет фрактальной, т. е. многомасштабной и самопо-
добной. Это означает, что все траектории геометрически подобны друг 
другу. Геометрическое подобие математически описывается следую-
щими преобразованиями: 

LL ' , tt h' .   (5.14) 

Здесь траектория (L ’, t ’) подобна траектории (L, t),   – масштаб-
ный множитель. Степенной показатель h говорит о том, что происхо-
дит именно блуждание и соотносится с размерностью фрактальной 
среды. Поэтому естественно h назвать размерностью блуждания. Мы с 
ней уже встречались в главе 2 (формула 2.9). Исключим масштабный 
множитель следующим приемом: 

h

t
t

L
L

1

''








 . 

Отсюда следует, что L и ht /1  пропорциональны друг другу: 

L   ht /1 .    (5.15) 

Мы получили фундаментальный для фрактальной геометрии закон 
фрактального блуждания. Он описывает степенной рост со временем 
линейного размера области блуждания объекта во фрактальной среде. 

Закон (5.15) мы получили, перенося фрактальность объекта на сре-
ду. Но рассуждения можно обратить, тогда (5.15) будет описывать рост 
фрактальных объектов со временем. Если объект состоит из отдельных 
структур (стримерные каналы, дельты рек), то при росте структуры 
происходит их бурное разветвление и запутывание. Природные объек-
ты стремятся захватить как можно больший объем и плотнее его за-
полнить. 

Одна из задач фрактальной геометрии и фрактального исчисления 
– это установление связи размерности блуждания h и фрактальной раз-
мерности D среды, в котором происходит блуждание. В главе 3 мы уже 
установили, что для разветвленных структур на плоскости 
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22
22
 Dh . 

Если ветвление происходит в объеме, то из геометрического смыс-
ла фрактальной производной следует, что 

32
33
 Dh . 

Для блуждания через болото мы установили закон (5.12), откуда 
следует, что 

1
2






h . 

Поскольку одновременно h  0 и    0, то отсюда следует, что 
фактически    1. Впрочем, неравенства следуют и из (5.11). 

Сравнение формулы R  2/1t , относящейся к броуновскому блуж-

данию, и результата R  ht /1 , относящегося к фрактальному блужда-

нию, позволяет выдвинуть следующий эвристический принцип. Если 
для какого-то процесса, происходящего в однородной среде, для вели-
чин y и x, описывающих этот процесс, известен следующий степенной 
закон: 

y  2/1x ,    (5.16) 

то для этого же процесса, но происходящего в неоднородной, неупоря-
доченной среде, закон (32.4) заменяется на следующий: 

y  hx /1 .    (5.17) 
В качестве примера рассмотрим затухание электромагнитного по-

ля в однородной среде. Величина, описывающая это затухание, являет-
ся скин-слой 

C
H , который зависит от частоты f электромагнитного 

поля: 

C
H   2/1f .   (5.18) 

Согласно эвристическому принципу, если среда неоднородная, ко-
гда проводящие и диэлектрические свойства в среде распределены хао-
тично, то скин-слой будет следующим образом зависеть от частоты: 

C
H   hf /1 .   (5.19) 
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Остается только определить фрактальную размерность среды, т. е. 
что она описывает, и установить ее связь с величиной h в (5.19). Эту 
задачу решим в следующем параграфе. 

Если известна скорость движения v, то пройденное расстояние r 

будет находиться как tdvr  . Однако при броуновском движении 

средние значения r  и v  равны нулю. Отличные от нуля только 

средние значения квадратов этих величин: 2r  и 2v , и нужно го-

ворить о зависимости 2rr   от времени. Для броуновского дви-

жения r  t . Такую зависимость можно получить, используя разра-
ботанное в главе 3 фрактальное исчисление. Необходимо использовать 
правило перехода: 

v
td

dtdv
2/1











 . 

При этом приобретает смысл и величина r, она является средне-
квадратичным значением. Таким образом, находим, что соотношение 

tdvr   

переходит в 

2

2/1

2 v
td

dr 









 . 

Поскольку constvv  2 , то получаем 

2/1tvCr  .   (5.20) 
Такой степенной закон был получен ранее в главе 1 § 1. 

Если ввести среднюю длину свободного пробега l и среднее время 
 , то в (5.20) можно избавиться от множителя C: 


tlr  . 
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Для описания фрактального блуждания необходимо использовать 
следующее правило перехода: 

v
td

dtdv
h/1











 .  (5.21) 

Теперь, используя правило взятия фрактальной производной от 
постоянной величины, находим 

h

h

tvCv
td

dr /1

/1











 , 

т. е. получили степенной закон (5.20), где согласно эвристическому 
принципу степенной показатель 2/1  заменен на h/1 .  

 
§ 4. СВЯЗЬ МЕЖДУ h И D  
ДЛЯ ЭЛЕКТРОМАГНИТНЫХ ПРОЦЕССОВ 
 
Пусть на частоте f проводящая среда зондируется внешним элек-

тромагнитным полем на глубине скин-слоя  fH
C

. Глубину зонди-

рования скин-слоя разделим на три равные части, среднюю проводя-
щую часть заменим диэлектрической прослойкой. Для оставшихся 
двух проводящих слоев повторим операцию замены средней части ди-
электрической прослойкой (рис. 5.3). С геометрической точки зрения 
получаем канторовское множество с размерностью 3ln/2lnD . 

Чтобы прозондировать получаемый участок, достаточно частоты 
f3 . Поскольку таких участков 2, то отсюда следует функциональное 

уравнение 
   fHfH

CC
32 .   (5.22) 

Согласно методу решения таких уравнений, решение ищем в виде сте-
пенной функции: 

  x
C

fAfH  ,    (5.23) 

с неизвестным степенным показателем x, где A – некоторая постоянная. 
Подставляя (5.22) в (5.23), получаем 

 xx ff 32 . 
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Отсюда находим x 32  и 

3ln/2lnx . 
Сравнивая с величиной 3ln/2lnD , заключаем, что Dx   и 

  D
C

fAfH  .   (5.24) 

Теперь уже можно сравнить формулы (5.24) и (5.19), из сравнения 
которых следует, что 

D
h 1
 .    (5.25) 

 

 
 
Рис. 5.3. Канторовское множество, образованное проводящими участками 

с проводимостью  , разделенные диэлектрическими участками с проницае-
мостью  . Все значения   и   в общем случае неоднородной среды 

 
Таким образом, для электромагнитных процессов во фрактальных 

средах размерность блуждания электромагнитного поля обратно про-
порциональна фрактальной размерности распределения проводящих 
участков. 
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§ 5. СТАТИСТИЧЕСКАЯ ТЕОРИЯ ПОЛИМЕРНЫХ ЦЕПЕЙ 
 
Для физико-математической науки свойственно, что только не-

большое число задач поддается точному решению. Зачастую приходит-
ся использовать приближенные методы. Фрактальная геометрия не яв-
ляется исключением, здесь только для иерархических структур воз-
можно точное вычисление фрактальной размерности. Для реальных 
природных объектов фрактальную размерность можно найти только 
после тщательных измерений. Однако в природе есть объекты, для ко-
торых фрактальная размерность вычисляется. К таким объектам отно-
сятся полимерные цепи, стримерные каналы и дельты рек. Сначала 
рассмотрим полимерные цепи. 

Полимерная цепь представляет собой клубок, состоящий из N 
звеньев, каждое длиной l. Поскольку число звеньев цепи огромно, то 
для их описания можно применить методы статистической физики, как 
это впервые сделал Флори (P. Flory, 1949). Согласно распределению 
Гаусса, вероятность P того, что размер клубка, состоящего из полимер-
ной цепи, будет равен R, есть 

 22 2/3exp lNRconstP  .   (5.26) 

Это ведет к появлению эффективного потенциала STU eff  , 

где T – температура, энтропия PS ln , т. е. 

2

2

2
3

lN
R

TconstUeff  .   (5.27) 

Для идеального газа внутренняя энергия TnVU  , где V – объем 
газа, n – плотность частиц. Для реальных газов внутреннюю энергию 
разлагают в ряд по плотности n: 

 ...32  CnBnnTVU , 

где B, C – вариальные коэффициенты. Исключая идеальный газ, при-
мем, что энергия клубка равна  



121 

2nTVBU  ,    (5.28) 

где под n понимаем концентрацию звеньев в клубке (n  3/ RN ). Те-
перь можно составить функционал F, называемый свободной энергией: 

N
R

l
T

R
N

BTcSTUF
2

23

2

2
3

 ,  (5.29) 

где постоянная c  1. В состоянии равновесия min)( RF , поэтому 
0/ dRdF , откуда 

  5/132 NlBcR    5/3N .  (5.30) 

Поскольку для фрактального объекта  

R   DN /1 ,   (5.31) 

то из (5.30) следует, что размерность блуждания звеньев полимерной 
цепи равна 

3
5

D .    (5.32) 

Поскольку звенья расположены в объеме, то под D в (5.32) надо 
понимать 

3
D . 

Полимерную цепь можно растянуть в линию или расплющить на 
плоскости. Поэтому, в общем случае, вместо (5.26) будет 

 22 2/exp lNREconstP  , 

где E – размерность евклидова пространства; 1E  – линия, 2E  – 

плоскость, 3E  – объем. Плотность звеньев 
E

n   ERN /  и объем V 

 ER . В итоге, свободная энергия будет 
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N
R

R
N

F E

22

 . 

Здесь мы все величины, не относящиеся к N и R, не стали выписы-
вать. Из условия min)( RF , находим 

R   hN 2
3

. 

Таким образом, в общем случае фрактальная размерность звеньев 
полимерной цепи 

3
2 ED

E


 .   (5.33) 

Пьетронеро (L. Pietronero, 1982) установил, что для полимерных 
цепей размерность блуждания h связана с фрактальной размерностью 
D трехмерного пространства, образуемой самой полимерной цепью, 
следующим соотношением: 

2
1 3

3

D
h  .   (5.34) 

Теперь из (5.33) находим 

6
11

3
h .    (5.35) 

Отметим еще один аспект, следующий из (5.33). Поскольку 
3/4

2
D  и 3/5

3
D , то 

3
1

23
 DD .   (5.36) 

Этим самым устанавливается связь между фрактальными размер-
ностями полимерной цепи в пространстве и на плоскости. 
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§ 6. СТАТИСТИЧЕСКАЯ ТЕОРИЯ СТРИМЕРНЫХ КАНАЛОВ 
 
В природе и технических устройствах в результате пробоя высо-

ким напряжением диэлектрического материала часто возникают стри-
мерные каналы (см. рис. 2.15). В главе 2 § 3 в результате измерений мы 
установили, что для планового рисунка стримерного канала размер-
ность блуждания 

02.004.1
2

h   

и фрактальная размерность 
03.052.1

2
D , 

причем эти обе величины связаны следующим соотношением: 
 12

22
 Dh .    (5.37) 

С другой стороны, из литературных источников (см. глава 2 § 3) 
известно, что 

2
D (литер) 55.145.1  , 

3
D (литер) 05.016.2  . 

Видим, что  измерD
2

 и  литерD
2

 в пределах ошибок изме-

рения совпадают друг с другом. Было бы желательно вычислить уста-
новленные в результате измерений фрактальные размерности стример-
ных каналов. Эту задачу можно решить, если предположить, что ветв-
ления, образующие рисунок стримерных каналов, состоят из сегментов 
эффективной длиной l. Огромное число сегментов, как и для полимер-
ных цепей, позволяет использовать методы статистической физики. 
Вероятность того, что ветвления стримерного канала распространятся 
на расстояние R, пропорциональна 

 22 2/3exp lNR .  (5.38) 
Нормировочный множитель не выписан, поскольку в решение рас-

сматриваемой задачи он не войдет. Взяв от вероятности (5.38) лога-
рифм, находим энтропию S данной конфигурации: 
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2

2

0 2
3

lN
Rk

SS  ,   (5.39) 

где k – постоянная Больцмана, 
0

S  – энтропия среды, в которой проис-

ходит развитие стримерных каналов. 
Примем, что стримерные каналы представляют собой низкотемпе-

ратурное плазменное образование. Тогда внутренняя энергия U  пред-
ставляет в основном корреляционную энергию, которая относительно 
ионов вычисляется методом Дебая – Хюккеля. Применительно к элек-
тронам внутренняя энергия будет 

N
r

q
U

D0

2


 ,   (5.40) 

где q  – заряд электрона. Здесь радиус Дебая 

N
V

q

Tk
r

D 2
0


 ,   (5.41) 

где T – абсолютная температура, V – объем конфигурации. Зная внут-
реннюю энергию и энтропию, находим свободную энергию конфигу-
рации: 


0

FSTUF 2

2
2/3

0

2

2
3

2 lN
R

Tk
V
NN

Tk
qTk
















.  (5.42) 

Здесь объем 3

4
3 RV  . В состоянии равновесия   minRF  

или 0




R
F

. Отсюда окончательно находим: 

  5/7RARN  ,   (5.43) 
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где 

5/7

5/3

0
2

5/1

2 4/18
1 

























 l

lq
Tk

A


. (5.44) 

Мы получили степенной, или скейлинговый, закон роста стример-
ных каналов. Теперь осталось связать степенной показатель с фрак-
тальной размерностью. К сожалению, имеющиеся в литературе данные 
не позволяют по формулам (5.42) и (5.44) определить эффективную 
длину сегмента l. 

Из сравнения (5.43) и (5.31) следует, что 

5
7

3
h . 

Стримерные каналы представляют собой разветвленную структуру 
и для объемного его образования из главы 3§ 5 (3.38) известно, что  

32
33
 Dh . 

Теперь можно найти фрактальную размерность объемной структу-
ры стримерного канала: 

2.2
5

11
3

D . 

По известной величине 
3

D  теперь надо найти значение 
2

D . Это 

можно сделать, если предположить справедливость следующего равен-
ства: 

3
D  = 

2
D  + 

3
2

,   (5.45) 

Одно из обоснований этого соотношения в § 7 Главы 6. Тогда легко 
можно найти, что 

2
D  = 

3
D  – 53.1

15
23

3
2
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и 

07.1
15
1622

22
 Dh . 

Все вычисленные величины согласуются с измеренными значе-
ниями, приведенными в начале параграфа. Хотя и не удалось пока 
строго доказать соотношение (5.45), но совпадение численных резуль-
татов внушают оптимизм, что такое доказательство существует. 

 
§ 7. СТАТИСТИЧЕСКАЯ ТЕОРИЯ ВЕТВЛЕНИЙ ДЕЛЬТЫ РЕК 
 
Образование дельтообразного устья реки связано с неоднородным 

строением земной поверхности. Последовательный учет всех неодно-
родностей вряд ли представляется возможным. Но можно предложить 
качественную статистическую теорию, связанную с тем, что количест-
во рукавов дельты достаточно большое, и их можно описывать стати-
стически. 

Исходным пунктом предлагаемой теории является предположение, 
что дельту можно рассматривать как статистическую систему, обла-
дающую вероятностью ветвлений, энтропией и величиной, аналогич-
ной свободной энергии в статистической физике. Вероятность P того, 
что на расстоянии R образуется N рукавов, пропорциональна распреде-
лению Гаусса: 











 2

2

2
2

exp
lN

R
P .   (5.46) 

Множитель 2 в знаменателе экспоненты связан с тем, что система 
двухмерна. Величина l – это некоторая эффективная длина. Логариф-
мируя, находим энтропию S системы рукавов: 

2

2

2
2

ln
lN

R
PS  .   (5.47) 

Введем величину U, аналогичную внутренней энергии в статисти-
ческой физике. Если внешней границы нет, то U пропорциональна чис-
лу рукавов. Однако дельта реки всегда упирается в водоем сбора своих 
вод, где испытывает сильнейший гидроудар. Поэтому для дельты рек 
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величина U будет пропорциональна квадрату числа рукавов. Кроме 
этого, U должна быть пропорциональна плотности рукавов n, где 

n  2R
N

.    (5.48) 

Здесь R – линейный размер области, содержащий N рукавов. Одна-
ко из-за сложной структуры дельты величина U будет пропорциональ-
на плотности n в некоторой степени k. Таким образом, собирая все, по-
лучаем: 

knNconstU 2 .  (5.49) 

Система рукавов описывается функционалом F, аналогичной сво-
бодной энергии в статистической физике, т. е. 

SUF   
или 

N
R

R
N

F k

k 2

2

2




.   (5.50) 

В состоянии равновесия minF , или 0
dR
dF

. Отсюда находим: 

N   3
12




k
k

R .   (5.51) 

Мы получили скейлинговый закон роста количества рукавов с ли-
нейным размером дельты. 

Предложенная теория ветвлений позволила описать установлен-
ный для дельты рек Селенги, Лены и Волги степенной закон (5.51). С 
другой стороны, согласно фрактальной геометрии 

N   )1(2 DR .   (5.52) 

Приравнивая степенные показатели в (5.51) и (5.52), находим связь 
между степенным показателем в (5.49) с фрактальной размерностью: 

D
D

k





2
43

.   (5.53) 

Отсюда следуют два вывода, связанные с тем, что мы полагаем k  
0. Во-первых, D2   0, или D   2, как и должно быть для фракталь-
ного объекта на плоскости. Во-вторых, 43 D   0, откуда 
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D   33.1
3
4
 .   (5.54) 

Неравенство означает, что дельты рек с фрактальной размерно-
стью, меньшей 1,33, в природе существовать не могут. Результат верен, 
по крайней мере, для дельты рек Селенги, Лены и Волги. Обратим 
внимание на то, что критическая фрактальная размерность близка к 
фрактальной размерности побережья оз. Байкал (см. глава 1§ 11). 

Выше предположено, что из-за гидроудара величина U пропор-

циональна 2N . Однако возможно и другое рассмотрение, когда из-за 

разветвления рукавов величина U будет пропорциональна 2n  (как и 
для полимерных цепей). Тогда вместо (5.49) будем иметь 

kNnconstU 2 .  (5.55) 
Функционал F изменится и примет следующий вид: 

N
R

R
N

F
k 2

4

2




. 

Откуда из условия minF  находим 

N   2
6
kR . 

Сравнивая с (5.52), получаем 

1
23




D

Dk . 

Поскольку k  0, то 1  D  2, как и должно быть для фрактального 
объекта на плоскости. В настоящее время чисто логическим путем не-
возможно указать, какой из полученных результатов оказывается вер-
ным. Здесь необходимо дальнейшее исследование. 
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ГЛАВА 6 
 
 
ФУНКЦИЯ ЛАГРАНЖА, ФРАКТАЛЬНАЯ РАЗМЕРНОСТЬ 
ВРЕМЕНИ, ТУРБУЛЕНТНОСТЬ 
 
Оригинальным методом получена формула Пьетронеро. Предло-

жена фрактальная размерность времени. Это позволяет установить 
взаимосвязь фрактальной размерности времени с коэффициентом зату-
хания периодических процессов и подойти к вопросу о турбулентно-
сти. Предложен математический метод получения степенных законов. 

Здесь мы вторгаемся в обширную область науки, которую называ-
ют физикой.   

 
§ 1. ФУНКЦИЯ ЛАГРАНЖА 
 
В физике наиболее общее описание движение частицы произво-

дится функцией Лагранжа L, зависящей от положения частицы R  и его 

скорости 
td
Rd

R  : 

 RRLL , .   (6.1) 

Для свободного движения частицы массой m функция Лагранжа есть 

L = 
2

2Rm 
,   (6.2) 

Перейдем на геометрически подобную траекторию: 

               RR  ,        tt h .  (6.3) 

Функция Лагранжа изменится и примет следующий вид: 

L   hh Rm 22
2

22

2
 


 L.  (6.4) 
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Чтобы преобразование (6.3)  не коснулись самого движения, необхо-
димо положить 

022  h . 

Откуда 

1h .    (6.5) 

Таким образом, для свободного движения размерность блуждания h 
равна 1. При этом  

ttRR /'/'  , 
что означает движение по инерции. 

Если на частицу наложены внешние условия, которые изменяют 
характер движения частицы, то говорят, что частица находится во 
внешнем потенциальном поле  RU . Функция Лагранжа во внешнем 
поле изменяется, и вместо (6.2) принимает следующий вид:  

 RU
Rm


2

2
.   (6.6) 

       Применим функцию к полимерной цепи. Полимерная цепь пред-
ставляет собой клубок, состоящий из N звеньев, каждое длиной l. Об-
разование клубка можно рассматривать как движение частицы без са-
мопересечения в некотором эффективном поле  RU , на которое на-
ложено условие масштабной инвариантности: 

   RURU D .   (6.7) 

Функция Лагранжа (6.6) после масштабного преобразования (6.3) при-
мет вид: 

L =  RU
Rm Dh  
2

2
22


 

или 
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L =  











 RU

RmDhD

2

2
22


 . 

Чтобы новая функция Лагранжа была пропорциональна исходной 
функции Лагранжа, необходимо положить 

022  Dh , 

откуда получаем соотношение Пьетронеро: 

2
1 Dh  .    (6.8) 

Этим самым мы установили связь между размерностью блуждания 
и фрактальной размерностью для полимерной цепи, которая старается 
заполнить как можно больший объем и не пересекаться сама с собой. 
Поскольку клубок заполняет некоторый объем, то (6.5) необходимо 
уточнить, именно 

2
1 3

3

D
h  , 

где индекс 3 указывает, что полимерная цепь располагается в трехмер-
ном пространстве. 

Одна из альтернативных формулировок аксиомы самоподобия 
(глава 1 § 3) является замена R . Тогда потенциальная энергия 
(6.7) примет  вид 

    URRU D . 

Положив здесь 1 , получаем 

   1URRU D . 

Функция Лагранжа примет вид 

L =   DRU
Rm  1
2

2
. 
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Теперь можно составить уравнения Лагранжа, которые имеют сле-
дующее точное решение: 

2/1

11sin

2
11

2
11sin

)1(
2 DR

D
Г

D

D
Г

D
U

m
t 







 














 














 







. (6.9) 

Отсюда опять следует соотношение (6.8). 

 
§ 2. ФРАКТАЛЬНАЯ ПРИРОДА ВРЕМЕНИ 
 
Время измеряют, наблюдая какой-либо периодический процесс. 

Например, если стрелка часов сделала полный оборот, то мы говорим, 
что прошел 1 час. Однако, если периметр окружности часов представ-
ляет собой извилистую линию, то стрелка часов будет пробегать боль-
шую длину и затратит на это больше, чем 1 час. 

Аналогично тому, что длину измеряют с помощью масштаба  , 
для измерения времени выберем эталон  . Тогда соотношение 

L  ht /1  
можно переписать как 

h
Lt











. 

Считая const /  и подставляя DCL  1 , находим 
hDKt  1 ,   (6.10) 

где в множитель K спрятали все неопределенные множители. Если за-
писать 

  1Kt ,   (6.11) 

где   – фрактальная размерность времени, то из (6.10) следует 

Dh .    (6.12) 
Например, для полимерных цепей 
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2
1 DD , 

для разветвленных структур 
 32  DD , 

для электромагнитных процессов 
1 . 

Для решения физических задач предположим, что время обладает 
фрактальной размерностью, равной 1 . Для наших целей удобно 
считать число  небольшим; в рассматриваемых ниже задачах малость 
  будет подтверждена расчетом. Кроме того, для удобства записи 
формул примем, что для учета фрактальной природы времени (если 
таковая имеет место в природе) достаточно поменять обычную произ-
водную на дробную. 

Эволюция физической системы со временем описывается операто-
ром Гамильтона. Будем считать, что этот оператор имеет дискретный 
спектр 

0
E , 

1
E , 

2
E ... , разность между ними 

mnnm
EE   на-

зывается частотой. Зависимость от времени какой-либо физической 
величины x дается экспоненциальным множителем  ti

nm
exp . По 

собственным функциям оператора Гамильтона строим матричные эле-
менты 

nm
x  физической величины x. Матричный элемент от скорости 

изменения x будет  
nmnm

nm

xix 





 

 (точка сверху означает произ-

водную по времени).  
Фрактальная природа времени ведет к изменению характера про-

изводной по времени, предположим, что она становится дробной. При 

этом скорость  изменения величины  x  заменится: x
dx
dx











1

.  

 
Соответственно изменятся и матричные элементы:  
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nm
nm

x
dx
dx ][

1. 














 . 

Поскольку xaDxa
D

eae
dx
d







 , то 

  .
nmnmnm

nm

xiix 





 

 

 
Дальнейшее уже требует конкретного рассмотрения физической 

системы. 
 
§ 3. СВЯЗЬ КОЭФФИЦИЕНТА ЗАТУХАНИЯ С ФРАКТАЛОМ  
 
Рассмотрим матричный элемент от ускорения: 

2
nm

nm

x 





 

  
nmnm

xi  2 .  

Используя малость , будем  иметь  iei i  12 , 

12 
nm

. Для ускорения получаем  

nmnmnmnm
nm

xixx 22  





 

. 

В последнем слагаемом заменим 
nmnm

xi  обратно на 
nm

x





 

, 

тогда окончательно находим 














 

xxx
nmnmnm

nm

 2
nm. 

Множитель при скорости является коэффициентом затухания , 
его матричный элемент 

nmnm
  . В силу малости  будет ма-

лым и коэффициент затухания, что обычно и полагается для затухаю-
щих колебаний. 
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Полученный результат может быть применен для одного частного 
случая. Рассмотрим макроскопическое количество частиц, находящих-
ся в термодинамическом равновесии. Перейдем к квазиклассическому 
пределу, заменив равенство для матричных элементов на равенство для 
физических величин: 

  .    (6.13) 

Движение частиц происходит в узком слое шириной E  между 
двумя близкорасположенными энергетическими  поверхностями.  Час-
тота   будет  связана с переходами частиц между этими поверхностя-
ми: E . Сами переходы происходят из-за столкновений  между 
частицами, при этом коэффициент  затухания просто связан со средним 
временем свободного пробега ·  /1 . Но с этим же временем в 
силу принципа неопределенности связана и ширина размытия энергии: 

 2E . Отсюда следует, что частота  /2 . Подставляя в 
(6.13), получаем 







21
 ,   (6.14) 

откуда 
05.02/1 2   .  (6.15) 

Этим самым оправдывается сделанное выше  предположение о ма-
лости параметра . Обратим внимание на то, что  результат  (6.15)  ус-
танавливает связь между фрактальной размерностью  времени  и  
трансцендентным числом . В такой связи нет ничего удивительного, 
если вспомнить, что как , так и  связаны с длиной окружности. 

 
§ 4. ФРАКТАЛ И ТУРБУЛЕНТНОСТЬ 
 
Пусть на стационарное движение жидкости накладываются  малые  

возмущения, происходящие с частотой  i . Амплитуда возмуще-
ний скорости будет  

А     tti  expexp  , 
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т. е. начинает расти со временем. Это, как считается по Ландау, и явля-
ется условием появления турбулентности. Мы выразим  параметр  
через фрактал времени. 

Для малых времен производную по времени от квадрата амплиту-
ды A2 можно разложить в ряд по ней самой:  

22 2 AA
td

d  . 

Чтобы правая часть была  заведомо первым членом некоторого ряда, 
необходимо считать, что   . В случае фрактальности времени надо 
заменить  

dt
d 2

1
2 A

dt
dA









 . 

Здесь обратим внимание на то, что все частоты  образуют дискретный 
спектр. Это необходимо для того, чтобы на бесконечности поток был 
ламинарным. Дискретный спектр находят, решая задачу на собствен-
ные значения для некоторого оператора. Причем нам не важен вид это-
го оператора, мы должны быть уверены только в том, что такой опера-
тор существует. По собственным функциям  этого оператора составим 
матричные элементы: 










nm

A
dt
d 2 










nmA
dt
d 2

1 

 

  nmnmnm
Aii 2 . 

Для учета малости  надо принять  2/3exp ii  , чтобы поя-

вилась первая, нужная для возникновения турбулентности, частота . В 
этом случае 

nmnmnmnm
nm

AAiA
dt
d 222

2
3  



 , 

учтено, что  12 
nm

. Сравнивая последнее слагаемое с 

 
nm

A 22 , находим  
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nmnm


4
3

 .                             (6.16) 

Этим самым устанавливается связь между  и , т. е. турбулентно-
стью и фракталом. Поскольку   , то   1, что выше и предпола-
галось. 

Если перейти к некоторому «квазиклассическому» пределу, то 
можно переписать (6.16) непосредственно для физических величин: 


4
3

 .                             (6.17) 

Действительно, явление турбулентности явно не квантовое, поэто-
му необходимо пользоваться формулой (6.14). Аналогично формуле 
(6.11) можно предположить, что 







2
4
31

 ,
 

откуда 

23
2


  . 

Здесь также   1. 
При выводе (6.13) и (6.17) мы полагали    1. От этого произ-

вольного условия можно избавиться, если провести процедуру, анало-
гичную операции «перенормировки». Это означает, что сначала задает-
ся затравочная частота 

0
 , затем по ходу вычислений выражения ви-

да   ...ln1
00
   переобозначают на   и считается, что новое 

значение  и есть физическая частота, которая  поддается измерению. 
Результаты §§ 3 и 4 настоящей главы получены в предположении, 

что мы имеем дело с производными дробного порядка. Если все вы-
числения проводить во фрактальных производных (попробуйте это 
сделать), то это повлечет только изменение численных коэффициентов 
в формулах (6.13) и (6.17). 
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§ 5. ТУРБУЛЕНТНОСТЬ. ЗАКОН КОЛМОГОРОВА 
 
Широкий класс внешних потенциальных полей составляют поля, 

являющиеся однородными функциями координат. При этом поле U 
зависит от R степенным образом, скажем, как  

U    R k.    (6.18) 
Поскольку, согласно (6.6), функция Лагранжа зависит от скорости как 

2R , то в поле от однородной функции координат функция Лагранжа 
имеет следующую функциональную зависимость: 

 2, RRLL k  . 
Перейдем от одной траектории к другой, геометрически подобной, от-
личающейся от первоначальной траектории линейным размером. То 
есть проведем масштабное преобразование. Функция Лагранжа после 
чего примет следующий вид: 

 222, RRLL hkk   , 
или, 

  222, RRLL khkk   .  (6.19) 
Чтобы новая функция Лагранжа не отличалась от исходной 

 2, RRLL k  , необходимо положить 

022  kh , 
или, 

2
1 kh  .    (6.20) 

Для математического маятника поле квадратично зависит от коор-
динат, т.е. в этом случае 2k . Из (6.20)  находим 0h . Откуда 

RR ' ,        tt ' , 
т.е. период колебаний не зависит от амплитуды колебаний. 

При движении в гравитационном поле U  R/1 , т.е. 1k . Из 
(6.20) получаем 2/3h . Тогда 

RR ' ,        tt 3/2'  . 
Исключая масштабный множитель   следующим приемом: 
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3/2''










t
t

R
R

 , 

находим: 
3R   2t . 

Мы получили закон Кеплера – куб размера орбиты планеты пропор-
ционален квадрату периода движения по орбите. 

Законы подобия сыграли выдающуюся роль при установлении не-
которых закономерностей сложного природного явления – развитой 
турбулентности. Медленное течение жидкости со скоростью V проис-
ходит слоями. Трение слоев друг с другом и внешними поверхностями 
называется вязким трением, которое пропорционально градиенту ско-
рости V . Таким образом, для описания состояния жидкости требу-
ется знание скорости и градиента скорости, т.е.  

 VVFV  , .   (6.21) 
Этот закон называется уравнением Навье-Стокса. 

При увеличении скорости течения слои начинают разрываться. В 
силу потенциальности течения концы разорванных слоев смыкаются, 
образуя завихрения. Разрыв слоев происходит в разных местах, поэто-
му и размеры вихрей будут различными. К таким вихрям можно при-
менить законы подобия (6.3). Уравнение (6.21) примет вид: 

 '','' VVFV  , 
или, 

 VVFV hhh 
  ,

121  . 
Перепишем: 

 

  VVFV hh 
 ,12  .  (6.22) 

Отсюда следует, что для геометрически подобных завихрений сущест-
вует функция от градиента скоростей, которая остается инвариантным 
при преобразовании подобия. Колмогоров принял, что такой функцией 
является диссипативная энергия: 

  invV 
2

 .   (6.23) 
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Здесь   - кинематическая вязкость, имеющая размерность tR /
2

. 
Применим преобразование (6.3) к инварианту (6.23): 

    22''' VV   , 
или, 

  2
22 1 VVhh 










 








 . 

Отсюда, после сокращений: 

3
2

h .    (6.24) 

Исключая в (6.3) масштабный множитель   известным приемом: 
h

t
t

R
R /1''









 , 

находим зависимость линейного размера траектории от времени: 

R  ht /1 .   (6.25) 
Напомним, что по своему смыслу под величиной R надо понимать 

среднеквадратичный размер области линейного размера R, т.е. 
2R . 

Подставляя в (6.25) показатель (6.24), находим закон Колмогорова-
Обухова: 

R  2/3t .   (6.25) 
Как следует из (6.3) и (6.24), скорость подчиняется следующему за-

кону подобия: 

VV 3/1'  . 
Отсюда следует, что значение среднеквадратичной скорости диффун-
дирует во времени как 

V   t , 
а в пространстве как 

V   
3/1R . 
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Приняв следующие законы подобия для давления P: PP a' , и для 

плотности  :  b' , из уравнения Навье-Стокса находим, что сте-
пенные показатели a и b связаны соотношением: 

3/222  hba .   (6.26) 
 
§ 6. ОДИН ИЗ СПОСОБОВ ПОЛУЧЕНИЯ  
СТЕПЕННЫХ ЗАКОНОВ 
 
Степенные законы между величинами, помимо теории перколяции 

и фрактального блуждания, можно получить следующим образом. Для 
выяснения такой возможности рассмотрим квадратное уравнение: 

02  bxax .      (6.27) 

Если x  1, то 2x  можно пренебречь, и остается 0 bxa , от-

куда приближенное решение: 

x  1  
a
bx  .   (6.28) 

Случай x  1 требует анализа относительности величин a и b. Мы 
будем предполагать, что в этом случае можно отбросить в уравнении 

(6.27) слагаемое xa . Тогда остается 02 bx , откуда 

x  1  bx  .  (6.29) 

Пусть в задаче существует критическая точка 
c

x , в которой ре-

шения (6.28) и (6.29) «сшиваются», т. е. 

b
a
bx

c
 . 

Отсюда получаем следующие степенные законы: 

ba  , bx
c
 .   (6.30) 
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Чтобы выяснить условие применимости решения (6.30), необхо-
димо посмотреть, как оно изменится в следующем приближении. Для 
этого в случае x  1 положим 


a
bx ,    (6.31) 

где   – малая величина, т. е.    b
a
b
 . Подставляя (6.31) в (6.30) 

и оставляя только линейные по   слагаемые, получаем 

022

2







  a

a
b

a
b

. 

Положим здесь ba  , находим 

b3
1

 . 

Поскольку должно быть b   
b3

1
, то решение (6.30) справед-

ливо, пока 

b  
3
1

.    (6.32) 

Можно проверить, что условие (6.32) сохраняется и в случае x  1. 

Перейдем к кубическому уравнению: 

023  bxax .  (6.33) 

В случае x  1 его приближенное решение: 

a
bx  .    (6.34) 
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В случае x  1, пренебрегая слагаемым 2xa , получаем 

3/1bx  .    (6.35) 

В критической точке оба решения (6.34) и (6.35) “сшиваются”: 
3/1ba  , 3/1bx

c
 .  (6.36) 

Его применимость: 

a  
4
1 .    (6.37) 

Таким образом, можно получать в принципе степенной закон с 
любым степенным показателем. 

 
§ 7. ДУАЛЬНОСТЬ ПОЛИМЕРНЫХ ЦЕПЕЙ  
И СТРИМЕРНЫХ КАНАЛОВ 
 
Выпишем еще раз соотношение (Глава 5, § 5; 5.36): 

3
1

23
 DD .   (7.36) 

Оно устанавливает связь между фрактальными размерностями поли-
мерной цепи в пространстве и на плоскости. 

Наша задача проводимого здесь исследования, это доказатель-
ства соотношения (5.45) из предыдущего раздела. Решение этой зада-
чи можно добиться, если предположить, что полимерные цепи и стрири-
мерные каналы дуальны друг другу. Дуальность здесь понимается в том 
смысле, что разность трехмерных и двумерных фрактальных размерностей 
полимерных цепей можно поменять на разность трехмерных и двумерных 
размерностей блуждания стримерных каналов. Символически это можно 
записать следующим образом: 

D 3  - D 2 (полимерные цепи)  h 3 - h 2 (стримерные каналы).  (7.37) 

Теперь соотношение (7.36), верное для полимерных цепей, для стример-
ных каналов запишется в виде: 
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3
1

23
 hh .    (7.38) 

Но для стримерных каналов известно, что 

22
22
 Dh , и  32

33
 Dh . 

Тогда 

32
3
D  = 22

2
D  + 

3
1

. 

После простых сокращений, получаем искомое соотношение: 

3
2

23
 DD .   (7.39) 

 Фактически, центр доказательства соотношения (5.45) мы перене-
сли на доказательство дуальности (7.37). Совпадение вычисленных значе-
ний для двумерных и трехмерных фрактальных размерностей и измерен-
ных экспериментально этих же величин внушает оптимизм, что такое до-
казательство может быть получено.  
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ГЛАВА 7. 
 

ЭЛЕКТРИЧЕСКИЕ СВОЙСТВА ПРИРОДНЫХ СРЕД  И ИСКУССТ-
ВЕННЫХ МАТЕРИАЛОВ 

 
Широкий круг вопросов и задач, решаемые разработанной теорией мате-
матического моделирования фрактальной геометрией, являются электро-
магнитные процессы в неоднородных природных средах и искусственных 
материалов. Такие процессы, как правило, описываются степенными ха-
рактеристиками. Обычно эти закономерности моделируют теорией перко-
ляции. Однако при этом вводится набор степенных показателей. Необхо-
димо развить метод математического моделирования, сводящий набор 
степенных показателей к одной величине. Для этого развиваются следую-
щие два метода решения подобных задач: 
1 метод – моделированием фрактальной модели среды; 
2 метод – моделированием инвариантности уравнений Максвелла относи-
тельно геометрического подобия. 
Моделирование развиваемыми методами должно позволить выразить все 
степенные показатели через фрактальную размерность пространственного 
распределения проводящих участков. 

В главе рассматриваются некоторые радиофизические задачи, для 
которых моделированием фрактальной геометрией установим степенные 
закономерности между электрическими параметрами и геометрическими 
величинами. Для электромагнитных процессов установим связь между 
размерностью блуждания и фрактальной размерностью. Предложим фрак-
тальную модель среды, в которой распределение проводящих участков 
описываются канторовским множеством. В этой модели среда моделиру-
ется из чередующихся проводящих и диэлектрических участков. Привле-
чем законы геометрического подобия и инвариантность уравнений Мак-
свелла относительно этих законов геометрического подобия. Покажем, что 
теоретически установленные результаты удовлетворительно описывают в 
широком частотном диапазоне как известные из литературы эксперимен-
тальные результаты, так и новые натурные измерения, проведенные авто-
ром в лаборатории электромагнитной диагностики Института физического 
материаловедения СО РАН. 
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§ 1. ОБОСНОВАНИЕ ЗАДАЧ ИССЛЕДОВАНИЯ ПО ПРИМЕНЕНИЮ 
ФРАКТАЛЬНОЙ ГЕОМЕТРИИ К ЭЛЕКТРИЧЕСКИМ СВОЙСТ-
ВАМ ПРИРОДНЫХ СРЕД И ИСКУССТВЕННЫХ МАТЕРИАЛОВ 
 

Одним из методов исследования электрических свойств физико-
технических сред является электромагнитное зондирование. Оно основано 
на том, что внешнее электромагнитное поле, в силу скин-эффекта, прони-
кает в среду на конечную глубину скин-слоя H . Для проводящей среды 
[Балханов В.К. 2005; Башкуев Ю.Б. 1993] 

0

2
H ,   (7.1) 

где  - круговая частота,  0 – магнитная проницаемость вакуума (размер-
ная единица). Приведенная формула означает, что скин-слой H  имеет 
следующую частотную характеристику: 

H   2/1 .         (7.2) 
Если среда неоднородная и обладает фрактальными свойствами, то сте-
пенная характеристика сохраняется, но меняется степенной показатель. 
Необходимо этот показатель выразить через фрактальную размерность. 

В 1950 г. А.Н. Тихоновым и в 1953 г. Л. Каньяром был предложен 
магнитотеллурический метод зондирования верхних слоев земной коры. 
Величину, характеризующую электрические свойства среды, называют 
поверхностным импедансом   и определяют как отношение горизон-
тальной компоненты электрического поля xE  к магнитной индукции yB : 
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 .   (7.3) 

Ось x направлена вдоль направления распространения электромагнитной 
волны. Ось z направлена по нормали вглубь земли. Множитель с/1 , где c 
– скорость света, введен для того, чтобы импеданс был безразмерной ве-
личиной. 
 Если принять, что поверхность является плоской, а среда одно-
родной, то [Балханов В.К. 2005]: 
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 .   (7.4) 
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Отсюда следует, что поверхностный импеданс в общем случае является 

комплексной величиной, его можно представить в виде  ie , где 

  - модуль, а   - фаза импеданса. При натурных измерениях модуля и 
фазы импеданса часто используют прибор “Измеритель поверхностного 
импеданса”, например, ИПИ-300. 

В зависимости от диапазона частот, среды различают на проводя-
щие и диэлектрические. В зависимости от величины фазы поверхностного 
импеданса, среды разделяют на слабоиндуктивные, когда    - 450, и 
сильноиндуктивные, когда    - 450. Если диапазон частот таков, что вы-
полняется неравенство 




0

 1 ,    (7.5) 

то среда является проводящей и слабоиндуктивной. Для однородной среды 
в этом случае из (7.4) следует 

 0 ,   
4
  .   (7.6) 

Здесь введено часто используемое в геоэлектрике удельное сопротивление 
 /1 . Отсюда следует, что импеданс имеет корень квадратичную ха-

рактеристику от частоты:  
   2/1 .    (7.7) 

Согласно методу фрактальной геометрии для неоднородных сред корень 
квадратичная зависимость поверхностного импеданса от частоты (3.7) ме-
няется на степенную зависимость. Такая зависимость ранее предлагалась 
Уайтом [Уайт Дж. Р.], он записывал ее в следующем виде:  

      bi  .                                       (7.8) 
Было отмечено, что эта зависимость оказалась очень подходящей для опи-
сания системы пирит – электролит, по крайней мере, в ограниченном час-
тотном диапазоне. Аналогичную степенную характеристику импеданса 
использовали и [Старостин и Колмаков].  У них степенной показатель ха-
рактеризует нелинейность емкостного элемента. Наличие нелинейного 
емкостного элемента свидетельствует о существовании набора времен ре-
лаксации. В монографии необходимо установить, как показатель b связан с 
фрактальной размерностью. 
 Электрические характеристики среды описываются проводимо-
стью   и диэлектрической проницаемостью  . Поскольку проникнове-
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ние электромагнитного поля в среду зависит от частоты, а ток в среде те-
чет по извилистым путям, то проводимостью и диэлектрической прони-
цаемостью также должны иметь пространственную и частотную степен-
ные характеристики. Здесь часто использую формулу Коула-Коула для 
степенной частотной характеристики комплексной диэлектрической про-
ницаемости: 

 



i


 
 1

0 .  (7.9) 

Если среда емкостная, когда выполняется неравнство 
   1,    (7.10) 

то из (3.9) следует, что среда обладает дополнительной диэлектрической 
проницаемостью  , сстепенным образом зависящей от частоты: 

     .   (7.11) 
Необходимо степенной проказатель здесь выразить через фрактальную 
размерность. 
 При решении радиофизических задач с применением методов 
фрактальной геометрии, в качестве степенных показателей можно исполь-
зовать как размерность блуждания, так и фрактальную размерность. В дис-
сертации на примере разработанного фрактального метода решения физи-
ко-технических задач покажем, как эти степенные показатели связаны ме-
жду собой. 
 На работу многих электромагнитных приборов существенное 
влияние оказывает естественный электромагнитный фон, которым прони-
зана вся атмосфера Земли. Одним из источников естественного электро-
магнитного поля Земли являются грозовые разряды. Они представляют 
собой фрактальные антенны [Потапов А.А. 2005].  

При проектировании СВЧ приборов широко применяется электро-
динамическое подобие [Неганов В.А.]. Законы физических процессов в 
большинстве случаев описываются дифференциальными уравнениями. 
Оказывается, простым преобразованием геометрического подобия коорди-
нат r и времени t [Ландау Л.Д., Лифшиц Е.М. Механика]: 

rr  . tt  ,  (7.12) 
число коэффициентов, описывающие физические свойства, можно суще-
ственно уменьшить. Это свойство зачастую позволяет анализировать фи-
зические процессы, фактически не решая сами дифференциальные уравне-
ния. Так, геометрическое подобие, примененное академиком А.Н. Колмо-
горовым к гидродинамике, позволило установить некоторые закономерно-
сти, описывающие развитую турбулентность [Колмогоров А.Н.]. Как впер-
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вые было замечено Ричардсоном в 1926 г. [Richardson L.F.], турбулент-
ность в широком диапазоне масштабов разбита на самоподобные завихре-
ния. Каждое из таких завихрений описывается уравнениями гидродинами-
ки, и переход от одних завихрений к другим осуществляется геометриче-
ским подобием (7.12). 
 Геометрическое подобие оказывается важным и в моделировании, 
когда установленные законы для физической системы одного размера уда-
ется перенести на такую же систему, но в другом пространственно - вре-
менном масштабе. Применим геометрическое подобие к уравнениям Мак-
свелла, которые перепишем с учетом магнитной проницаемости   мате-
риала: 
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 ,   (7.13) 
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 .   (7.14) 

Изменим масштаб физических величин: 
'EeE  , 'BbB  , ' s , ' g ,  ' q . (7.15) 

Уравнения (7.13) и (7.14) примут вид: 
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Новые уравнения (7.16) и (7.17) не будут отличаться от исходных уравне-
ний (7.13) и (7.14), если все скобки в уравнениях (7.16) и (7.17) приравнять 
единице. Таким образом,  
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Или: 
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Эти выражения и представляют собой условия электродинамического по-
добия, которые нашли широкое применение при проектировании СВЧ 
приборов [Неганов В.А.]. При этом используют набор масштабных мно-
жителей. Применение методов фрактальной геометрии должно позволить 
вместо набора масштабных множителей  использовать один масштабный 
множитель и один степенной показатель. 
 
§ 2. ФРАКТАЛЬНАЯ МОДЕЛЬ СРЕДЫ ДЛЯ ЭЛЕКТРОМАГНИТ-
НЫХ ПРОЦЕССОВ                                                                                                                                                                                                                   
  

Неоднородное строение среды мы будем моделировать фракталь-
ной геометрией. В настоящее время в литературе само понятие фракталь-
ной среды еще не обрело четкого определения. Для решения нашей задачи 
мы дадим следующее определение фрактальной среды. 

Земная кора – сложное геологическое образование, состоящая из  
твердого минерализованного скелета с низкой проводимостью и порового 
пространства (трещины, щели, каверны, каналы и т.п.), заполненного 
флюидами с высокой проводимостью [Ржевский В.В.]. Проводимость та-
кой земной коры имеет неоднородное распределение. Один из способов 
аппроксимации среды состоит в моделировании ее слоисто-однородной 
моделью, когда каждый слой обладает однородными значениями электро-
проводности и диэлектрической проницаемости. Такие среды можно соз-
дать напылением молекулярных пучков на подложку, выращиванием хи-
мическими методами, а также сборкой тонких пластин в стопку, где каж-
дая пластина имеет свои, отличные от других, значения  проводимости  и 
диэлектрической проницаемости [Гаврилин В.В., Григулис Ю.И., По-
риньш В.М.]. Для подобной модели сохраняется линейная связь между 
компонентами электромагнитного поля. Моделированием неоднородного 
строения среды однородными слоями, сохраняется линейность уравнений 
Максвелла, что в свою очередь означает, что можно ввести понятие эф-
фективного скин-слоя. В случае однородной проводящей среды скин-слой 

дается выражением 
0

2
H , или, ее частотная характеристика, 

выражением (7.2). 
 Следующим шагом после моделирования среды однородными 
слоями будет также однородные слои, но каждый слой обладает только 
либо проводящими, либо диэлектрическими свойствами, причем эти 
свойства чередуются. На разных частотах разбиение на слои меняется, 
как показано на рис. 7.1. Фигуры на рис. 7.1  
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Рис. 7.1. Фрактальное распределение электрических параметров неодно-
родной среды.  Под разным увеличением, т.е. на разных частотах, каждый 
слой подобен любому другому слою;   - круговая частота. 
 
самоподобны – под различным увеличением (т.е. на разных частотах) рас-
пределение проводящих и емкостных участков подобны друг другу. Если 
смотреть сквозь слои, то увидим чередование проводящих участков, раз-
деленных емкостными участками. С точки зрения фрактальной геометрии, 
проводящие участки образуют канторовское множество с фрактальной 
размерностью D, меньшей единицы. Многомасштабность и самоподобие 
означает, что проводящие участки на всех трех фигурах рис. 7.1 обладают 
одной и той же фрактальной размерностью. 
 Электромагнитное поле в проводящей однородной среде описыва-
ется следующими уравнениями Максвелла: 

t
BE




 , EBc
0

2




 . 

Отсюда следует, что одна из компонент магнитной индукции B в рассмат-
риваемой проводящей среде подчиняется следующему уравнению: 
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.   (7.19) 

По форме оно является уравнением диффузии с коэффициентом диффу-
зии: 

0

1
K .    (7.20) 

Уравнение (7.19) имеет следующее решение: 
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2/1 .   (7.21) 

Постоянный множитель, который здесь не выписываем, определяется ус-
ловием, что поле начинает формироваться из начальной точки при 0z . 
Решение (7.21) означает, что магнитное поле в проводящей среде за время 
t формируется в объеме с линейным размером [Базелян Э.М.; Ржевский 
В.В.] 

tKr 2 .    (7.22) 

 С другой стороны, электромагнитное поле представляет собой 
плоскую волну, описываемую как 

 zkitiBB  exp0 .   (7.23) 
Подставляя (7.23) в (7.19), находим 

0ik  . 

Отсюда следует, что амплитуда магнитного поля убывает как 
CHzeBB /

0
 , 

где глубина затухания 

0

2
H .   (7.24) 

Мы получили результат (7.1). 
 Поскольку величины r в (7.22) и H  в (7.24) описывают одну и  ту 
же физическую ситуацию, то находим, что время становления поля связа-
но простым соотношением с частотой поля: 

                           

1

t .       (7.25) 

 Соотношение (7.25) получено для проводящей среды. Но оно не 
содержит никаких электрических параметров, поэтому должно быть вер-
ным и для сред с диэлектрическими свойствами. 
 Заменяя t в (7.22) на /1 , находим, что область формирования 
электромагнитного поля зависит от частоты следующим образом: 

             r   2/1 .   (7.26) 
 Полупроводящие среды в реальном случае состоят из чередую-
щихся неоднородных проводящих и диэлектрических участков. Электро-
магнитное поле свободно пронизывает диэлектрические включения и за-
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тухает на проводящих участках. Проникновение поля приобретает харак-
тер диффузионного блуждания. Пространственное распределение элек-
тромагнитного поля эволюционирует с частотой, и это позволяет полю 
“прощупывать” распределение неоднородностей. Глубина “прощупыва-
ния” дается выражением (7.24) и называется скин–слоем. Согласно эври-
стическому принципу, частотную зависимость H   2/1 , в случае фрак-
тального распределения электрических параметров необходимо заменить 
на следующее выражение:  

H   h/1 .   (7.27) 

Множитель, здесь не выписанный, зависит от проводимости и диэлектри-
ческой проницаемости, и излагаемым подходом определить невозможно. 
Но можно предложить, с учетом размерностей, следующее выражение: 
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.  (7.28) 

Здесь С  – типичный для фрактальной геометрии неопределенный множи-
тель. Наличие величин  и  отражает положение, что диффузия электро-
магнитных полей происходит в полупроводящей среде. Они имеют смысл 
эффективных параметров, отражающих иерархическое распределение про-
водимости и диэлектрической проницаемости. В асимптотическом пределе 

однородной среды, когда h = 2 и 2C , из (7.28) следует известный 
классический результат (7.1). При этом  и  приобретают свой обычный 
строгий смысл проводимости и диэлектрической проницаемости однород-
ной среды. 
 Предложенная фрактальная модель среды дает метод получения 
частотной характеристики скин–слоя. Этот разработанный метод отличен 
от метода с использованием эвристического принципа и от метода, осно-
ванного на самоподобие (о котором ниже). Сущность предлагаемого мето-
да основана на следующем. 
 Пусть мы выбрали какую-либо фрактальную структуру с извест-
ной фрактальной размерностью. Рассмотрим какой-либо процесс на этой 
структуре, для которого можно установить степенную закономерность 
между некоторыми величинами. С определенным степенным показателем. 
Затем сравниваем степенной показатель с фрактальной размерностью. Их 
отождествление в итоге позволяет выявить степенную закономерность с 
некоторой фрактальной размерностью. Применим разработанный метод к 
следующей задаче. (Ввиду важности задачи здесь мы повторяем  § 4 Главы 
5). 
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На частоте f проводящая среда зондируется внешним электромаг-
нитным полем на глубине скин–слоя  fH . Глубину зондирования 
скин–слой разделим на три равные части, среднюю проводящую часть за-
меним диэлектрической прослойкой. Для оставшихся двух проводящих 
слоев повторим операцию замены средней части диэлектрической про-
слойкой (рис. 7.2).  

 
Рис. 7.2. Канторовское множество, образованное проводящими участками 
с проводимостью  , разделенные диэлектрическими участками с прони-
цаемостью  . Все значения   и   в общем случае неоднородной среды 
различны. 
 

С геометрической точки зрения, в итоге получаем канторовское 
множество с размерностью 3ln/2lnD . Чтобы прозондировать каж-
дый из двух новых участков, достаточно частоты f3 . Отсюда следует 
функциональное уравнение 

   fHfH 32 .  (7.29) 
Согласно методу решения таких уравнений, решение ищем в виде степен-
ной функции: 

  xfAfH  ,   (7.30) 
с неизвестным степенным показателем x, величина A – некоторая постоян-
ная. Подставляя (7.30) в (7.29), получаем  

 xx ff 32 . 

Отсюда находим x321  , и 

3ln/2lnx . 
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Сравнивая с величиной 3ln/2lnD , заключаем, что Dx   и 

  DfAfH  .   (7.31) 
Теперь уже можно сравнить формулы (3.31) и (3.27), из сравнения которых 
следует, что 

D
h 1
 .   (7.32) 

Таким образом, предложенный метод позволил не только установить час-
тотную характеристику, но и установить, что для электромагнитных про-
цессов во фрактальных средах размерность блуждания электромагнитного 
поля обратно пропорциональна фрактальной размерности распределения 
проводящих участков. 
 
§ 3. ЗАКОНЫ ПОДОБИЯ ЭЛЕКТРИЧЕСКИХ ПАРАМЕТРОВ 

 
Законы физических процессов в большинстве случаев описывают-

ся дифференциальными уравнениями. Анализ этих уравнений – это искус-
ство, особенно в плане получения точных решений. Однако многие про-
цессы и явления обнаруживают определенную закономерность, связанную 
с тем, что физические законы содержат, как правило, определенное число 
коэффициентов. Некоторые из этих коэффициентов являются просто раз-
мерными величинами, ответственные за выбор системы единиц измерения. 
Другие же коэффициенты описывают физические свойства рассматривае-
мой системы. Оказывается, простым преобразованием геометрического 
подобия координат R и времени t [Ландау Л.Д., Лифшиц Е.М. Механика]: 

RR  . tt  ,  (7.33) 
число коэффициентов, описывающие физические свойства, можно суще-
ственно уменьшить.  
 Геометрическое подобие оказывается важным и в моделировании, 
когда установленные законы для физической системы одного размера уда-
ется перенести на такую же систему, но в другом пространственно - вре-
менном масштабе. Как это сделано при выводе соотношения (7.18). 
 Другой аспект вопроса о геометрическом подобие наиболее адек-
ватен к задачам, рассматриваемых в монографии, заключается в следую-
щем. Как известно из Главы 1, для измерения длины в общем случае тре-
буется набор масштабов. Многомасштабностью обладают многие процес-
сы и явления как в природе, так и в технических устройствах. Например, 
кеплеровские орбиты планет, которые геометрическим подобием перехо-
дят друг в друга. Процессы и явления, происходящие с физическими объ-
ектами, всегда происходят в пространстве и времени. Поэтому, геометри-
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ческое подобие описываются следующими формулами [Фракталы в физи-
ке]: 

rr ' ,  tt h' .   (7.34) 
Здесь   - масштабный множитель, h – степенной показатель. Формула 
(7.34) существенно отличается от аналогичной формулы (7.33). Вместо 
набора масштабных множителей в (7.33), в формуле (7.34) вводится один 
масштабный множитель и один степенной показатель. 
 В радиофизике принято рассматривать процессы не во времени, а 
в зависимости от (круговой) частоты   электромагнитного поля. Чтобы 
выяснить, как геометрическое подобие (7.34) будет выглядеть в частотной 
области, перепишем частотную характеристику скин-слоя (7.31) в сле-
дующем виде: 

H   h/1 .   (7.35) 
С другой стороны, исключая в (7.34) масштабный множитель  , получа-
ем: 

r   ht /1 .   (7.36) 
Выражение (7.36) означает, что во фрактальной среде за время t электро-
магнитное поле  проникает на глубину r. Выражение (7.35) говорит, что 
электромагнитная волна с частотой   проникает во фрактальную среду на 
глубину скин-слоя H. Видим, что фактически r и H описывают одну и ту 
же ситуацию – глубину проникновения электромагнитного поля в среду. 
Приравнивая (7.35) и (7.36), получаем 

ht /1  h/1 . 
А это означает, что время проникновения поля в среду обратно пропор-
ционально частоте этого поля: 

t   

1

 .    (7.37) 

Мы еще раз получили выражение (7.25). 
 С учетом соотношения (7.37) законы геометрического подобия 
(7.34) приобретают следующий вид: 

rr ' ,   h' .   (7.38) 
Аналогично преобразованиям (7.38) должны меняться и другие 

физические величины. Так, для компонент электромагнитного поля имеем: 

EE e' ,   BB b' .   (7.39) 
Аналогичным образом масштабируются и электрические параметры: 

 ' ,    ' .   (7.40) 
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 Законы подобия (7.38)-(7.40) необходимо применить к уравнениям 
Максвелла. Уравнения  

0~  E , 0 B  
можно умножить на любой постоянный множитель, поэтому применение к 
ним преобразований (7.38)-(7.40) для степенных показателей h, е, b,   и 
  никакой информации не дает. Из уравнения 

BiE   
имеем: 

BiE hbe   1 . 
Чтобы это выражение не зависело от  , необходимо положить: 

hbe  1 .    (7.41) 
 Осталось еще одно уравнение: 

EEiBc
0

2


  . 

Здесь постоянные 0  и с  выбором единиц измерения всегда можно обра-
тить в единицу. Поэтому к ним нельзя применять преобразования подобия. 
С учетом сказанного, после масштабного преобразования, получаем: 

EEiBc eheb

0

21


    . 

Чтобы множитель   сократился, необходимо выполнение двух соотноше-
ний: 

 1hbe ,    (7.42) 

 1be .    (7.43) 

Мы получили 3 уравнения (7.41) – (7.43) для 5 неизвестных  h, е, b,   и  . 
Решая их относительно h и  е, получаем: 

 











12
1

2

h
heb

h




.   (7.44) 

Подставляя показатели (7.44) в систему уравнений (7.41) – (7.43), находим 
законы масштабного подобия, которым удовлетворяют уравнения Мак-
свелла: 
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rr ' ,    h' .   (7.45) 

EE e' ,   BB he  1'  ,    (7.46) 

 )1(2'  h ,    2'  h .   (7.47) 

Преобразования (7.45)-(7.47) позволяют переходить от решений уравнений 
Максвелла для электромагнитной волны определенной частоты к полям 
другой частоты, распространяющимся во фрактальной среде. Фактически, 
соотношениями (7.45)-(7.47) создана теория математического моделирова-
ния электромагнитных процессов во фрактальных  средах и материалах. 
Далее в монографии дадим описание богатого экспериментального мате-
риала, накопленного за десятки лет в литературе, и полученные в ходе на-
турных измерений, в которых непосредственное участие принимал автор. 

Из формул rr '  и  )1(2'  h , исключая масштабный мно-
житель, находим 

   )1(2 hr .   (7.48) 

В работе [Бацанов] установлено, что по мере перехода от объемных кри-
сталлов к дисперсным порошкам наблюдается размерный эффект – резкое 
увеличение диэлектрической проницаемости. Из установленной нами 

формулы    )1(2 hr , где r означает размер крупинок дисперсного по-
рошка, следует, что для исследуемого в [Бацанов] материала размерность 
блуждания h  1. Только в этом случае величина   растет по мере умень-
шения размера  r. 

 
§ 4. ФРАКТАЛЬНЫЕ ХАРАКТЕРИСТИКИ СОПРОТИВЛЕНИЯ И 
ЕМКОСТИ 
 

Развитая в монографии теория, основанная на фрактальной модели 
среды и инвариантности уравнений Максвелла относительно геометриче-
ского подобия, позволяет рассмотреть широкий круг технических мате-
риалов и природных объектов. 

Обычно для определения пространственного и частотного поведе-
ния электрических параметров неоднородных сред используют перколя-
ционный подход [Божокин С.В.; Морозовский А.Е.; Тарасевич Ю.Ю.; 
Laugier J.M.]. Такой подход приводит к следующему пространственному 
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поведению проводимости и диэлектрической проницаемости вещества 
соответственно:  

   
 /L ,      

/sL .   (7.49) 
В [Уайт Дж.] установлено и частотное поведение проводимости: 

   


 .    (7.50) 

Здесь  ,s,  и    - критические индексы, ответственные за перколя-
ционный переход системы из одного состояния в другое. Видим, что пер-
коляционный подход характеризуется обилием степенных показателей. 
Однако, используя инвариантность уравнения Максвелла относительно 
преобразований геометрического подобия, и представление о блуждании 
электромагнитного поля по проводящим и диэлектрическим участкам, мы 
получили законы (7.45)-(7.47) для электромагнитных процессов, в которых 
все степенные показатели выражены через одну величину - размерность 
блуждания h.  
 Чтобы из законов (7.45)-(7.47) получить, например, пространст-
венную характеристику проводимости, необходимо из них исключить 
масштабный множитель  . Для этого используем следующий прием: 

L
Lh '' 2

1
















 . 

Отсюда уже следует, что    hL  2 . Поступая аналогичным образом 
для диэлектрической проницаемости  , в итоге находим пространствен-
ные и частотные характеристики проводимости и диэлектрической прони-
цаемости: 

             hL  2 ,                 h/21  ,                (7.51) 

   
22 hL ,     

h/22 
 .  

 (7.52) 
Замечательно, что здесь все степенные показатели выражены через одну 
величину – размерность блуждания h. Ранее мы установили, что для элек-
тромагнитных процессов Dh /1  (формула (7.32)). Поэтому (7.51)-(7.52) 
можно переписать в следующем виде: 

   DL /12  ,      D21  ,  (7.53) 

   
2/2 DL ,     

D22 
 .  (7.54) 
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Если сравнить (7.49) с полученными характеристиками, то можно найти 
соотношение, в котором присутствуют только перколяционные показате-
ли: 

 
2
s

. 

Интересно было бы сравнить это равенство с измеренными значениями. 
Перколяционный подход был использован в работе Крылова С.С. 

и Любчича В.А. [Крылов С.С., 2002], где была установлена пространст-
венная характеристика кажущегося сопротивления железистых кварцитов. 
При этом они использовали метод ВЭЗ (вертикальное электрическое зон-
дирование [Жданов М.С.]), в дальнейшем с методом ВЭЗ мы еще раз 
встретимся. В случайно неоднородной среде электрический ток течет по 
извилистым путям. Расстояние L же измеряется по прямой линии. Это 
приводит к увеличению значения сопротивления R. Из–за самоподобия это 
увеличение подчиняется степенному закону: 

R    
L .   (7.55) 

 Чтобы получить закон (7.55) и установить связь показателя   с 
фрактальной размерностью D, будем моделировать извилистый путь тече-
ния электрического тока триадной кривой Коха [Крылов С.С., 2002]. Он 
аналогичен методу, который привел к формуле (3.31). На рис. 3.3 участок 
прямой длиной L обладает сопротивлением )(LR . Если длина  участка 
прямой равна L/3, то ее сопротивление, очевидно, будет )3/(LR . Триад-
ная кривая Коха состоит из 4 участков, поэтому ее общее сопротивление 
будет равно )3/(4 LR . Составляя равенство 

)3/(4)( LRLR  , 
находим его решение: 

3ln/4ln)( LLR  . 
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Рис. 7.3. Течение тока по триадной кривой Коха. 

 
Здесь A – постоянная. Далее, для триадной кривой Коха известно, что ее 
фрактальная размерность 3ln/4lnD . Мы заключаем, что 

R    
DL .   (7.56) 

Этим самым, доказана формула (7.55) и установлено, что D . 
В другой работе Крыловым С.С. и Любчичем В.А. [Крылов С.С., 1998] 
было установлено, что 

   
97.0L . 

Этой закономерности соответствует размерность блуждания 03.1h . 
Они также рассмотрели кажущееся сопротивление на примере рифтоген-
ной структуры Мончегорского рудного района и установили, что [Крылов 
С.С. 2006] 

   
71.0L . 

Отсюда следует, что размерность  блуждания 29.1h . Это значение до-
вольно существенно отличается от приведенных выше значений размерно-
сти блуждания. Однако в обоих случаях фрактальная размерность оказы-
вается меньше единицы, что указывает, что пространственные участки 
пространственно разделены и образуют канторовское множество. 

Применим нашу теорию к одному эксперименту, проведенному 
более 40 лет назад В.И. Кругловым и Л.П. Страховым, которыми были 
измерены температурные зависимости электропроводности R и емкости C 
стеклообразного селенида мышьяка (As2Se3) на низкочастотном перемен-
ном токе [Круглов В.И.]. На рис. 7.4 воспроизведен результат измерений 



162 

электропроводности, где мы добавили 4 вертикальные линии, по которым 
определялись частотные характеристики электропроводности при фикси-
рованной температуре. Для дальнейшего изложения нам удобно ввести 
сопротивление R, как обратную величину электропроводности, использо-
ванной в [Круглов В.И.]. На рис. 7.5 каждой вертикальной линии соответ-
ствуют четыре пунктирные линии, сплошная линия рядом – линейная ап-
проксимация с угловым коэффициентом, равным – 0.8. Примерно одина-
ковый наклон всех четырех пунктирных линий означает, что угловой ко-
эффициент не зависит от температуры. Смещением координат все четыре 
пунктирные линии на рис. 7.5 располагались последовательно в ряд. Ре-
зультат показан пунктирной линией на вставке рис. 7.5, там же сплошная 
линия – линейная аппроксимация. Рисунок на вставке собственно и позво-
ляет, с ошибкой чуть больше 1 %, установить следующую степенную час-
тотную характеристику сопротивления: 

R   
01.08.0 

 ,   (7.57) 
где   – круговая частота. Результат (7.57) в [Круглов В.И.] был интерпре-
тирован известной моделью прыжкового механизма протекания электри-
ческого тока в неоднородных по электрическим свойствам материалах 
[Блейкмор Дж.].  

На рис. 7.6 воспроизведен результат измерений зависимости емко-
сти от температуры, где добавлены четыре вертикальные линии при тех же 
температурах, что и на рис. 7.4. Хотя в [Круглов В.И.] и не было этого от-
мечено, но из рис. 7.6 следует степенная частотная характеристика вели-
чины  С , а именно: 

С    
006.012.0 

 .   (7.58) 
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Рис. 7.4. Температурная зависимость электропроводности As2Se3 на пере-
менном токе. 1 – 50 Гц; 2 – f = 10 2 Гц; 3 – f = 10 3 Гц; 4 – f = 510 4 Гц; 5 – f 
= 610 5 Гц [Круглов В.И.]. 
 
Как следует из рис. 7.6, линии 2 – 4 при низких температурах асимптоти-
чески стремятся к постоянному значению 1620 C  пФ. Линия 1, по – 
видимому, также стремится к постоянной  величине, но отличному значе-
нию от случаев для линий 2 - 4. Поэтому, во–первых, частотную характе-
ристику находим для величины С , отсчитываемой от не зависящего от 
температуры значения 0C . Во–вторых, исключили линию 1 на рис. 3.6, 

т.к. ее асимптотическое значение отлично от 0C . Во всем остальном пове-
дение всех линий на рис. 3.7 и на вставке аналогичны поведению линий на 
рис. 3.4. Только погрешность измерения порядка 5 %.  
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Рис. 7.5. Линейная аппроксимация (сплошная линия) частотных характе-
ристик (пунктирные линии) в билогарифмическом масштабе. На вставке 
пунктирные линии смещением координат расположены в одну пунктир-
ную линию, там же показана в виде сплошной линии линейная аппрокси-
мация. По оси Rln  значения “приподняты”. 
 
 

 
Рис. 7.6. Температурное изменение емкости  As2Se3 на переменном токе. 1 
– f = 10 2 Гц; 2 – f = 10 3 Гц; 3 – f = 510 4 Гц; 4 – f = 610 5 Гц  [Круглов 
В.И.]. 
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Рис. 7.7. То же, что и на рис. 4.6, только значения Rln   

      заменены на значения Сln . 
 

Из уравнений (7.45) и (7.47) выпишем необходимые нам равенст-
ва: 

   hL  2 , L   h/1 .  (7.59) 
С другой стороны, сопротивление 

S
LR  , 

где S – поперечное сечение измеряемого образца. Поскольку S  не меняет-
ся, то 

R   /L . 
Подставляя сюда равенства (7.59), находим частотную характеристику 
сопротивления: 

R   h/31 .   (7.60) 
Сравнивая (7.60) с экспериментальным результатом (7.57), находим раз-
мерность блуждания, вычисленную по частотной характеристике сопро-
тивления:  

02.067.1 Rh . 
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 Аналогичным образом можно найти частотную характеристику 
емкости. При этом понадобятся равенства, которые также следуют из 
(7.45) и (7.47): 

   
22 hL , L   h/1 . 

По определению 

L

S
С


0 . 

Поскольку поперечное сечение не меняется, то С   L/ , и, оконча-
тельно, 

С    
h/32

 .   (7.61) 
Сравнивая (7.61) с экспериментальным результатом (7.58), находим раз-
мерность блуждания, вычисленную по частотной характеристике емкости: 

08.06.1 Ch . 

В пределах ошибки измерения оба значения Rh  и Ch  совпадают. Исполь-
зуя связь (7.32), находим фрактальную размерность  

6.0/1  RhD . 
Поскольку D  1, то проводящие участки стеклообразного селенида мышь-
яка пространственно разделены и образуют канторовское множество. 
 
§ 5. ЗАКОН ПОДОБИЯ ДЛЯ ИМПЕДАНСА 
 

Импеданс, по определению, есть отношение электрического и 
магнитного компонент поля на границе раздела различных сред (формула 
(7.3)). Используя формулу (7.46), находим закон подобия, которому удов-
летворяет импеданс: 

 h 1' .   (7.62) 

Объединяя установленный закон (3.62) с соотношением (3.45): 
 h' , находим частотную характеристику импеданса фрактальной 

по электрическим параметрам сплошной среды: 

   h
11

  .   (7.63) 
Соотношение (7.63) можно получить еще одним независимым 

способом. Выпишем известные соотношения для скин-слоя и импеданса 
для проводящей среды: 
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0

2
H ,   0i . 

Исключая отсюда удельное сопротивление, получаем: 

 f
f
c

H 
2
2

 .   (7.64) 

Здесь f – частота (=  2/ ). Полученная формула (7.64) не содержит па-
раметров подстилающего разреза, поэтому верна и для неоднородных 
сред. Для таких сред скин-слой зависит от частоты, согласно (7.38), сле-

дующим образом: H  hf
1


 . Объединяя это соотношение с (7.63), полу-

чаем степенную частотную характеристику для модуля поверхностного 
импеданса (7.63). 

Отметим, что развитый подход, основанный на положениях фрак-
тальной геометрии, не позволяет определить фазу поверхностного импе-
данса фрактальной среды. Поэтому результат (7.63) относится к частотной 
характеристике модуля поверхностного импеданса. Ниже продемонстри-
руем, что закон (7.63) соблюдается в широком частотном интервале для 
различных горных и осадочных пород. 

В табл. 7.1 представлены частотные зависимости   для различ-
ных кристаллических горных пород, полученные радиоимпендансным ме-
тодом в диапазоне частот 3 – 300 Гц [Башкуев Ю.Б. 1996]. Видим, что у 
каждой породы для среднего значения   соблюдается степенной частот-
ный тренд.  
 



168 

Статистические характеристики модуля поверхностного  
импеданса некоторых горных пород в диапазоне 3-300 Гц.       

Таблица 7.1. 

 
На рис. 7.8 а представлены результаты, полученные в диапазоне 

частот 10 – 1000 кГц, в Иволгинской впадине радиоимпедансным методом 
на профиле длиной 180 м. Результаты измерений модуля и фазы поверхно-
стного импеданса были проинтерпретированы методом регуляризации 
А.Н. Тихонова, конкретная компьютерная реализация которого изложена в 
[Ангархаева Л.Х.; Башкуев Ю.Б. 2006]. На рис. 7.8 б представлен результат 
интерпретации для одного из пикетов. Для модуля импеданса хорошо со-
блюдается степенной частотный тренд:    540. . Сравнивая с (7.63), 
находим размерность блуждания h = 2.17. Совместное рассмотрение табл. 
7.1 и рис. 7.8 б показывает, что в широком частотном диапазоне от 1 Гц до 
1 МГц, природные неоднородные среды представляют собой фрактальные 
объекты.  

В работе [Ангархаева Л.Х.] приведены результаты измерения и 
моделирования частотной зависимости модуля импеданса для некоторых 
пород в различных регионах. Используя передвижной излучатель для 
электромагнитной волны заданной частоты, в различных регионах Сибири 
степенной закон (7.63) был проверен для разных комплексов осадочных 
горных пород в диапазоне  0.18-10 МГц. Результаты представлены на рис. 
7.9, где для разных пунктов измерения приведены  размерность блуждания 
h. Таким образом, фрактальное строение электрических свойств подсти-
лающей среды удовлетворительно описывается в широком частотном диа-
пазоне от 0.01 Гц до 10 МГц. 
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Рис. 7.8. Результат интерпретации профиля Иволгинской впадины a) и мо-
дуль поверхностного импеданса для одного из пикетов b); h = 2.17, D = 
0.46. Точки – измеренные значения. 
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Рис. 7.9. Фрактальная интерпретация результатов измерения модуля по-
верхностного импеданса для различных осадочных комплексов горных 
пород в диапазоне 0.18-10 МГц. Вертикальные штрихи – результаты изме-
рений. 
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Рис. 7.9. Продолжение. 

 
§ 6. АНАЛОГИЯ МЕЖДУ ЭЛЕКТРИЧЕСКИМИ ПАРАМЕТРАМИ 
НЕОДНОРОДНЫХ СРЕД И ГЕОМЕТРИЧЕСКИМИ ХАРАКТЕРИ-
СТИКАМИ ФРАКТАЛЬНОЙ ЛИНИИ 
  

Ранее в этой главе использовались два метода решения радиофи-
зических задач. Первый метод основывается на моделировании физиче-
ских процессов фрактальной моделью среды. Второй метод исходит из 
инвариантности уравнений Максвелла относительно геометрического по-
добия. Разумеется, применение обеих методов приводит к одинаковым 
результатам. Можно развить еще один метод решения, который назовем 
методом аналогий, и который позволит получать некоторые фрактальные 
степенные характеристики, можно сказать, “моментально”. 

При исследовании физических процессов широко используется 
метод аналогий. Например, колебание груза на пружине математически 
эквивалентно электрическому колебательному контуру, состоящему из 
параллельно соединенных в электрическую цепь индуктивности и емко-
сти. Метод аналогий основан на том, что с точностью до обозначений в 
обоих случаях имеют дело с одинаковыми уравнениями, которые при со-
ответствующих граничных и начальных условиях, имеют одинаковые ре-
шения. Метод аналогий можно применить к еще одному обоснованию 
применения фрактальной геометрии к решению физических задач.  
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Масштаб измерения   - это раствор циркуля, которым обходят 
фрактальную линию. Чтобы обойти линию один раз, требуется N  число 
раз приложить раствор циркуля. Тогда длина L фрактальной линии будет 
равна произведению N , или 

     NL  .   (7.65) 
После многочисленных измерений, Мандельброт и Ричардсон для 

широко класса условных линий на земной поверхности (береговые линии, 
границы государств) установили следующий степенной закон: 

DAL  1 .    (7.66) 
Здесь A – типичный для фрактальной геометрии неопределенный множи-
тель, D – фрактальная размерность линии. Сравнивая формулы (7.65) и 
(7.66), находим степенной закон для числа N: 

 DAN   .    (7.67) 
Для исследования электрических свойств технических материалов 

и земной среды анализируют частотные характеристики поверхностного 
импеданса     и скин-слоя  H , где   - круговая частота электро-

магнитного поля. Для однородной проводящей среды модуль    и 

величина  H  связаны следующим соотношением (7.64) [Балханов В.К., 
Башкуев Ю.Б. 2005]: 

   



c

H
2

 ,   (7.68) 

где c – скорость света в вакууме. Поскольку формула (7.68) не содержит 
параметров подстилающей среды, примем, что она верна и для неоднород-
ной среды. В этом случае можем записать следующую формулу: 

      H .   (7.69) 
 Если отвлечься от несущественных постоянных множителей, а 
такое положение является типичным для фрактальной геометрии, то мож-
но сравнить формулы (7.65) и (7.69). Действительно, во фрактальной гео-
метрии измерительной линейкой является набор масштабов измерения  . 
При зондировании сред электромагнитным полем измерительной линей-
кой является набор частот. Следовательно, масштаб   является вполне 
аналогичным круговой частоте  . Сравнивая остальные величины в фор-
мулах (7.65) и (7.69), находим следующие правила соответствия: 

  ,      NH  ,      L .  (7.70) 
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 Формулами (7.70) установлены правила аналогии между геомет-
рическими величинами фрактальной геометрии и величинами, характери-
зующие взаимодействие электромагнитного поля с неоднородной средой. 
Сравнивая формулы (7.70) с законами (7.66) и (7.67), находим частотные 
характеристики скин – слоя: 

  DBH   ,   (7.71) 
и модуля поверхностного импеданса: 

  DU 


1
 .   (7.72) 

Здесь B и U  – типичные при фрактальном описании множители. 
 Мы еще раз получили степенные характеристики для скин-слоя и 
модуля поверхностного импеданса. 
 
§ 7 .  СКИН-СЛОЙ ПУНКТА ИЗМЕРЕНИЯ “ОЗЕРНЫЙ” 

 
Природные среды хаотичны, неоднородны и гетерофазны. Такое 

положение вещей отражается и на электрическом строение вещества. Раз-
работанный в монографии фрактальный подход позволяет получить весь-
ма общее выражение для частотной зависимости скин-слоя: 

H   Df  .    (7.73) 
Здесь степенной показатель D является фрактальной размерностью,  f – 
частота.  
 Частотная характеристика скин-слоя (7.73) для неоднородных сред 
было получено четырьмя способами: 
- 1. из математической формулировки самоподобия для скин-слоя 

)()(  HH D  
следует  

H   Df  , 
т.е. результат (7.73). 
- 2. применяя эвристический принцип, согласно которому, если для одно-
родной среды известно, что 

H   2/1f , 
то для неоднородной среды должно быть  

H   hf /1 , 
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где h – размерность блуждания. В частности, из сравнения с H   Df   
следует, что h = 1/D. 
 - 3. из размерных соображений, учитывая, что неоднородные среды обла-
дают как проводящими, так и диэлектрическими свойствами, скин-слой 
должен иметь следующий вид  

h

CH

1

00

0 1


















 . 

- 4. из фрактальной модели среды следует, что  

H   Df  , 
где D – фрактальная размерность распределения проводящих участков в 
неоднородной среде. 
 Электрическое строение земной среды можно представить со-
стоящими из чередующихся проводящих и диэлектрических участков. В 
этом смысле величина D описывает геометрию положения проводящих 
участков. Поскольку проводимость различается по значению в простран-
стве и, кроме того, разделена диэлектрическими прослойками, то D описы-
вает размерность канторовского множества и может принимать значения 
от 0 до 1.  
 Разработанный фрактальный подход позволяет также получить 
скейлинговую частотную характеристику и для модуля поверхностного 
импеданса: 

   Df 1 .   (7.74) 
Показатель D здесь тот же, что и в (7.73). В настоящем разделе покажем, 
что 15–слойный разрез пункта “Озерный” удовлетворительно описывается 
законами (7.73) и (7.74) в широком частотном диапазоне.  
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Рис. 7.10. Геоэлектрический разрез пункта измерения “Озерный”. 

 
Рассматриваемый пункт измерения находится в районе Байкало-

Амурской железнодорожной магистрали недалеко от Северомуйского тон-
неля и Конкудеро-Мамаканского гранитоидного массива [Мельчинов 
В.П.]. Для пункта измерения “Озерный” импедансными методами и реше-
нием обратной задачи регуляризацией Тихонова был восстановлен 15-
слойный геоэлектрический разрез (табл. 7.2, рис. 7.10); последний 15 слой 
не обозначен, он имеет бесконечную глубину и для него 1  Омм [Мо-
лочнов Г.В.; Башкуев Ю.Б. 1996]. По этим данным сначала рассчитывается 
скин-слой. Методика расчета заключается в следующем. Сначала задается 
частота электромагнитной волны с единичным уровнем электрического 
поля, падающей вертикально на геоэлектрический разрез. Затем для перво-
го слоя по формуле  zkexp  вычисляется амплитуда прошедшей вол-
ны; здесь z – вертикальная вглубь разреза координата, 

 2/0k ,   - удельное сопротивление первого слоя, 

f 2 . Аналогично рассматриваются второй и нижеследующие 
слои. 
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Геоэлектрический разрез пункта 
измерения “Озерный”.   Таблица 7.2. 

 
 
Расчет прекращается, когда амплитуда поля становится меньше 

падающего в e раз. Изложенный метод расчета повторяется для другой 

частоты и т.д. Результат расчета в диапазоне частот от 210   Гц до 910  

Гц представлен на рис. 7.11. Из рис. 7.11 следует, что Hln  и fln удовле-
творительно описываются линейной зависимостью между собой, т.е. 

    01.048.013800  ГцfмH .  (7.76) 
 По известной частотной зависимости скин-слоя теперь можно рас-
считать модуль поверхностного импеданса. Метод расчета заключается в 
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следующем. Рассмотрим частоту 1 кГц, согласно (7.75), на этой частоте 
скин-слой   500мH C  м. Такая глубина охватывает полностью верх-

ние 7 слоев и частично 8 слой. Для полученной 8-слойной среды на часто-
те 1 кГц прямой задачей рассчитываем модуль поверхностного импеданса, 
который оказывается равным 0.007. Далее, частота меняется и расчет мо-
дуля поверхностного импеданса повторяется. Результаты расчета в диапа-
зоне от 1 Гц до 1 МГц  представлены в табл. 7.3 и на рис. 7.12, где также 
приведено сравнение с формулой (7.74) , причем установлено 

01.053.04106.1   f .  (7.77) 
Из сравнений формул (7.75) и (7.76) следует, что фрактальные размерно-
сти 

D (скин-слой, 11 декад) = 0.48±0.01;  
D (импеданс, 6 декад) = 0.47±0.01. 

Значения удовлетворительно согласуются друг с другом. В диапазоне от 1 
Гц до 1 МГц результаты двух методов расчета хорошо согласуются друг с 
другом. Теперь, зная фрактальную размерность hD /1 , можно судить о 
глубине затухании электромагнитного поля в широком диапазоне частот. 
 

Частотная зависимость скин – слоя, вычисленная по модели слоистой 
среды и по фрактальной модели. Таблица 7.3. 
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Рис. 7.11. Частотная зависимость скин-слоя в диапазоне  
от 10 - 2 до 10 9 Гц; 

■ – вычисление фрактальным методом,  
▲ - вычисление для слоистой среды. 

 
 

Рис. 7.12. Сравнение вычисленного модуля поверхностного импеданса 
(сплошная кривая) по N слойной задаче и (пунктирная линия) по фрак-
тальной модели. 
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§ 8.  ЭЛЕКТРИЧЕСКИЕ ХАРАКТЕРИСТИКИ ТАЛОЙ ВОДЫ 
 

Продолжим описание измерений на реальных природных объек-
тах. Представим результаты измерений удельного электрического сопро-
тивления (УЭС) талой воды, полученные изо льда соленого оз. Киран, рас-
положенного на юге Бурятии и являющегося источником лечебной грязи.  
 Известно, что при последовательном соединении двух проводни-
ков их сопротивления 

1
R  и 

2
R  складываются, т. е. общее сопротивле-

ние R будет равна сумме 
1

R  + 
2

R . Выберем весь проводник в виде ци-

линдра поперечного сечения S. Пусть он состоит из двух проводников с 
длинами 

1
z  и 

2
z . Поскольку удельное сопротивление zSR / , то 

для двух последовательно расположенных проводников 1 и 2 общее 
удельное сопротивление будет 

     
212211

/21 zzzz   .  (7.78) 

Нашу операцию можно назвать “суммированием”. При “суммировании” 
трех последовательно расположенных проводников общее удельное со-
противление будет 

     
321332211

/321 zzzzzz   . (7.79) 

Такую операцию “суммирования” можно проводить для любого числа по-
следовательно расположенных проводников. Этим самым, зная удельное 
сопротивление каждого проводника, можно найти их общее удельное со-
противление. Например, пусть среда состоит из 4 однородных материалов 
единичной длины. Их удельные сопротивления имеют последовательно 
значения 4 Омм, 3 Омм, 2 Омм и 1 Омм. Проведя формулами (7.78), 
(7.79) и т.д. “суммирование”, т.е. находя последовательно  21 ,  

 321   и  4321  , в итоге получаем кривую 1 на рис. 7.13. 
Обратим внимание, что значения величин по осям отложены в логарифми-
ческом масштабе. Однако, суммирование можно начинать не с проводни-
ков 1 и 2, а в обратном порядке, начиная с проводников 4 и 3. Определяя, 
этим самым, удельные сопротивления  34  ,  234   и 

 1234  . Для наших значений в итоге получаем кривую 2 на рис. 
7.13. 

Видим, что результат суммирования зависит от исходного порядка 
начала суммирования. Причем, если удельные сопротивления последова-
тельно уменьшаются, то зависимость общего удельного сопротивления от 
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размера всего материала будет ниспадающей. Отметим также нелинейный 
характер кривых на рис 7.13.  Реальные материалы, имеющиеся в при-
родной среде, характеризуются неоднородным строением, т.е. имеют не-
однородное распределение проводящих участков. Целью является решение 
вопроса о том, каким является общее удельное сопротивление какого-либо 
реального материала. 

 
Рис. 7.13. Результат суммирования однородных сопротивлений.  

 
 В качестве реального материала выберем талую воду из озерного 
льда. В весенний период изо льда соленого озера Киран, расположенного 
на юге Бурятии и являющегося источником лечебной грязи (рис. 7.14), 
выпиливался цилиндрический керн диаметром 10 см и длиной 120 см, рав-
ной толщине льда. Керн распиливался  на 12 цилиндров длиной по 10 см. 
После таяния цилиндров, в лабораторных условиях, у образовавшейся ми-
нерализованной талой воды при температуре 16 0 С кондуктометром УК-
0.2/1 измерялось удельное электрическое сопротивление. При этом кон-
дуктометр позволяет проводить измерения на переменном токе, на часто-
тах 120 Гц, 1 кГц и 10 кГц. На этих частотах, собственно, и проводились 
измерения. Кондуктометр еще позволяет проводить измерения на частоте 
100 Гц, но оно близко к частоте 120 Гц, поэтому мы проводили измерения 
на трех указанных частотах. В табл. 7.4 приведены результаты измерения 
на указанных частотах.  
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Рис. 3.14. Юг Бурятии. Звездочка * в рамке  

- местоположение озера Киран. 
 

Удельное сопротивление талой воды 
при температуре 16 0С.  Таблица. 7.4. 
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Отсчет в см начинается с верхней кромки льда. Величина z, например 50 
см, указывает, что растаявший цилиндр ледяного керна имеет номер 5, 
отсчет ведется от верхней кромки льда. Обратим внимание, что цилиндр 
под номером 11 в измерениях не участвовал. Дело в том, что верхний слой 
озерного льда толщиной 20 см постоянно подвергается физико-
химическим воздействиям, связанным с ежедневным перепадом темпера-
туры и привнесением извне аммиачных веществ. Нижний слой толщиной 
30 см постоянно взаимодействует с высокоминерализованной водой и не 
характеризует свойства самого льда. Поэтому в дальнейшей обработке 
результатов измерений верхний слой толщиной 20 см и нижний слой тол-
щиной 30 см не учитывались. Для наглядности, на рис. 7.15 показаны ре-
зультаты измерений для каждого цилиндра на частоте 120 кГц.  
  

 
Рис. 7.15. Удельное электрическое сопротивление талой воды   

на частоте 120 Гц при 16 0 С, полученная из растаявших  
цилиндров льда длиной 10 см и диаметром 10 см. 

 
Далее проведем “суммирование” удельных сопротивлений из табл. 7.4. 
Особенность “суммирования” заключается в том, что верхний слой тол-
щиной 20 см и нижний слой толщиной 30 см не учитывались. Этим самым 
рассматривались только удельные сопротивления  43 ,  

 543  , … и  9876543  . Соответственно, при 

“суммировании” в обратном порядке учитывались только  89  , … и 

 3456789  . В ходе “суммирования” установлено, что на 
частоте 120 Гц пространственная характеристика удельного сопротивле-
ния является степенной и зависит от того, откуда начинается само “сумми-
рование” (рис. 7.16). Именно: 
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1
  

17.0z ,  
2

  
15.0z .   (7.80) 

 

 
Рис. 7.16. Пространственная характеристика удельного сопротивления та-
лой воды на частоте 120 Hz;  -  z

1
 - “суммирование” начинается с 

кубика талой воды, взятой с верхней кромки льда; ■ -  z
2

  - “суммиро-

вание” начинается с кубика талой воды, взятого с нижней кромки льда. 
 
Здесь  z

1
  - получено, когда “суммирование” начинается с кубика та-

лой воды под № 3, а  z
2

  - “суммирование” начинается с кубика талой 

воды под № 9.  
 
В табл. 7.5 представлены результаты “суммирования” на всех измеряемых 
частотах. Видим, что степенной показатель с точностью  1 % одинаков на 
всех измеряемых частотах, но зависит от направления “суммирования”. 
Степенной характер закономерностей (3) позволяет предположить, что их 
можно описать методами фрактальной геометрии. 

Согласно нашей теории, имеем закон подобия для проводимости: 

 D/12'  .    (7.81) 
Исключая масштабный множитель   следующим приемом: 

 D

z
z /12/1'' 














 , 
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находим пространственную характеристику удельного электрического 
сопротивления  /1 : 

   Dz /12  ,    (7.82) 
где D – фрактальная размерность распределения проводящих участков. 
Сравнивая (3.82) с результатами табл. 7.5, находим, что на всех частотах с 
точностью до двух значащих чисел фрактальные размерности  

46.0
1
D ,   54.0

2
D .    (7.83) 

 
Пространственная характеристика удельного электрического  

сопротивления талой воды на разных частотах при температуре 16 0С. 
Таблица 7.5. 

 
Понятно, что удельные сопротивления льда и талой воды отличаются друг 
от друга. Но можно предположить, что их пространственное распределе-
ние не меняется. Этому способствовало то, что распиленные цилиндры 
льда сразу изолировались друг от друга. Тогда полученные фрактальные 
размерности (7.83) отражают пространственное расположение проводящих 
участков и самого льда.  

Численные значения результатов измерений указывают, что фрак-
тальные размерности 

1
D  и 

2
D  удовлетворяют соотношению: 

1
21
 DD  .   (7.84) 
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Оно выполняется с точностью  1 %. Можно предположить, что в ходе 
измерений установлена теорема, согласно которой для некоторых природ-
ных материалов фрактальная размерность канторовского множества, опи-
сывающая неоднородное распределение проводимости, зависит от направ-
ления, причем сумма их фрактальных размерностей равна 1.  

Сравнивая рис. 7.14 и 7.16, можно заключить, что проводимость 
льда на оз. Киран уменьшается с верхней кромки льда к нижней кромке. 
Наличие двух фрактальных размерностей 

1
D  и 

2
D  означает следую-

щее. Электромагнитная волна, падая сверху, извне на верхнюю кромку 
льда, будет “видеть” перед собой неоднородный материал, пространствен-
ное распределение проводимости которого будет описываться канторов-
ским множеством с фрактальной размерностью 

1
D . Такую волну можно 

измерить прибором ИПИ (измерителем поверхностного импеданса), рас-
полагая прибор с антеннами, раскинутыми на поверхности льда. Если 
электромагнитная волна проникает из-под земной поверхности, то она 
“увидит” перед собой неоднородный материал, пространственное распре-
деление проводимости которого будет описываться канторовским множе-
ством с фрактальной размерностью 

2
D . 

 
§ 9. ЭЛЕКТРОФИЗИЧЕСКИЕ ПАРАМЕТРЫ СТВОЛА ЖИВОГО 
ДЕРЕВА 
 
 Древесина живого дерева представляет собой физический объект, 
состоящий из чередующихся колец с постоянно текущими в них физико-
химическими и биологическими процессами. В первом приближении 
можно принять, что ствол древесины состоит из концентрических диэлек-
трических цилиндров, между которыми в обоих направлениях течет про-
водящая минерализованная жидкость. При увеличении масштаба разреше-
ния, как диэлектрические, так и проводящие слои разделяются на такие же, 
но более тонкие, диэлектрические и проводящие прослойки. Можно при-
нять, что разделение древесины на диэлектрические и проводящие слои 
носит масштабный характер – при разных увеличениях характер распреде-
ления слоев в статистическом смысле самоподобен. Такое рассмотрение 
позволяет для описания электрических характеристик древесины – диэлек-
трической проницаемости и проводимости – привлечь методы фракталь-
ной геометрии. Это возможно в силу того, что фрактальная геометрия как 
раз и определяется масштабностью и самоподобием. Поскольку различные 
проводящие слои пространственно разделены, то они образуют канторов-
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ское множество, которое описывается фрактальной размерностью D, при-
чем D  1. 
 Ствол живого дерева, как мы видим, представляет собой яркий 
пример реальной реализацией природой фрактальной модели среды.  
 Многомасштабность и самоподобие проводящих участков древе-
сины, согласно методологии фрактальной геометрии, приводят к тому, что 
как удельное сопротивление  , так и сопротивление R, должны степен-
ным образом зависеть от частоты f внешнего электрического тока, и длины 
пути L распространения этого тока в древесине. В настоящем параграфе 
опишем результаты измерения зависимости   от L, и R от f, которые как 
раз и оказываются степенными. Далее проведем моделирование результа-
тов измерения фрактальной геометрией, причем появляющиеся в ходе из-
мерения степенные показатели выразим через одну величину – фракталь-
ную размерностью D. Все измерения проводились на одном стволе живого 
соснового дерева радиусом 11.7 см в летнее время. Схема измерения при-
ведена на рис. 7.18. 

 
Рис. 7.18. Схема измерения методом ВЭЗ удельного сопротивления и на 
переменном токе сопротивления ствола живого дерева. 

 
ИЗМЕРЕНИЕ МЕТОДОМ ВЭЗ. Метод вертикально электрического зон-
дирования (ВЭЗ) широко используется в электроразведке для определения 
пространственного распределения удельного сопротивления исследуемой 
геологической среды [Жданов М.С.] Применительно к древесине этот ме-
тод описан в [Шауб Ю.Б., Шауб С.К.] которому мы и следовали при обра-
ботке результатов измерения. 
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 На уровне человеческого роста в ствол сосны по высоте вводились 
два электрода, находящиеся на расстоянии L друг от друга, по которым в 
древесину подавался постоянный ток I. Симметрично от питающих элек-
тродов с двух других электродов, находящихся на расстоянии M N = 2.5 см 
и 10 см друг от друга, снималось напряжение U . Зная питающий ток I, 
снимаемое напряжение U , а также радиус ствола древесины r, можно 
рассчитать удельное сопротивление   (согласно формуле [Шауб Ю.Б., 

Шауб С.К.]): 
I
U

MN
r 


2

 . В ходе измерений установлено, что значе-

ние   зависит от разноса L электродов. Результаты измерений представ-
лены на рис. 7.19 в билогарифмическом масштабе. Линии 1 и 2 на рис. 7.19 
практически  

 
Рис. 7.19. Пространственная характеристика удельного сопротивления   
ствола живой сосны, радиусом 11.7 см, измеренная методом ВЭЗ:    

85.0L . Линия 1 – разнос приемных электродов M N = 2.5 см, линия 2 - 
разнос приемных электродов M N = 10 см.  
 
параллельны друг другу и удовлетворительно аппроксимируются прямыми 
линиями с одинаковым угловым наклоном. Таким образом, из измерений 
следует, что пространственная характеристика удельного сопротивления 
описывается следующим степенным законом: 

   03.085.0 L .   (7.85) 
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Не выписываемый здесь множитель имеет разные значения для различных 
разносов питающих электродов, а также зависит от масштабов единиц из-
мерения. 
ИЗМЕРЕНИЕ НА ПЕРЕМЕННОМ ТОКЕ. Следующий цикл измерений 
состоял в том, что в ствол живой сосны вводились два электрода, распо-
ложенные по высоте, к которым  подавалось переменное напряжение с 
частотами 100, 120, 1000 и 10000 Гц. Измерение сопротивления проводи-
лись прибор АМ-3003. В ходе измерений изменялся разнос электродов. 
Результаты измерений представлены на рис. 7.20. Примерно одинаковый 
наклон полученных линий свидетельствует об универсальности фракталь-
ной размерности, которая одинакова для всего ствола сосны и не зависит 
от частоты. Усредняя все линии 1 - 4, получаем прямую 5 на рис. 7.20. Хо-
тя каждая линия строилась всего по 4 точкам, но усредненная прямая 5 
проведена как бы по 44 – 3 = 13 точкам, что повышает достоверность по-
лучаемой частотной характеристики сопротивления древесины данной 
сосны: 

R   002.0053.0 f .   (7.86) 

 
Рис. 7.20. Частотные зависимости сопротивления R ствола живой сосны, 

радиусом 11.7 см, измеренные на переменном токе: R  053.0f . В силу 
универсальности фрактальной размерности наклон всех линий одинаков. 
Разнос электродов: 1 – 2.5 см, 2 – 8 см, 3 – 15 см, 4 – 22 см. Пунктирная 
прямая 5 – усредненная по четырем кривым.  
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Погрешность численных показателей в формулах (7.85) и (7.86) составляет 
2 %. 
 Степенные характеристики (7.85) и (7.86) указывают, что их мож-
но описать методами фрактальной геометрии. Многомасштабное и само-
подобное распределение проводящих и диэлектрических слоев древесины 
приводит к тому, что ток в стволе дерева будет распространяться вдоль 
фрактальной линии. Можно сказать, что ток блуждает в древесине. Если L 
– траектория блуждания переменного тока,  f – его частота,   - удельное 
сопротивление древесины, то уравнения Максвелла инвариантны относи-
тельно законов геометрического подобия: 

 LL ' ,  ff D/1'  ,  (7.87) 
откуда 

 2/1'  D .   (7.88) 
Здесь   - масштабный множитель, D – фрактальная размерность. Из (7.87) 
и (7.88) сразу находим пространственную характеристику удельного со-
противления: 

   2/1  DL .   (7.89) 
Сравнивая (7.89) с экспериментальным результатом (7.97), получаем фрак-
тальную размерность: 

01.035.0 D .   (7.90) 
Для установления частотной характеристики сопротивления R по-

ступим следующим образом. Согласно определению,   и R  связаны сле-

дующим соотношением: 
L
SR , где S – поперечное сечение. Геомет-

рическое подобие не меняет S,  поэтому, с учетом (3.89), будем иметь: 
2/1  DL   

L
R

.    (7.91) 

Из (7.87) следует, что 

L   Df  . 
Подставляя его в (7.91), в итоге находим частотную характеристику сопро-
тивления: 

R   13  Df .    (7.92) 
Сравнивая (7.92) с экспериментальным результатом (7.98), с учетом по-
грешности измерения в 2 %, получаем D значение, близкое к (7.90). 
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 Таким образом, для данного ствола живой сосны радиусом 11.7 см 
установлено, что удельное сопротивление проводящих чередующихся ко-
лец образует канторовское множество с фрактальной размерностью 

35.0D . Укажем также, что это значение фрактальной размерности ус-
тановлено двумя независимыми измерениями. 
 
§ 10. ПРЕДЕЛЬНЫЙ СТЕПЕННОЙ ЗАКОН  

 
Измерение сопротивления ствола живого дерева обнаруживает 

еще один аспект. Электромагнитные поля на разных частотах охватывают 
разные объемы ствола живого дерева, это известный скин-эффект. По-
скольку объем древесины ограничен, то и степенной закон зависимости 
сопротивления от частоты будет имеет предельный вид. 

Как указывалось в предыдущем разделе, измерение сопротивления 
проводились RLC-методом прибором АМ-3003. Согласно RLC-методу, в 
ствол живой сосны вводились два электрода, расположенные по высоте, к 
которым  подавалось переменное напряжение на частотах 100, 120, 1000 и 
10000 Гц (рис. 7.21). В ходе измерений изменялся разнос электродов 

bAB  .  

 
Рис. 7.21. Схема измерения на переменном токе сопротивления ствола жи-
вого дерева; b – разнос между электродами. Сосна радиусом 11.7 см. 
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Таблица. 7.5. 

  
 

Результаты измерений представлены в табл. 7.5. Приведенный экспери-
ментальный материал ограничен 4 частотами и разнос между электродами 
менялся тоже только 4 раза. Делать однозначные выводы на таком ограни-
ченном материале сложно. Но мы считаем древесину фрактальным объек-
том, и это позволяет сделать заключение о степенном характере зависимо-
сти сопротивления от частоты. Таким образом, о ходе натурных измерений 
установлено, что интервале двух декад по частоте электрическое сопро-
тивление имеет степенную частотную характеристику. Разброс степенных 
показателей ставит следующий вопрос – в каких интервалах может ме-
няться степенной показатель в частотной характеристике сопротивления? 

Распространение электромагнитного поля можно описывать с по-
мощью первой зоны Френеля [Жданов М.С.]. На разных частотах первая 
зона Френеля имеет разные размеры. В свободном пространстве первая 
зона Френеля имеет вид эллипсоида вращения, в фокусах которого нахо-
дятся электроды. В стволе живого дерева фигура вращения первой зоны 
Френеля исказится, не теряя, однако, основного своего положения: если b 
– длина между электродами,   - длина электромагнитной волны в веще-
стве, то поперечный размер первой зоны Френеля будет пропорционален 

b . Если   - удельное сопротивление ствола дерева,   - круговая 

частота, то длина волны   в материале будет [Балханов В.К., Башкуев 
Ю.Б. Основы теории метода поверхностного импеданса]: 





0

2
2 ,   (7.93) 
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где 
0

  - магнитная постоянная, все величины написаны в международной 

системе единиц СИ; далее численные множители, наподобие  22  в 
(7.93) не выписываем.  
 В ходе измерений на электроды на рис. 3.21 подавался перемен-
ный электрический ток определенной частоты. Вызываемое этим током 
движение зарядов в древесине происходит не по прямой между электрода-
ми, а по границе первой зоны Френеля, длина которой пропорциональна 
поперечному размеру зоны. Поэтому в формуле 

сечениепоперечное
длинаR     (7.94) 

в качестве длины необходимо подставлять величину b . Попереч-

ное сечение ствола дерева пропорционально 2D , где D – диаметр ствола 
дерева. Таким образом, 

2D

b
R


 . 

Подставляя вместо длины волны ее значение из (7.94), находим: 
4/1

0
2 



















D

b
R .   (7.95) 

Перепишем результат в следующем виде: 

 R   25.0

1


.   (7.96) 

Такая запись принята во фрактальной геометрии, где множитель при сте-
пенном законе для некоторой величины обычно не выписывается. По-
скольку объем древесины ограничен, то следует ожидать, что степенной 
показатель, равный 0.25 в (7.96), является предельным для частотной ха-
рактеристики электрического сопротивления древесины. Действительно, 
как видно из таблицы 7.5, реально степенной показатель простирается от 
0.06 до 0.13. 
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§ 11.  ФРАКТАЛЬНАЯ СТРУКТУРА РАЗРЯДОВ МОЛНИИ И 
СТРИМЕРНЫХ КАНАЛОВ 

 
Изучение физики молниевых разрядов имеет давнюю славную и 

трагическую историю. О физике молнии можно ознакомиться в [Базелян 
Э.М.; Пустовойт В.И.; Юман М.]. Их видимая извилистость предполагает, 
что можно для их изучения применить методы фрактальной геометрии.  

Рассматриваемые ниже картины разрядов молний на рис. 7.22 и 
7.23 взяты с сайта [http://thunder.nsstc.nasa.gov/primer/primer2.html]. Размер-
ность молнии на рис. 7.22 определяется по зависимости длины L всех ветв-
лений от масштаба измерения  , даваемой формулой Мандельброта – Ри-
чардсона (1.1). Если принять, что высота молнии на рис. 7.22 составляет 2 
км, то при разбиении всех ветвлений разряда на 200 равных отрезков длина 
масштаба будет равна 10 м. Затем масштаб увеличивается и производится 
новый подсчет длины всех ветвлений молнии. В билогарифмическом мас-
штабе с осями Lln   и ln  все точки полученных значений iL  и i  лягут 
на прямую линию, угловой коэффициент которой равняется размерности 
молнии. Таким образом, для разряда на рис. 7.22 получено D = 1. Явно 
фрактальная структура молнии на рис. 7.22 оказалась обычной одномерной 
конструкцией. Последнее связано с тем, что использовались масштабы из-
мерений, начиная с 10 м. А длина в 10 м совпадает с видимым поперечным 
размером самой молнии [Юман]. При измерении длины предполагается, 
что поперечный размер заметно меньше мерного масштаба, в противном 
случае любая кривая будет выглядеть как гладкая линия с D = 1. Такое об-
стоятельство собственно и позволило ограничить масштаб измерения “сни-
зу” видимой толщиной фрактальной линии. Более содержателен в этом от-
ношении разряд ветвистой молнии, названный нами разветвленной, пред-
ставленный на рис. 7.23. По классификации книги [Юман М.] рассматри-
ваемая разветвленная молния относится к классу 2. Для нее измерение 
фрактальной размерности по формуле Мандельброта – Ричардсона не пред-
ставляется возможным, в этом случае размерность можно определить но-
вым канторовским методом. 

Фрактальную размерность молнии, представленной на рис. 7.2, эф-
фективнее всего определять канторовским методом, подсчитывая число 
ветвлений N внутри выделенной области. Для удобства подсчета разряд 
молнии представим в виде схемы, как показано на рис. 7.24. Схему расчер-
чиваем на прямоугольники с единичным основанием, т.е. полагаем AD = 1. 
Далее примем, что AB1 = 2,  AB2 = 2.5, AB3 = 3, AB4 = 3.5, AB5 = 4. Тогда 
площади прямоугольников ABiCiD будут равны соответственно iS  = 2;  

2.5;  3;  3.5;  4. 
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Рис. 7.22. Разряд обыкновенной молнии. 

 

 
Рис. 7.23. Разряд разветвленной молнии; фотоснимок 
[http://thunder.nsstc.nasa.gov/primer/primer2.html]. 
 

Кружочками на схеме рис. 7.24 показаны участки пересечения ветвлениями 
разряда молнии с границами прямоугольников. Легко подсчитать, что 
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iN  = 11;  13;  15;  17;  19. 

На графике с осями ln N и ln R, где SR  , все точки располагаются 
вдоль прямой. Так, для площади S1=ADAB1=2, 111 N . Определяя угол 
наклона по методу линейной регрессии, сначала находим по формуле N  

hR  размерность блуждания  
h = 1.48  0.02. 

Поскольку для разветвленных структур на плоскости размерность 
2/1 hD  , то для ветвистой молнии на рис. 3.23  размерность 

D = 1.74  0.02. 

 
Рис. 7.24. Разряд разветвленной молнии (схема). 

 
§ 12. ПРОСТРАНСТВЕННЫЕ ХАРАКТЕРИСТИКИ ИЗЛУЧЕНИЯ 
РАЗРЯДОВ МОЛНИИ 
 

Для измерения уровней электрического и магнитного полей излу-
чения разрядов молнии было использовано устройство для регистрации 
излучения разрядов молнии, в котором одновременно измеряются две ор-
тогональные горизонтальные компоненты магнитного поля и вертикальная 
компонента электрического поля [Козлов, Муллаяров], рис. 7.25. Такое 
устройство позволяет измерять  
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Рис. 7.25. Устройство для измерения вертикальной компоненты электриче-

ского поля и горизонтальных компонент магнитного поля разрядов мол-
нии. 

 
относительную (ненормированную) амплитуду полей и направление на 
источник. В принятом излучении от удаленного разряда молнии обычно 
имеются два последовательно идущих импульса (широкополосных сигна-
лов), связанных с прямой волной, и волной, отраженной от ионосферы. 
Устройство регистрирует оба импульса и это позволяет по разности их 
прихода по времени определять расстояние до источника. На рис. 7.26 по-
казан типичный широкополосный сигнал от разряда молнии. Отмечены 

t  - разность времени прихода обоих импульсов и маркер - 1000 мкс. 
На рис. 7.27 показаны оба канала распространения, по которым 

электромагнитные импульсы от разряда молнии приходят к измеритель-
ному устройству. Если обозначить через h – высоту ионосферы, которая 
полагается известной, то расстояние R до разряда молнии можно найти из 
следующего выражения: 
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Рис. 7.26. Широкополосный сигнал от разряда молнии (ниже - кадр с экра-
на компьютера). Отмечены t  - разность времени прихода обоих импуль-
сов и маркер - 1000 мкс. 

 

tc
htc

R





2
4 222

,  (7.97) 

где c – скорость света. Мы не учитываем высоту подъема разряда молнии 
и кривизну поверхности Земли. Их учет привел бы только к несуществен-
ным поправкам к измеряемым величинам. 

В середине июля в течение 1 часа с 14-34 00 LT по 15-34 00 LT было 
зарегистрировано 34 разряда молнии. Все разряды происходили из сектора 

раствором  090 и ограниченного радиусами  30  300 км между г. 
Улан-Удэ и оз. Байкал (рис. 7.28).  
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Результаты измерений представлены в табл. 7.6. Измеренные значения 
относительных значений уровней электрического и магнитного полей, 
угол азимута отсчитывается от направления Север - Восток, номер отсчета 
начинается от первого сигнала к последнему. 
 

 
Рис. 7.27. Геометрия каналов распространения разряда молнии. 
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Рис. 7.28. Сектор (закрашенный участок) между г. Улан-Удэ и оз. Байкал, 
ограничивающий область разрядов молнии. 

 
Таблица 7.6. 

N R, км азимут, град. E,отн. H,отн. 

1 45.7 63.7 1741 2144 

2 160.7 4.9 345 255 

3 229.4 59.6 159 185 

4 79.2 -8 1145 866 
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5 30.4 4.3 3432 2517 

6 137.8 10.2 454 349 

7 115 20.1 521 403 

8 190.8 -19.6 334 193 

9 248.3 59.7 144.8 168.6 

10 168.9 9.7 379 290 

11 124 10.7 518 400 

12 35.3 -6.4 3564 2659 

13 79 11.8 942 731.8 

14 182.8 4.1 392 287 

15 148.7 11.6 439 341 

16 136.1 2.8 444 321 

17 121.8 14.3 572 453 

18 62.7 4.6 1137 835.5 

19 125.3 12.8 436 341.5 

20 78.3 11.2 748.8 579.6 

21 53.2 30.8 1308 1168 

22 289 59.8 153 178.5 

23 124.8 13.2 423.6 332.8 

24 143.2 -20.3 349 289 

25 140.3 3.6 588 429 

26 88 4 1018.8 745.4 

27 112 -16.7 531.4 428.6 

28 311 58.6 174 200 

29 179.5 -4 391.7 286.4 
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30 311 58.4 138.3 158.6 

31 108.4 41.7 625.2 613.2 

32 101.1 2.6 672.4 486.2 

33 209 15.6 236.8 189.4 

34 200 13.7 255.7 170 

 
В более наглядном виде результаты измерений удобно представлять на 
рисунке, как это представлено на рис. 7.29. Там же показаны линейные 
аппроксимации, удовлетворительно описывающие экспериментальные 
точки.  

Таким  образом, в результате измерений установлены следующие 
пространственные характеристики электромагнитного поля излучения раз-
рядов молнии: 

E   
07.05.1

/1
R ,      H   

06.027.1
/1

R . (7.98) 
Здесь E – вертикальная электрическая, H – горизонтальная маг-

нитная компоненты электромагнитного поля, R – расстояние от разряда 
молнии до пункта измерения. Известно, что компоненты E и H удовлетво-
ряют следующим законам подобия: 

EE ' ,  HH D/11'  .  (7.99) 
Разумеется, мы получили соотношения (7.46), только переписанные с дру-
гими степенными показателями. Поскольку RR ' , то мы можем ис-
ключить масштабный множитель   следующим приемом: 













/1''
E

E
R

R
 . 

Отсюда находим пространственную характеристику электрического поля: 

E   
R/1 .   (7.100)  

Совершенно аналогично находим:    

 H   
DR /11

/1


.    (7.101) 
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Рис. 7.29. Результаты измерений и их линейная регрессия. 

 
Формулами (7.100) и (7.101) решена задача теоретического обос-

нования экспериментальных результатов (7.98). Здесь D является фрак-
тальной размерностью канторовского множества, описывающего распре-
деление проводимости на поверхности Земли. О физическом смысле пока-
зателя   можно предложить следующее объяснение. Электрическое поле 
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точечного излучателя в свободном пространстве удовлетворяет законо-

мерности E   
2

/1 R . Поле бесконечного по длине линейного излучателя 
описывается зависимостью E   R/1 . Очевидно, что для излучателя, ог-
раниченного по длине и зигзагообразного по форме, степенной показатель 
  должен быть заключен в пределах от 1 до 2. 
 Сравнивая (7.100) и (7.101) с (7.98), находим:  

5.1  и 82.0D . 
Полученные значения удовлетворяют тому, что 1      2, и D  1. 
 
§ 13. МОДЕЛИРОВАНИЕ ДЛИНЫ РАЗРЯДОВ МОЛНИИ ФРАК-
ТАЛЬНОЙ ГЕОМЕТРИЕЙ 
 
 В предыдущем § 7.12 была установлена пространственная харак-
теристика излучения разрядов молнии. Здесь мы рассмотрим другой ас-
пект данной проблемы. Дело в том, что изучение разрядов молнии являет-
ся широкополосным. Измеренные разряды молнии состоят из 34 импуль-
сов (рис. 7.30).  
 

 
Рис. 7.30. Реальная картина разряда молнии (кадр с экрана компьютера); 
показана прямая волна, волна, отраженная от ионосферы, опущена. Про-
должительность разряда (ширина кадра) 500 мкс. 
 
Мы предлагаем в первом приближении кривую на рис. 7.30 аппроксими-
ровать затухающим периодическим колебанием, описываемой функцией 
(рис. 7.31)  
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   tttE
0

sin/exp)(  .   (7.102) 

Этим самым вводится основная частота 
0

  и время релаксации  . Срав-

нение рис. 7.31 и формулы 7.102 позволяет установить, что время релакса-
ции 

   200 мкс, 
и основная частота излучаемой волны: 





2
0

0
f   4.8 кГц. 

Таким образом: 
   tttE 03.0sin200/exp)(  .  (7.103) 

Отсюда следует, что рассматриваемое излучение формируется на эффек-
тивной длине источника 

L  
0

f
c

 = 60 км. 

Здесь c – скорость света. 

 
Рис. 7.31. Аппроксимация затухающей прямой волны рис. 3.30, длина из-
лучателя  60 км; электрическое поле    tttE 03.0sin200/exp)(  . 
  

Непосредственное наблюдение показывает, что высота H между 
облаком и поверхностью земли составляет несколько км. Для определен-
ности примем, что 

2H  км. 
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При этом основная частота излучения была бы  

f   
H
c

 = 150 кГц. 

Если оставить выше приведенное значение для времени релаксации, то 
затухающее излучение, формируемое на длине h, будет описываться функ-
цией 

   tttE 94.0sin200/exp)(  .  (7.104) 
Его график представлен на рис. 7.32. Видим, что между рис. 7.31 и рис. 
7.32 нет ничего общего. Таким образом, можно заключить, что широкопо-
лосный разряд молнии формируется от источника, имеющий длину не-
сколько десятков км. 

  
Рис. 7.32. Излучение электромагнитной волны от источника длиной  2 км; 

электрическое поле    tttE 94.0sin200/exp)(  . 
 
Различие между видимой высотой, скажем, в 2 км и эффективной длиной в 
60 км, можно объяснить следующим образом. С точки зрения фрактальной 
геометрии, разряды молнии настолько извилисты, что на длине 2 км укла-
дывается извилистая линия общей длиной в 60 km. Действительно, для 
известной кривой Коха [Федер] ее длина L определяется как 
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n

hL 







3
4

.   (7.105) 

Здесь n – число итераций при построении кривой Коха, 3ln/4lnD  - 
фрактальная размерность кривой Коха, h – расстояние по прямой от одно-
го конца линии к другому. Подставляя 60L  км и 2h  км, находим 

12n .     (7.106) 
Мы получили необходимое число итераций, чтобы моделировать геомет-
рию разрядов молнии кривой Коха. Поскольку продолжительность разряда 
на рис. 1 есть 500 mks, то из полученного результата следует, что при 
формировании разрядов молнии на одну итерацию требуется 500/12   40 
mks. Если вместо кривой Коха взять кривую Гивена [Федер], то вместо 
(3.16) будем иметь 

n

hL 







3
5

. 

Отсюда число итераций 7n . Рассмотренные примеры показывают, что 
моделирование геометрии разрядов молнии существенно зависит от выбо-
ра фрактальной линии. 

Таким образом, мы установили, дополнительно к разделу 3.12, что 
разряды молнии можно моделировать методами фрактальной геометрии. 
Теория, которой пока нет, должна установить закономерности разрядов 
молнии от фрактальной размерности. Однако остался еще открытым во-
прос о числе итераций. Реальные разряды молнии, очевидно, должны зави-
сеть только от фрактальной размерности, и ни как от числа итераций.  
 
§ 14. ФРАКТАЛЬНАЯ РАЗМЕРНОСТЬ ПЛОСКОСТНОЙ ПРОЕК-
ЦИИ СТРИМЕРНЫХ КАНАЛОВ 

 
В настоящее время активизировалось изучение стримерных разря-

дов - сети каналов, возникающих при электрическом пробое в диэлектриках 
(воздухе, полимерных изоляторах, фотоэмульсии, изоляторах высокого на-
пряжения) [Носков М.Д.; Попов Н.А.]. Сами стримеры имеют давнюю ис-
торию, и впервые их наблюдал на фотопластинках Лихтенберг.  Изучение 
стримеров стало особенно актуальным в связи с пробоем космическими 
лучами обшивки спутников Земли и с использование кабелей с полимерной 
изоляцией [Носков М.Д.]. Однако отмечается, что количественной теории, 
описывающей рост ветвления электрического пробоя, до сих пор нет. Мы 
геометрическую конфигурацию разрядных каналов, рост числа каналов и 
их ветвление рассмотрим как фрактальные разветвленные объекты и опи-
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шем их количественно с помощью понятия фрактальной размерности. 
Электрический пробой – видимый в оптическом диапазоне стримерный 
канал в диэлектриках, образованный локально растущим электрическим 
полем. Пробой возникает, когда на небольшой участок удаленной от заря-
женной подложки подается такое высокое напряжение, что происходит 
собственно электрический пробой. Под такое определение подходят разря-
ды молний в воздухе, частичные разряды в эпоксидной смоле, плазменные 
структуры в фотоэмульсии. В указанном смысле  стримерные каналы отно-
сятся к классу универсальности [Мандельброт Б.; Федер Е.], зависящие 
только от двух безразмерных величин: фрактальной размерности и размер-
ности пространства, в котором происходит процесс. М.Д. Носковым и др. 
[Носков М.Д.] прямым измерением определено, что фрактальная размер-
ность D  частичных разрядов лежит в пределах 1.45  1.55. Н.А. Попов [По-
пов Н.А.] из энергетических соображений определил фрактальную размер-
ность коронного разряда D = 2.16 ± 0.05. Для обычного разряда молний 
также измерялась фрактальная размерность, при этом установлено, что на 
масштабах от десятков метров и выше D = 1. Таким образом, мы видим су-
щественное различие в значениях для размерности. В связи с этим тремя 
независимыми методами измерим фрактальную размерность планового 
рисунка системы стримерных каналов (рис. 7.31) [Попов Н.А.]. 

Первый метод измерения размерности будет заключаться в исполь-
зовании формулы L  

DR . На плановом рисунке стримерных каналов вы-
деляется некоторая область (на рис. 7.31 это окружность радиусом R), и 
подсчитывается общая длина всех каналов, попадающих в рассматривае-
мую область. Так мы получаем первые значения L1 и R1. Далее выделяется 
другая область (чуть больше первоначальной), и после подсчета получают-
ся другие значения L2 и R2. Таким образом, в итоге мы получаем набор зна-
чений iL  и iR , по которым методом линейной регрессии строим прямую 

линию на осях Lln  и Rln . Угловой коэффициент будет равняться фрак-
тальной размерности D. Таким образом, было установлено, что для стри-
мерных каналов 

D = 1.52  0.03. 
Для увеличения статистики нами выбирались разные формы областей раз-
биения - от прямоугольных до круглых.  

Второй метод измерения состоит в подсчете числа N пересечений 
ветвлениями стримерных каналов периметра области. На рис. 7.31 границей 
выделенной области является окружность радиусом R. Легко подсчитать, 
что для изображенного на рисунке случая N = 53. Варьируя радиус R, нахо-
дим, что N и R связаны степенным (скейлинговым) законом N  

hR  с по-
казателем  h  = 1.01  0.05 и фрактальной размерностью   
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D = 1 + h / 2 = 1.51  0.01. 

 
Рис. 7.31. Система микроразрядов, пересекающих  
диэлектрическую фотопластинку [Попов Н.А.]. 

 
Приступим к третьему методу измерения величины D. Метод осно-

ван на анализе графика рис. 7.32 [Носков М.Д.], где представлена зависи-
мость роста границы канальных лучей от времени. Зависимость роста стри-

меров от времени дается формулой R  ht /1 . На интервале времен от 1 мин 

до 6 мин из рис. 7.32 следует, что R  94.0t , откуда  h = 1.06 и 53.1D .  
Тремя независимыми методами установлена фрактальная размер-

ность плоскостной проекции стримерных каналов, представленных на рис. 
3.31 Полученные значения 1.50, 1.52 и 1.53 совпадают с данными работы 
[Носков]. Объединяя эти три значения фрактальной размерности, находим 

  02.052.1 каналыстримерныеD . (7.107) 
Подобный рис. 7.32 результат имеется в работе [Попов Н.А.], где 

получен следующий закон для числа ветвления: N  18.1R . Из него следует, 
что D = 1.59, т.е. близкая к нашим значениям размерность. 
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Рис. 7.32.  Зависимость длины дендрита от времени роста. Сплошная 

кривая – эксперимент, штриховая – моделирование. 
 
ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

 
Вы закрыли последнюю страницу монографии, где даны началь-

ные сведения, необходимые для дальнейшего самостоятельного иссле-
дования. Только общение с многочисленными примерами и задачами 
могут дать понимание предмета. Все рисунки в книге сделаны автором, 
хотя и было соблазн простого копирования красивых и профессио-
нально сделанных рисунков из многочисленных книг и Интернет-
сайтов. Это сделано сознательно. Теперь Вы также можете самостоя-
тельно рисовать и изучать фрактальные фигуры, вычислять или изме-
рять их фрактальную размерность. При этом автор считает, что не надо 
скрывать от читателей трудностей, стоящих на таком новом пути, как 
изучение и применение фрактальной геометрии. Многие важные во-
просы могут быть еще только поставлены. 

К списку литературы, которая регулярно увеличивается, добавле-
ны некоторые работы автора, на основе которых и была написана дан-
ная монография. Свои замечания читатели могут сообщить по адресу: 
ballar@yandeх.ru. 
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