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1 �¨ää¥à¥­æ¨àã¥¬ë¥ ¬­®£®®¡à §¨ï
�¥ªæ¨ï 1

1.1 �¥®¬¥âà¨ï ¢ ä¨§¨ª¥

� ®á­®¢¥ á®¢à¥¬¥­­®© ¤¨ää¥à¥­æ¨ «ì­®© £¥®¬¥âà¨¨ ¨ â®¯®«®£¨¨ «¥¦¨â ¯®­ïâ¨¥ ¬­®£®®¡à §¨ï.

(�¨ää¥à¥­æ¨àã¥¬®¥) ¬­®£®®¡à §¨¥ ¡ë«® ¢¯¥à¢ë¥ ¢¢¥¤¥­® �­à¨ �ã ­ª à¥ ¢ ª ç¥áâ¢¥ ¡ §®¢®£®

®¡ê¥ªâ , ­  ª®â®à®¬ ¬®¦­® ¢¢®¤¨âì ¬ â¥¬ â¨ç¥áª¨©  ­ «¨§ (äã­ªæ¨¨ ¨ ¯à®¨§¢®¤­ë¥), ¨ ª®â®à®¥

®¡®¡é «® ªà¨¢ë¥, ¤¢ã¬¥à­ë¥ ¯®¢¥àå­®áâ¨ ¨ à §«¨ç­ë¥ ¯à®áâà ­áâ¢ , ¢ª«îç ï ¥¢ª«¨¤®¢® ¯à®á-

âà ­áâ¢®,   â ª¦¥ (£¨¯¥à)¯®¢¥àå­®áâ¨ ¢ â ª®¬ ¯à®áâà ­áâ¢¥.

�  á ¬®¬ ¤¥«¥, ¢ë å®à®è® §­ ª®¬ë á á ¬ë¬¨ à §­ë¬¨ ¯à¨¬¥à ¬¨ ¬­®£®®¡à §¨© ¨§ ¡ §®¢ëå

ªãàá®¢ ¯® ¬ â¥¬ â¨ª¨ ¨ ä¨§¨ª¨. � ¬ â¥¬ â¨ç¥áª¨å ªãàá å ¨§ ¯à¨¬¥à®¢ ¢ ¬ ¢áâà¥ç «¨áì ªà¨¢ë¥

¨ ¯®¢¥àå­®áâ¨ ¢  ­ «¨â¨ç¥áª®© £¥®¬¥âà¨¨ ¨ ¬ â¥¬ â¨ç¥áª®¬  ­ «¨§¥, «¨­¥©­ë¥ ¯à®áâà ­áâ¢  ¨

£àã¯¯ë ¢ «¨­¥©­®©  «£¥¡à¥ ¨ â.¤.

�­®£¨¥ ä¨§¨ç¥áª¨¥ ¯®­ïâ¨ï á¢®¤ïâáï ª £¥®¬¥âà¨ç¥áª¨¬. � ç áâ­®áâ¨, ¬­®£®®¡à §¨ï¬¨ ï¢«ïîâ-

áï ª®­ä¨£ãà æ¨®­­ë¥ ¨ ä §®¢ë¥ ¯à®áâà ­áâ¢  â®© ¨«¨ ¨­®© ¬¥å ­¨ç¥áª®© (¨«¨ â¥à¬®¤¨­ ¬¨ç¥áª®©)

á¨áâ¥¬ë. � ¯®¬­¨¬, ¢ ¬¥å ­¨ª¥ ª®­ä¨£ãà æ¨®­­ë¬ ¯à®áâà ­áâ¢®¬ ­ §ë¢ ¥âáï ¬­®¦¥áâ¢® ¢®§¬®¦­-

ëå ¯®«®¦¥­¨© á¨áâ¥¬ë. � ª, ¯à®áâà ­áâ¢® ¢ ª®â®à®¬ ¬ë ¦¨¢¥¬ (¢ ¯¥à¢®¬ ¯à¨¡«¨¦¥­¨¨ R3) ¥áâì

ª®­ä¨£ãà æ¨®­­®¥ ¯à®áâà ­áâ¢® ¬ â¥à¨ «ì­®© â®çª¨. �á«¨ à¥çì ¨¤¥â ® ¡®«¥¥ ®¡é¥© ¬¥å ­¨ç¥áª®©

á¨áâ¥¬¥, â® ª®­ä¨£ãà æ¨®­­®¥ ¯à®áâà ­áâ¢® ¬®¦¥â ¡ëâì § ¬¥â­® á«®¦­¥¥. � ¯à¨¬¥à, ¤«ï ¬ â¥¬ â¨ç¥áª®£®

¬ ïâ­¨ª  ®­® ã¦¥ ï¢«ï¥âáï áä¥à®©:
3∑
i=1

xixi = l2 (1.1)

�«ï á¨áâ¥¬ë â¨¯  ¤¢ãå ¦¥áâª® á¢ï§ ­­ëå ¬ â¥à¨ «ì­ëå â®ç¥ª íâ® ã¦¥ ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥ áä¥àë S2 ­ 

R3. (� ¯®¬­¨¬, çâ® ¤¥ª àâ®¢ë¬ (¯àï¬ë¬) ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥¬ ¬­®¦¥áâ¢ X, Y ­ §ë¢ ¥âáï ¬­®¦¥áâ¢®

ã¯®àï¤®ç¥­­ëå ¯ à (x, y) x ∈ X, y ∈ Y ). �¥­¥¥ âà¨¢¨ «ì­ë© ¯à¨¬¥à - íâ® ª®­ä¨£ãà æ¨®­­®¥ ¯à®á-

âà ­áâ¢® â¢¥à¤®£® â¥« : R3 × SO(3) (SO(3)Ä£àã¯¯  á¯¥æ¨ «ì­ëå ®àâ®£®­ «ì­ëå ¯à¥®¡à §®¢ ­¨©

âà¥å¬¥à­®£® ¥¢ª«¨¤®¢  ¯à®áâà ­áâ¢ . � ª ç¥áâ¢¥ § ¤ ç¨ à¥ª®¬¥­¤ã¥âáï ¤®ª § âì çâ® ª®­ä¨£ãà -

æ¨®­­®¥ ¯à®áâà ­áâ¢® ¨¬¥­­® â ª®¥).

� á¢®î ®ç¥à¥¤ì, ¯® ®¯à¥¤¥«¥­¨î ä §®¢®¥ ¯à®áâà ­áâ¢® - ¯à®áâà ­áâ¢®, â®çª ¬¨ ª®â®à®£® ï¢«-

ïîâáï á®áâ®ï­¨ï ¤ ­­®© á¨áâ¥¬ë. � ¯à¨¬¥à, ¥á«¨ ¬ë ¢®§ì¬¥¬ £ à¬®­¨ç¥áª¨© ®áæ¨««ïâ®à, â® ¥£®

ä §®¢®¥ ¯à®áâà ­áâ¢® - R2, £¤¥ ®¤­  ª®®à¤¨­ â  íâ® ª®®à¤¨­ â  ¯à®áâà ­áâ¢ ,   ¢â®à ï - ¨¬¯ã«ìá.

�«ï ¬ â¥¬ â¨ç¥áª®£® ¬ ïâ­¨ª  «¥£ª® ¢¨§ã «¨§¨à®¢ âì ¥£® ä §®¢®¥ ¯à®áâà ­áâ¢® ª ª æ¨«¨­¤à

S1 × R1 (ª®®à¤¨­ â  ¨ áª®à®áâì). �«ï « £à ­¦¥¢®© ¬¥å ­¨ç¥áª®© á¨áâ¥¬ë ä §®¢®¥ ¯à®áâà ­áâ¢®

­ ¤¥«¥­® á¨¬¯«¥ªâ¨ç¥áª®© áâàãªâãà®© (¢ ®¡é¥¬ á«ãç ¥ ¯à¥¤á¨¬¯«¥ªâ¨ç¥áª®©). �¨¬¯«¥ªâ¨ç¥áª ï

áâàãªâãà  ®¯à¥¤¥«ï¥â ¨§¢¥áâ­ãî ­ ¬ ¨§ ªãàá  â¥®à¥â¨ç¥áª®© ¬¥å ­¨ª¨ áª®¡ªã �ã áá®­ , ®â­®á¨â¥«-

ì­® ª®â®à®© á®¯àï¦¥­ë ª®®à¤¨­ â  ¨ ¨¬¯ã«ìá. �â  áâàãªâãà  ï¢«ï¥âáï ®á­®¢­®© ¢ áâ ­¤ àâ­®¬

¯®áâà®¥­¨¨ ª¢ ­â®¢®© â¥®à¨¨. �ë ª®á­¥¬áï á¨¬¯«¥ªâ¨ç¥áª®© £¥®¬¥âà¨¨ ¨ ª¢ ­â®¢ ­¨ï ¢® ¢â®à®©

ç áâ¨ ªãàá .

�®¢à¥¬¥­­ ï ¤¨ää¥à¥­æ¨ «ì­ ï £¥®¬¥âà¨ï ï¢«ï¥âáï ï§ëª®¬, ­  ª®â®à®¬ £®¢®à¨â á®¢à¥¬¥­­ ï

â¥®à¨ï ¯®«ï. � ç áâ­®áâ¨ �¨¬ ­®¢  (â®ç­¥¥ ¯á¥¢¤®-�¨¬ ­®¢ ) £¥®¬¥âà¨ï ä ªâ¨ç¥áª¨ á®áâ ¢«ï¥â

¬ â¥¬ â¨ç¥áª¨©  ¯¯ à â ®¡é¥© â¥®à¨¨ ®â­®á¨â¥«ì­®áâ¨, ª®­ä®à¬­ ï £¥®¬¥âà¨ï â¥á­® á¢ï§ ­  á
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ª®­ä®à¬­ë¬¨ â¥®à¨ï¬¨ ¯®«ï (CFT ç áâì ¢ AdS/CFT á®®â¢¥âáâ¢¨¨). �¥®à¨ï �­£ -�¨««á  ä®à¬-

ã«¨àã¥âáï ¢ â¥à¬¨­ å à áá«®¥­­ëå ¯à®áâà ­áâ¢ ¨ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨å á¢ï§­®áâ¥©.

1.2 �¨ää¥à¥­æ¨àã¥¬ë¥ ¬­®£®®¡à §¨ï

1.2.1 �­®£®®¡à §¨ï ª ª ¯®¢¥àå­®áâ¨

� ¬ë© ¯à®áâ®© ¨ ¨­âã¨â¨¢­ë© á¯®á®¡ ®¯à¥¤¥«¨âì ¬­®£®®¡à §¨¥Ä®¯à¥¤¥«¨âì ¥£® ª ª à¥£ã«ïà­ãî

¯®¢¥àå­®áâì ¢ RN . �«ï íâ®£® ¤ ¢ ©â¥ ¢á¯®¬­¨¬ á«¥¤ãîé¨© ä ªâ ¨§  ­ «¨§  äã­ªæ¨© ¬­®£¨å

¯¥à¥¬¥­­ëåÄ\â¥®à¥¬  ® ­¥ï¢­®© äã­ªæ¨¨".

�à¥¦¤¥ ç¥¬ áä®à¬ã«¨à®¢ âì â¥®à¥¬ã, § ¬¥â¨¬, çâ®, à áá¬ âà¨¢ ï äã­ªæ¨¨ ­  RN ¨«¨ ®ªà¥á-

â­®áâïå ¢ ­¥¬ (¯® ã¬®«ç ­¨î, ¬ë £®¢®à¨¬ ® ¢¥é¥áâ¢¥­­®-§­ ç­ëå äã­ªæ¨ïå, â.¥. ®â®¡à ¦¥­¨ïå

RN → R), ­¥®¡å®¤¨¬® ä¨ªá¨à®¢ âì ª« áá £« ¤ª®áâ¨ (¤¨ää¥à¥­æ¨àã¥¬®áâ¨) íâ¨å äã­ªæ¨©. � ¤ «-

ì­¥©è¥¬, ¤«ï ¯à®áâ®âë, ¢á¥ äã­ªæ¨¨ ¡ã¤ãâ ¯®« £ âìáï ¢¥é¥áâ¢¥­­®§­ ç­ë¬¨ ¨ ¡¥áª®­¥ç­® ¤¨ä-

ä¥à¥­æ¨àã¥¬ë¬¨. �  ®ªà¥áâ­®áâ¨ U ⊂ RN â ª¨¥ äã­ªæ¨¨ ®¡®§­ ç îâáï ª ª C∞(U) . �.¥. á«®¢®

\äã­ªæ¨ï" ¡ã¤¥â ®§­ ç âì \¡¥áª®­¥ç­® ¤¨ää¥à¥­æ¨àã¥¬ ï äã­ªæ¨ï". �­®£¤  ¯®«¥§­® à áá¬ -

âà¨¢ âì ¡®«¥¥ è¨à®ª¨© ª« áá Ck(U) äã­ªæ¨©, ¨¬¥îé¨å k ­¥¯à¥àë¢­ëå ¯à®¨§¢®¤­ëå. �¨­¨¬ «-

ì­ë¬ âà¥¡®¢ ­¨¥¬, ­¥®¡å®¤¨¬ë¬ ¤«ï ¢¢¥¤¥­¨ï ¤¨ää¥à¥­æ¨ «ì­®© áâàãªâãàë, ï¢«ï¥âáï C1(U)

ª« áá £« ¤ª®áâ¨ äã­ªæ¨©.

�¥®à¥¬  1.1. �ãáâì ¢ RN § ¤ ­ë äã­ªæ¨¨ Fα, α = 1, . . . , N − n, ¨ ¯ãáâì ¢ ­¥ª®â®à®© â®çª¥ ­ 

¬­®¦¥áâ¢¥ Fα = 0 ¬ âà¨æ  (∂Fα/∂x
i) ¨¬¥¥â ¬ ªá¨¬ «ì­ë© à ­£. �®£¤  ¢ ­¥ª®â®à®© ®ªà¥áâ­®á-

â¨ íâ®© â®çª¨ áãé¥áâ¢ãîâ â ª¨¥ ¤¨ää¥à¥­æ¨àã¥¬ë¥ äã­ªæ¨¨ fi(x
1, . . . , xn) (£¤¥, ¢®§¬®¦­®,

¡ë«  ¯à®¢¥¤¥­  ¯¥à¥­ã¬¥à æ¨ï ª®®à¤¨­ â), çâ® ¤«ï «î¡ëå ä¨ªá¨à®¢ ­­ëå x1, . . . , xn à¥è¥­¨¥

ãà ¢­¥­¨ï

Fα(x1, . . . , xN ) = 0 (1.2)

¥¤¨­áâ¢¥­­® ¨ ¨¬¥¥â ¢¨¤

xn+i = f i(x1, . . . , xn) , i = 1, . . . , N − n . (1.3)

�®¦­® áª § âì ¨ ¨­ ç¥ { á¨áâ¥¬ë ãà ¢­¥­¨© (1.2) ¨ (1.3) ¢ â ª®© ®ªà¥áâ­®áâ¨ íª¢¨¢ «¥­â­ë.

� ª¨¬ ®¡à §®¬, ¯®¤¬­®¦¥áâ¢®, § ¤ ­­®¥ ãà ¢­¥­¨ï¬¨ Fα = 0, «®ª «ì­® (â.¥. ¢ ®ªà¥áâ­®áâ¨

­¥ª®â®à®© á¢®¥© â®çª¨) ãáâà®¥­® â ª ¦¥, ª ª ®ªà¥áâ­®áâì ¢ ¥¢ª«¨¤®¢®¬ ¯à®áâà ­áâ¢¥ RN−k.

� ¤ ç  1.2. � áá¬®âà¨¬ ¬­®¦¥áâ¢® ¢á¥å n × n ª¢ ¤à â­ëå ¬ âà¨æ. �¢«ï¥âáï «¨ ¯®¤¬­®¦¥áâ¢®

¢á¥å ¬ âà¨æ á ®¯à¥¤¥«¨â¥«¥¬ à ¢­ë¬ 1 ¬­®£®®¡à §¨¥¬? � á ®¯à¥¤¥«¨â¥«¥¬ à ¢­ë¬ ­ã«î?

�¯à¥¤¥«¥­¨¥ 1.3. �®¤¬­®¦¥áâ¢® M ⊂ RN ­ §ë¢ ¥âáï £« ¤ª¨¬ ¬­®£®®¡à §¨¥¬ (¢¥é¥áâ¢¥­­ë¬

¤¨ää¥à¥­æ¨àã¥¬ë¬ ¬­®£®®¡à §¨¥¬), ¥á«¨ ã ª ¦¤®© â®çª¨ x ∈ RN áãé¥áâ¢ã¥â ®âªàëâ ï ®ªà¥á-

â­®áâì U , ­  ª®â®à®© ®¯à¥¤¥«¥­ë äã­ªæ¨¨ Fα, α = 1, . . . , N−n, â ª¨¥ çâ® U∩M § ¤ ñâáï ãà ¢­¥­¨-

ï¬¨ Fα = 0 ¨ ¬ âà¨æ 
(
∂Fα
∂xi

)
¨¬¥¥â ¬ ªá¨¬ «ì­ë© à ­£ ¢ «î¡®© â®çª¥ U ∩M. �¨á«® n ­ §ë¢ ¥âáï

à §¬¥à­®áâìî ¬­®£®®¡à §¨ïM.
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�à¨¬¥àë:

• Rn (�¢ª«¨¤®¢® ¯à®áâà ­áâ¢® ¯à®¨§¢®«ì­®© à §¬¥à­®áâ¨)

• k-¬¥à­®¥ ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢® ¢ RN

• �î¡ ï ®âªàëâ ï ®ªà¥áâ­®áâì ¢ RN

• �ä¥à  ¢ RN .

• �¥£ã«ïà­ ï ªà¨¢ ï ¢ RN .

� ¤ ç  { ¤®ª § âì, çâ® ¢áñ íâ® ¬­®£®®¡à §¨ï.

�®¦­® ¯à¨¢¥áâ¨ ¨ ¡®«¥¥ ®¡é¨¥ ¯à¨¬¥àë.

�á­®¢­ë¥ á¢®©áâ¢  ¬­®£®®¡à §¨©. � â®çª¨ §à¥­¨ï ®¡é¥© â®¯®«®£¨¨, ª ª ¬­®¦¥áâ¢®, ¬­®£®®¡à §¨¥

ï¢«ï¥âáï â®¯®«®£¨ç¥áª¨¬ ¯à®áâà ­áâ¢®¬, â.¥. ­  ­¥¬ ¬®¦­® ¢¢¥áâ¨ â®¯®«®£¨î, çâ® ¯®¤à §ã¬¥¢ ¥â

®¯à¥¤¥«¥­¨¥ â®£®, ª ª¨¥ ¨§ ¯®¤¬­®¦¥áâ¢ ¬­®£®®¡à §¨ï ¡ã¤ãâ ­ §ë¢ âìáï ®âªàëâë¬¨,   ª ª¨¥

§ ¬ª­ãâë¬¨.

� ª ç¥áâ¢¥ ®âªàëâëå ¯®¤¬­®¦¥áâ¢ ¬­®£®®¡à §¨ïX ¢ë¡¥à¥¬ ¯¥à¥á¥ç¥­¨ïX ¨ ®âªàëâëå ¯®¤¬­o¦¥á-

â¢ ¨§ RN . � ¯®¬­¨¬, çâ® ¢ áâ ­¤ àâ­®© â®¯®«®£¨¨ ­  RN ®âªàëâë¬¨ (­ ¯à¨¬¥à) ®¡êï¢«ïîâáï ¢á¥

®âªàëâë¥ áä¥àë ¨ ¨å ®¡ê¥¤¨­¥­¨ï. �à¨ íâ®¬ áä¥à  á æ¥­âà®¬ ¢ x ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ª ª á®¢®ªã¯­®áâì

y, â ª¨å çâ®

δij(y
i − xi)(yj − xj)6 l2

�¤¥áì δij á¨¬¢®« �à®­¥ª¥à  ¨ áã¬¬¨à®¢ ­¨¥ ¯® ¯®¢â®àïîé¨¬áï ¨­¤¥ªá ¬ ¯®¤à §ã¬¥¢ ¥âáï. �®®¡é¥

£®¢®àï, íâ  ä®à¬ã«  ¢¥à­  ¢ «î¡®¬ ¡ §¨á¥, ­® â®£¤  ¢¬¥áâ® δij ­ã¦­® áâ ¢¨âì á®®â¢¥âáâ¢ãîéãî

¬ âà¨æã ¥¢ª«¨¤®¢®© ¡¨«¨­¥©­®© ä®à¬ë.

�­ë¬¨ á«®¢ ¬¨, ¤«ï ®¯à¥¤¥«¥­¨ï áâ ­¤ àâ­®© â®¯®«®£¨¨ ­¥®¡å®¤¨¬® ¢¢¥¤¥­¨¥ á¯®á®¡  ®¯à¥¤¥«¥­¨ï

à ááâ®ï­¨ï ¬¥¦¤ã â®çª ¬¨. � ªãàá¥ ¬ â¥¬ â¨ç¥áª®£®  ­ «¨§  ®âªàëâë¥ ¬­®¦¥áâ¢  ®¯à¥¤¥«ïîâáï

¨áå®¤ï ¨¬¥­­® ¨§ íâ®© â®¯®«®£¨¨.

� ª á«¥¤ã¥â ¨§ â¥®à¥¬ë ® ­¥ï¢­®© äã­ªæ¨¨, ¢áïª ï â®çª  ¨¬¥¥â ®âªàëâãî ®ªà¥áâ­®áâì, ª®â®à ï

­ å®¤¨âáï ¢® ¢§ ¨¬­® ®¤­®§­ ç­®¬ á®®â¢¥âáâ¢¨¨ á ®ªà¥áâ­®áâìî ¢ ­¥ª®â®à®¬ ¥¢ª«¨¤®¢®¬ ¯à®á-

âà ­áâ¢¥. �à®¬¥ â®£®, íâ® á®®â¢¥âáâ¢¨¥ (®â®¡à ¦¥­¨¥) ï¢«ï¥âáï £®¬¥®¬®àä¨§¬®¬, â.¥. ª ª ®¡à §,

â ª ¨ ¯à®®¡à § «î¡®£® ®âªàëâ®£® ¯®¤¬­®¦¥áâ¢  ®âªàëâ.

�®£¤  â ª®¥ ®â®¡à ¦¥­¨¥ ä¨ªá¨à®¢ ­®, â® £®¢®àïâ, çâ® ¢ ®ªà¥áâ­®áâ¨ U ­  ¬­®£®®¡à §¨¨

§ ¤ ­ë «®ª «ì­ë¥ ª®®à¤¨­ âë. �¥©áâ¢¨â¥«ì­®, ¥á«¨ ä¨ªá¨à®¢ ­® ¢§ ¨¬­®-®¤­®§­ ç­®¥ ¨ ¢§ ¨¬­®-

­¥¯à¥àë¢­®¥ ®â®¡à ¦¥­¨¥ h : U → Rn, â® ­  U ®¯à¥¤¥«¥­® nèâãª äã­ªæ¨©, ®¡à §ãîé¨å ª®®à¤¨­ â­-

ãî á¨áâ¥¬ã. �âªàëâ ï ®ªà¥áâ­®áâì ­  ¬­®£®®¡à §¨¨ ¢¬¥áâ¥ á ä¨ªá¨à®¢ ­­®© ª®®à¤¨­ â­®© á¨á-

â¥¬®© ­ §ë¢ ¥âáï ª®®à¤¨­ â­®© ª àâ®© ¬­®£®®¡à §¨ï. �®¢®ªã¯­®áâì ª àâ, â ª ï çâ® ª ¦¤ ï

â®çª  ¯à¨­ ¤«¥¦¨â å®âï ¡ë ®¤­®© ª àâ¥ ­ §ë¢ ¥âáï  â« á®¬ ¬­®£®®¡à §¨ï.

�à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® â®çª  p ­ å®¤¨âáï ­  ¯¥à¥á¥ç¥­¨¨ ¤¢ãå ª®®à¤¨­ â­ëå ª àâ. �®£¤  ¥¥ ª®®à¤¨­ âë

¢ ®¤­®© ª àâ¥ ï¢«ïîâáï £« ¤ª¨¬¨ (¡¥áª®­¥ç­® ¤¨ää¥à¥­æ¨àã¥¬ë¬¨) äã­ªæ¨ï¬¨ ¥¥ ª®®à¤¨­ â

¢ ¤àã£®© ª àâ¥. (� ¤ ç : �®ª § âì. �ª § ­¨¥: íâ® á«¥¤ã¥â ¨§ â®£®, çâ® ®â®¡à ¦¥­¨¥ ®¤­®© ¨§

ª àâ ¨¬¥¥â ®¡à â­®¥,   §­ ç¨â áã¯¥à¯®§¨æ¨ï íâ®£® ®¡à â­®£® ®â®¡à ¦¥­¨ï á ®â®¡à ¦¥­¨¥¬ ¤àã£®©

ª àâë ï¢«ï¥âáï ­ ¡®à®¬ £« ¤ª¨å äã­ªæ¨©).
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� ª¨¬ ®¡à §®¬, ¬­®£®®¡à §¨¥ ¬®¦­® ¢¢¥áâ¨, ­¥  ¯¥««¨àãï ª ª®­ªà¥â­®¬ã ¢¨¤ã ¢«®¦¥­¨ï ¢

RN . �®ç­¥¥ ¬®¦­® áç¨â âì, çâ® ¬­®£®®¡à §¨¥ áª«¥¥­® ¨§ ªãá®çª®¢, ª ¦¤ë© ¨§ ª®â®àëå ï¢«ï¥âáï

¥¢ª«¨¤®¢ë¬ ¯à®áâà ­áâ¢®¬. �¬¥áâ¥ á â¥¬, ¤«ï § ¤ ­¨ï ¢ â ª¨å â¥à¬¨­ å â®ç­®£® ®¯à¥¤¥«¥­¨ï

¬­®£®®¡à §¨ï ­ã¦­® ¢á¥ â ª¨ ­ ç âì á ¬­®¦¥áâ¢ . �¤­ ª® çâ®¡ë ¯à¨¤ âì á¬ëá« ãâ¢¥à¦¤¥­¨î çâ®

¬­®¦¥áâ¢® áª«¥¥­® ¨§ \ªãá®çª®¢" ­ã¦­® ¢á¥ â ª¨ ¯à¥¤¯®«®¦¨âì çâ® ­  íâ®¬ ¬­®¦¥áâ¢¥ ã¦¥ ¥áâì

áâàãªâãà , ª®â®à ï ¯®§¢®«ï¥â áª § âì çâ® â ª®¥ ®ªà¥áâ­®áâì â®çª¨ (=í«¥¬¥­â ). � ª ï áâàãªâãà 

­ §ë¢ ¥âáï â®¯®«®£¨¥©.

1.3 �á­®¢­ë¥ ¯®­ïâ¨ï â®¯®«®£¨¨

�¯à¥¤¥«¥­¨¥ 1.4. �­®¦¥áâ¢® X ­ §ë¢ ¥âáï â®¯®«®£¨ç¥áª¨¬ ¯à®áâà ­áâ¢®¬ (â.¯.), ¥á«¨ § ¤ ­ 

á¨áâ¥¬  ¥£® ¯®¤¬­®¦¥áâ¢ {T }, â ª ï çâ®

• X, ∅ ∈ {T }

• �¡ê¥¤¨­¥­¨¥ «î¡®£® ç¨á«  ¯®¤¬­®¦¥áâ¢ ¨§ {T } ¯à¨­ ¤«¥¦¨â {T }

• �¥à¥á¥ç¥­¨¥ ª®­¥ç­®£® ç¨á«  ¯®¤¬­®¦¥áâ¢ ¨§ {T } ¯à¨­ ¤«¥¦¨â {T }

�®¤¬­®¦¥áâ¢  ¨§ {T } ¯à¨­ïâ® ­ §ë¢ âì ®âªàëâë¬¨.

� ¬ë© ¯à®áâ®© ¯à¨¬¥à â®¯®«®£¨¨ ­  ¬­®¦¥áâ¢¥ { íâ® ¤¨áªà¥â­ ï (¯®â®ç¥ç­ ï) â., â.¥. ª®£¤ 

¢á¥ ¯®¤¬­®¦¥áâ¢  ®âªàëâë. �àã£ ï ªà ©­®áâì { ®âªàëâë â®«ìª®X ¨ ∅. �á¥ ®áâ «ì­ë¥ â. ­ å®¤ïâáï
£¤¥-â® ¬¥¦¤ã ­¨¬¨. �®¢®àïâ, çâ® â®¯®«®£¨ï {T1} £àã¡¥¥1 {T2}, ¥á«¨ «î¡®¥ U ∈ {T1} â ª¦¥ ¯à¨­ ¤«¥¦¨â
{T2}. �ç¥¢¨¤­®, çâ® ¤¨áªà¥â­ ï â®¯®«®£¨ï ï¢«ï¥âáï ­ ¨¬¥­¥¥ £àã¡®© ¨§ ¢á¥å.

� ¤ ç  1.5. �¯¨á âì ¢á¥ ¢®§¬®¦­ë¥ â®¯®«®£¨¨ ­  ¬­®¦¥áâ¢¥ ¨§ ¤¢ãå í«¥¬¥­â®¢.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. � áá¬®âà¨¬ ¬­®¦¥áâ¢® ¨å ¤¢ãå í«¥¬¥­â®¢ {a, b}. �­®¦¥áâ¢® ¯®¤¬­®¦¥áâ¢ íâ®£®

¬­®¦¥áâ¢  ¥áâì {{}, {a}, {b}, {a, b}}. � á®®â¢¥âáâ¢¨¨ á ®¯à¥¤¥«¥­¨¥¬ â®¯®«®£¨ç¥áª®£® ¯à®áâà ­áâ¢ 

¢®§¬®¦­ë á«¥¤ãîé¨¥ {U}: {{}, {a, b}}, {{}, {a, b}, {a}}, {{}, {a, b}, {b}} ¨ {{}, {a, b}, {a}, {b}}. �á¥
¯¥à¥ç¨á«¥­­ë¥ ¢ à¨ ­âë ã¤®¢«¥â¢®àïîâ  ªá¨®¬ ¬ â®¯®«®£¨ç¥áª®£® ¯à®áâà ­áâ¢ .

� ¤ ç  1.6. �â ­¤ àâ­ ï â®¯®«®£¨ï ¢ Rn (â® çâ® ¬ë ¨§ãç ¥¬ ¢ ªãàá¥  ­ «¨§ )

�á«¨ U ⊂ X ®âªàëâ®, â® ¤®¯®«­¥­¨¥ ª ­¥¬ã ¯à¨­ïâ® ­ §ë¢ âì § ¬ª­ãâë¬. �ç¥¢¨¤­®, çâ® â.¯.

¬®¦­® ®¯à¥¤¥«¨âì ¢ â¥à¬¨­ å § ¬ª­ãâëå ¯®¤¬­®¦¥áâ¢.

� ¤ ç  1.7. � âì ®¯à¥¤¥«¥­¨¥ â.¯. ¢ â¥à¬¨­ å § ¬ª­ãâëå ¯®¤¬­®¦¥áâ¢.

�¯à¥¤¥«¥­¨¥ 1.8. �ªà¥áâ­®áâìî â®çª¨ x ∈ X ­ §ë¢ ¥âáï «î¡®¥ ®âªàëâ®¥ ¯®¤¬­®¦¥áâ¢® U ,

á®¤¥à¦ é¥¥ x.

1�ãé¥áâ¢ã¥â ¤àã£®¥ á¨­®­¨¬¨ç­®¥ ¨ £®à §¤® ¡®«¥¥ à á¯à®áâà ­¥­­®¥ ­ §¢ ­¨¥ ¡®«¥¥/¬¥­¥¥ £àã¡®© â.:

á« ¡ ï/á¨«ì­ ï â®¯®«®£¨ï. �à®¡«¥¬  á®áâ®¨â ¢ â®¬, çâ® ¡®«¥¥ ç¥¬ §  ¯®«ã¢¥ª ... ¬ â¥¬ â¨ª¨ â ª ¨ ­¥ ¯à¨è«¨

ª ª®­á¥­ãáã ª ªãî â. ­ §ë¢ âì á« ¡®© ¨«¨ á¨«ì­®©. � ¯à¨¬¥à, ¢ ª­¨£ å �®¬¥­ª®, ¢ á®¢à¥¬¥­­®¬ ¡¥áâá¥««¥à¥

�.� âç¥à  \�«£¥¡à ¨ç¥áª ï â®¯®«®£¨ï",   â ª¦¥ ¢ ­ §¢ ­¨¨ CW-ª®¬¯«¥ªá  ¡®«¥¥ á¨«ì­ ï â. ®¡®§­ ç ¥â ¡®«¥¥ £à-

ã¡ãî â®¯®«®£¨î. � â®¦¥ ¢à¥¬ï, ¢® ¬­®£¨å ª­¨£ å 80-90å £®¤®¢, ®¡ëç­® ¨á¯®«ì§ã¥âáï ®¡à â­ ï â¥à¬¨­®«®£¨ï.
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�¯à¥¤¥«¥­¨¥ 1.9. � §®© â®¯®«®£¨¨ ­ §ë¢ ¥âáï á¨áâ¥¬  ¯®¤¬­®¦¥áâ¢ Vi, â ª ï çâ® ¢áïª®¥ u ∈
{T } ï¢«ï¥âáï ®¡ê¥¤¨­¥­¨¥¬ Vi.

�¯à¥¤¥«¥­¨¥ 1.10. � ¬ëª ­¨¥¬ Ū ⊂ X ­ §ë¢ ¥âáï ¯¥à¥á¥ç¥­¨¥ ¢á¥å § ¬ª­ãâëå ¯®¤¬­®¦¥áâ¢,

á®¤¥à¦ é¨å U .

�àã£¨¬¨ á«®¢ ¬¨, § ¬ëª ­¨¥ Ū ⊂ X { íâ® ¬¨­¨¬ «ì­®¥ § ¬ª­ãâ®¥ ¯®¤¬­®¦¥áâ¢®, á®¤¥à¦ é¥¥

U .

�¯à¥¤¥«¥­¨¥ 1.11. �â®¡à ¦¥­¨¥ â®¯®«®£¨ç¥áª®£® ¯à®áâà ­áâ¢  X ¢ â®¯®«®£¨ç¥áª®¥ ¯à®áâà ­á-

â¢® Y ­ §ë¢ ¥âáï ­¥¯à¥àë¢­ë¬, ¥á«¨ ¯à®®¡à § «î¡®£® ®âªàëâ®£® ¬­®¦¥áâ¢  ¢ Y ®âªàëâ ¢ X.

!! � ¤ ç  1.12. �®ª § âì, çâ® ¢ á«ãç ¥X = R ¨ Y = R íâ® íª¢¨¢ «¥­â­® ­¥¯à¥àë¢­®áâ¨ äã­ªæ¨¨,

§ ¤ îé¥© ®â®¡à ¦¥­¨¥.

�¯à¥¤¥«¥­¨¥ 1.13. �®¯®«®£¨ç¥áª®¥ ¯à®áâà ­áâ¢® á¢ï§­®, ¥á«¨ ¥£® ­¥«ì§ï ¯à¥¤áâ ¢¨âì ¢ ¢¨¤¥

®¡ì¥¤¨­¥­¨ï ¤¢ãå á¢®¨å ­¥¯¥à¥á¥ª îé¨åáï § ¬ª­ãâëå ¯®¤¬­®¦¥áâ¢.

�  â®¯®«®£¨ç¥áª®¬ ¯à®áâà ­áâ¢¥ ¬®¦­® ¢¢¥áâ¨ á«¥¤ãîé¥¥ ®â­®è¥­¨¥ íª¢¨¢ «¥­â­®áâ¨ x ∼
y, ¥á«¨ ¤«ï «î¡ëå x, y áãé¥áâ¢ã¥â á¢ï§­®¥ ¯®¤¬­®¦¥áâ¢®, á®¤¥à¦ é¥¥ ¨å. �®ª ¦¥¬, çâ® ∼ {

á®®â­®è¥­¨¥ íª¢¨¢ «¥­â­®áâ¨.

1. � ª ª ª ¯®¤¬­®¦¥áâ¢® {x} ⊂ X ­¥¢®§¬®¦­® ¯à¥¤áâ ¢¨âì ¢ ¢¨¤¥ ®¡ê¥¤¨­¥­¨ï ¤¢ãå ­¥¯¥à¥á¥ª îé-

¨åáï ¯®¤¬­®¦¥áâ¢, â® ®­® á¢ï§­® ¨, á«¥¤®¢ â¥«ì­®, x ∼ x.

2. � á¨«ã â®£®, çâ® ¯à¨­ ¤«¥¦­®áâì x ¨ y ª á¢ï§­®¬ã ¬­®¦¥áâ¢ã ­¥ § ¢¨á¨â ®â ¨å ¯®àï¤ª , â®

¨§ x ∼ á«¥¤ã¥â, çâ® y ∼ x.

3. �ãáâì x ∼ y ¨ y ∼ z. �®£¤  ∃U1, U2 á¢ï§­ë¥, â.ç. x, y ∈ U1 ¨ y, z ∈ U2. � ª ª ª § ¬ëª ­¨¥

á¢ï§­®£® ¬­®¦¥áâ¢  â ª¦¥ á¢ï§­®, â® Ū1 ¨ Ū2 â ª¦¥ á¢ï§­ë.

�à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® Ū1

⋃
Ū2 { ­¥á¢ï§­®¥ ¬­®¦¥áâ¢®. �®£¤  ∃V1, V2 ∈ Ū1

⋃
Ū2, ¤«ï ª®â®àëå

¢ë¯®«­¥­® V1
⋂
V2 = ∅, â.ç. Ū1

⋃
Ū2 = V1

⋃
V2. �®£¤  ¬­®¦¥áâ¢  Ū1

⋂
V1 ¨ Ū1

⋂
V2 ï¢«ïîâáï

§ ¬ª­ãâë¬¨ ¨ á®áâ ¢«ïîâ Ū1. �® â®£¤  ®¤­® ¨§ íâ¨å ¬­®¦¥áâ¢ ¤®«¦­® ¡ëâì ¯ãáâë¬, ¨ â®

¦¥ á ¬®¥ ¢¥à­® ¤«ï Ū2. �­ ç¨â, ¬­®¦¥áâ¢  Ū1 ¨ Ū2 á®¤¥à¦ âáï æ¥«¨ª®¬ «¨¡® ¢ V1, «¨¡® ¢ V2.

�á«¨ ®¡  ¬­®¦¥áâ¢  á®¤¥à¦ âáï ¢­ãâà¨ V1 ¨«¨ V2, â® ¨§­ ç «ì­®¥ ¯à¥¤¯®«®¦¥­¨¥ ­¥¢¥à­®,

¨ Ū1

⋃
Ū2 á¢ï§­®. �á«¨ ¦¥ ®­¨ á®¤¥à¦ âáï ¢ V1 ¨ V2, â® Ū1

⋂
Ū2 = ∅, çâ® ¯à®â¨¢®à¥ç¨â

¨§­ ç «ì­®¬ã ¯à¥¤¯®«®¦¥­¨î. �âáî¤  á«¥¤ã¥â, çâ® ¬­®¦¥áâ¢® Ū1

⋃
Ū2 á¢ï§­®.

�§ ¤®ª § ­­®£® ¬ë § ª«îç ¥¬, çâ® x ∼ z.

�« ááë íª¢¨¢ «¥­â­®áâ¨ { á¢ï§­ë¥ ª®¬¯®­¥­âë ¯à®áâà ­áâ¢ . � ªâ®à¬­®¦¥áâ¢® { ¬­®¦¥áâ¢®

ª®¬¯®­¥­â á¢ï§­®áâ¨.

�¯à¥¤¥«¥­¨¥ 1.14. �ãáâì X, T â.¯. a Y ⊂ X ¯®¤¬­®¦¥áâ¢®. �­¤ãæ¨à®¢ ­­ãî â®¯®«®£¨¥© ­ 

¯®¤¬­®¦¥áâ¢¥ Y § ¤ ¥âáï ¯®¤¬­®¦¥âá¢ ¬¨ ¢¨¤ 

UY = {Y ∩ U |U ∈ T } (1.4)

� ¤ ç  1.15. �®ª § âì çâ® íâ® § ¤ ¥â áâàãªâãàã â®¯®«®£¨ç¥áª®£® ¯à®áâà ­áâ¢  ­  Y .
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1.4 �­®£®®¡à §¨ï

�ãé¥áâ¢ã¥â ¨ ¤àã£®© (¡®«¥¥ á®¢à¥¬¥­­ë© ¨ ¨­¢ à¨ ­â­ë©) ¯®¤å®¤ ª ®¯à¥¤¥«¥­¨î ¯®­ïâ¨ï ¬­®£®®¡à §¨ï,

¢ ª®â®à®¬ ­ «¨ç¨¥ ¤¨ää¥à¥­æ¨àã¥¬®£®  â« á  ï¢«ï¥âáï ­¥ á¢®©áâ¢®¬,   ®¯à¥¤¥«¥­¨¥¬. �«ï ­ ç « ,

¢¢¥¤¥¬ ¯®­ïâ¨¥ ª àâë.

�¯à¥¤¥«¥­¨¥ 1.16. � àâ®© ­  â®¯®«®£¨ç¥áª®¬ ¯à®áâà ­áâ¢¥ M ­ §ë¢ ¥âáï ¯ à  (U, h), £¤¥

U ⊂ M ®âªàëâ®¥ ¯®¤¬­®¦¥áâ¢®   h : U → Rn £®¬¥o¬®àä¨§¬ (¯à¨ íâ®¬ ¢ Rn ¯®¤à §ã¬¥¢ ¥âáï

áâ ­¤ àâ­ ï â®¯®«®£¨ï)

�¯à¥¤¥«¥­¨¥ 1.17. �â« á®¬ ­  â®¯®«®£¨ç¥áª®¬ ¯à®áâà ­áâ¢¥ ­ §ë¢ ¥âáï á®¢®ªã¯­®áâì ª àâ

(Uα, hα), â ª ï çâ® ∪αUα = M , ¨ ®â®¡à ¦¥­¨¥ hα ◦ h−1β : Rn → Rn ï¢«ï¥âáï ­¥¯à¥àë¢­ë¬ ¢

á¢®¥© ®¡« áâ¨ ®¯à¥¤¥«¥­¨ï

�¯à¥¤¥«¥­¨¥ 1.18. �â« á ­ §ë¢ ¥âáï ¤¨ää¥à¥­æ¨àã¥¬ë¬, ¥á«¨ hα ◦ h−1β : Rn → Rn ¤¨ää¥à¥­-

æ¨àã¥¬ë.

�¯à¥¤¥«¥­¨¥ 1.19. ( ¡áâà ªâ­®¥ ®¯à¥¤¥«¥­¨¥ ¬­®£®®¡à §¨ï) �¨ää¥à¥­æ¨àã¥¬®¥ ¬­®£®®¡à §¨¥

{ íâ® â®¯®«®£¨ç¥áª®¥ ¯à®áâà ­áâ¢®, ­ ¤¥«ñ­­®¥ ¤¨ää¥à¥­æ¨àã¥¬ë¬  â« á®¬.

�®ç­¥¥, â®¯®«®£¨ç¥áª®¥ ¯à®áâà ­áâ¢®M (®â ª®â®à®£®, ª ª ¯à ¢¨«®, âà¥¡ã¥âáï áç¥â­®áâì ¡ §ë ¨

å ãá¤®àä®¢®áâì (­ «¨ç¨¥ ­¥¯¥à¥á¥ª îé¨åáï ®ªà¥áâ­®áâ¥© ã à §«¨ç­ëå â®ç¥ª)) ï¢«ï¥âáï ¬­®£®®¡à §¨¥¬,

¥á«¨ § ¤ ­ ¤¨ää¥à¥­æ¨àã¥¬ë©  â« á (Uα, hα), â.¥.M = ∪αUα, ¨ ®â®¡à ¦¥­¨¥ hβ ◦ h−1α ¤¨ää¥à¥­-

æ¨àã¥¬® ¢ «î¡®© â®çª¥ x ⊂ Rn â ª®© çâ® h−1α x ∈ Uα ∩ Uβ .

�¯à¥¤¥«¥­¨¥ 1.20. �¢  (¤¨ää¥à¥­æ¨àã¥¬ëå)  â« á  ­ §ë¢ îâáï íª¢¨¢ «¥­â­ë¬¨, ¥á«¨ ¨å ®¡ê¥¤¨­¥­¨¥

â ª¦¥ ï¢«ï¥âáï (¤¨ää¥à¥­æ¨àã¥¬ë¬)  â« á®¬.

1.4.1 �â« á ­  áä¥à¥ S2

�¢¥¤ñ¬ áä¥à¨ç¥áª¨¥ ª®®à¤¨­ âë:

x = sin θ cosϕ y = sin θ sinϕ z = cos θ

�®áâà®¨¬ ¯¥à¢ãî ª àâã: h1 : {x, y, z} → {θ, ϕ} ¤¥©áâ¢ãîéãî ¨§ ®âªàëâ®£® ¬­®¦¥áâ¢  U1 ¢

®âªàëâ®¥ ¬­®¦¥áâ¢® (0, π) × (0, 2π). �âªàëâ®¥ ¬­®¦¥áâ¢® U1 ¯®ªàë¢ ¥â ¢áî áä¥àã, ªà®¬¥ ¯®«-

ã®ªàã¦­®áâ¨ y = 0, x > 0.

�®áâà®¨¬ ¢â®àãî ª àâã: h2 : {x = sin θ′ sinϕ′, y = cos θ′, z = − sin θ′ cosϕ′} → {θ′, ϕ′}¤¥©áâ¢ãîéãî
¨§ ®âªàëâ®£® ¬­®¦¥áâ¢  U2 ¢ ®âªàëâ®¥ ¬­®¦¥áâ¢® (0, π)×(0, 2π). �âªàëâ®¥ ¬­®¦¥áâ¢® U2 ¯®ªàë¢ ¥â

¢áî áä¥àã, ªà®¬¥ ¯®«ã®ªàã¦­®áâ¨ x = 0, z < 0.

�ã­ªæ¨¨ ¯¥à¥ª«¥©ª¨ h1 ◦h−12 ¨ h2 ◦h−11 £« ¤ª¨¥, â.ª. ª ¦¤ ï ¨§ äã­ªæ¨© h1, h2, h
−1
1 , h−12 ï¢«ï¥âáï

£« ¤ª®© ¢ ®¡« áâ¨ ¯¥à¥á¥ç¥­¨ï U1 ¨ U2:

h1 = {arcctg

(√
z2

x2 + y2

)
, arcctg

(
x

y

)
}

h2 = {arcctg

(√
y2

x2 + z2

)
, arcctg

(
−z
x

)
}
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h−11 = {sin θ cosϕ, sin θ sinϕ, cos θ}

h−12 = {sin θ′ sinϕ′, cos θ′,− sin θ′ cosϕ′}

� ª¨¬ ®¡à §®¬, ¬ë ¢¢¥«¨ ­  ¤¢ã¬¥à­®© áä¥à¥ ¤¢¥ ª àâë, ª®â®àë¥ ¢¬¥áâ¥ ¯®ªàë¢ îâ ¢áî áä¥àã,

¨ äã­ªæ¨¨ ¯¥à¥ª«¥©ª¨ ª®â®àëå £« ¤ª¨ ­  ¯¥à¥á¥ç¥­¨¨ ®¡« áâ¥© íâ¨å ª àâ, â.¥. íâ¨ ª àâë ¬®¦­®

®¡à §ãîâ  â« á. �¥¬ á ¬ë¬, ¬ë ¯®ª § «¨, çâ® áä¥à  ï¢«ï¥âáï ¬­®£®®¡à §¨¥¬.

�¯à¥¤¥«¥­¨¥ 1.21. �¥é¥áâ¢¥­­®¥ ¯à®¥ªâ¨¢­®¥ ¯à®áâà ­áâ¢® RPn ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ª ª ¯à®áâà ­á-

â¢® ¢á¥å ¢®§¬®¦­ëå ¯àï¬ëå ¢ Rn+1, ¯à®å®¤ïé¨å ç¥à¥§ æ¥­âà.

�­ë¬¨ á«®¢ ¬¨. �¢¥¤ñ¬ ­  Rn+1 ª®®à¤¨­ âë {x1, ..., xn+1}. �¢¥¤ñ¬ á«¥¤ãîé¥¥ ®â­®è¥­¨¥ íª¢¨¢ «¥­â­®á-

â¨:

{x1, ..., xn+1} ∼ {λx1, ..., λxn+1},

£¤¥ λ 6= 0 { «î¡®¥ ¢¥é¥áâ¢¥­­®¥ ç¨á«® ­¥ à ¢­®¥ ­ã«î. �®£¤  RPn = Rn+1/ ∼.
�«ï ­ £«ï¤­®áâ¨, ¥á«¨ ¡ë λ ¡ë«® ¡ë ¨áª«îç¨â¥«ì­® ¯®«®¦¨â¥«ì­ë¬, â® § ¯¨á ­­®¥ ¢ëè¥ ®â­®è¥­¨¥

íª¢¨¢ «¥­â­®áâ¨ ¯®§¢®«¨«® ¡ë ¯à¨¢¥áâ¨ «î¡ãî â®çªã Rn+1 ­  ¯®¢¥àå­®áâì áä¥àë Sn ¥¤¨­¨ç­®£®

à ¤¨ãá , ¯®¤®¡à ¢ λ = 1/
√
x21 + ...+ x2n+1. � ª¨¬ ®¡à §®¬, RPn ï¢«ï¥âáï áä¥à®© Sn á ®â®¦¤¥á-

â¢«ñ­­ë¬¨ ¯à®â¨¢®¯®«®¦­ë¬¨ â®çª ¬¨ { â®¯®«®£¨ç¥áª¨ ®ç¥­ì ­¥ âà¨¢¨ «ì­ ï ª®­áâàãªæ¨ï (­ ¯à¨¬¥à,

¢ ¬ ¡ã¤¥â ­¥áª®«ìª® § âàã¤­¨â¥«ì­® ¯à¥¤áâ ¢¨âì ¤ ¦¥ ¤¢ã¬¥à­®¥ ¯à®¥ªâ¨¢­®¥ ¯à®áâà ­áâ¢® { ¥£®

¬®¦­® ¢«®¦¨âì ¬¨­¨¬ã¬ ¢ ç¥âëà¥å¬¥à­®¥ ¯à®áâà ­áâ¢®, ­ è¥ âà¥å¬¥à­®¥ ­¥ ¯®¤å®¤¨â!)

�®ç¥¬ã â ª ï ª®­áâàãªæ¨ï ¢ª«îç¥­  ¢ ªãàá £¥®¬¥âà¨¨ ¤«ï ä¨§¨ª®¢? �¥ áç¨â ï ®£à®¬­®©

§­ ç¨¬®áâ¨ ¤«ï ¬ â¥¬ â¨ª®¢, ­¥ª®â®àë¥ ¯à®¥ªâ¨¢­ë¥ ¯à®áâà ­áâ¢  ¨£à îâ ª®«®áá «ì­ãî à®«ì ¨

¢ ä¨§¨ª¥. � ¯à¨¬¥à, £àã¯¯  ¢à é¥­¨© â¢¥à¤®£® â¥«  SO(3) ï¢«ï¥âáï RP 3. �à®¬¥ â®£®, ¢ ¬®¤¥«ïå

ª¢ ­â®¢®© ¬¥å ­¨ª¨  ªâ¨¢­® ®¡ë£àë¢ ¥âáï ä ªâ â®£®, çâ® âà¥å¬¥à­ ï áä¥à  S3 â ª¦¥ ï¢«ï¥âáï

£àã¯¯®¢ë¬ ¬­®£®®¡à §¨¥¬ { £àã¯¯  SU(2), ª®â®à ï ª ª ¡ë ¤¢ ¦¤ë ­ ªàë¢ ¥â SO(3). �  áç¥â

íâ®£® ¯®ï¢«ï¥âáï ¢®§¬®¦­®áâì ®¯¨áë¢ âì ä¥à¬¨®­ë (­ ¯à¨¬¥à, í«¥ªâà®­): ¡®§®­ë ¯à¥®¡à §ãîâáï

¯® £àã¯¯¥ SO(3), ä¥à¬¨®­ë { ¯® SU(2).

� ¤ ç  1.22. �¢¥áâ¨  â« á ­  ¢¥é¥áâ¢¥­­®© ¯à®¥ªâ¨¢­®© ¯®¢¥àå­®áâ¨ (RP 2)

1.5 �¨ää¥à¥­æ¨àã¥¬ë¥ ®â®¡à ¦¥­¨ï
�¥ªæ¨ï 2

�áâ¥áâ¢¥­­ë¬¨ ®â®¡à ¦¥­¨ï¬¨ ¬¥¦¤ã ®ªà¥áâ­®áâï¬¨ ­  ¬­®£®®¡à §¨¨ (ª®â®àë¥ â ª¦¥ ¬®¦­®

à áá¬ âà¨¢ âì ª ª ¯®¤¬­®£®®¡à §¨ï) ï¢«ïîâáï ¤¨ää¥à¥­æ¨àã¥¬ë¥ ®â®¡à ¦¥­¨ï.

�¯à¥¤¥«¥­¨¥ 1.23. �â®¡à ¦¥­¨¥ φ :M1 →M2 ¬­®£®®¡à §¨© ¤¨ää¥à¥­æ¨àã¥¬® ¢ â®çª¥ x, ¥á«¨

¢ «®ª «ì­ëå ª®®à¤¨­ â å ®­® § ¤ ¥âáï äã­ªæ¨ï¬¨, ¤¨ää¥à¥­æ¨àã¥¬ë¬¨ ¢ x. �â® ®â®¡à ¦¥­¨¥

¤¨ää¥à¥­æ¨àã¥¬®, ¥á«¨ ®­® ¤¨ää¥à¥­æ¨àã¥¬® ¢ ª ¦¤®© â®çª¥M1.

�ãáâì φ : M1 → M2 ¤¨ää¥à¥­æ¨àã¥¬® ¨ f { ¤¨ää¥à¥­æ¨àã¥¬ ï äã­ªæ¨ï ­  M2. �®£¤ 

¬®¦­® ®¯à¥¤¥«¨âì äã­ªæ¨î φ∗f ­  M1: φ
∗f(x) = f(φ(x)). �®¦­® ¯®ª § âì, çâ® φ∗f ¤¨ää¥à¥­-

æ¨àã¥¬ . �®¦­® â ª¦¥ ¯®ª § âì, çâ® ®â®¡à ¦¥­¨¥ ¤¨ää¥à¥­æ¨àã¥¬® â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤ 

φ∗f ¤¨ää¥à¥­æ¨àã¥¬  ¤«ï ¢áïª®© ¤¨ää¥à¥­æ¨àã¥¬®© f .
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�â®¡à ¦¥­¨¥ φ∗ : C∞(M2)→ C∞(M1) ¨­®£¤  ­ §ë¢ îâ á®¯àï¦¥­­ë¬. � § àã¡¥¦­®© «¨â¥à â-

ãà¥ áâ ­¤ àâ­®¥ ­ §¢ ­¨¥ â ª®£® ®¡ê¥ªâ  { pull-back.

� ¦­ ï å à ªâ¥à¨áâ¨ª  ®â®¡à ¦¥­¨ï { íâ® ¥£® à ­£.

�¯à¥¤¥«¥­¨¥ 1.24. � ­£®¬ ®â®¡à ¦¥­¨ï φ : M1 → M2 ¢ â®çª¥ x0 ∈ M1 ­ §ë¢ ¥âáï à ­£

¬ âà¨æë ∂yα(x)
∂xj

∣∣
x=x0

, £¤¥ xi { ª®®à¤¨­ âë ­ M1, y
α { ª®®à¤¨­ âë ­ M2,   y(x) { ª®®à¤¨­ â­ ï

§ ¯¨áì ®â®¡à ¦¥­¨ï.

� ¬¥â¨¬, çâ® äã­ªæ¨¨ yα(x), § ¤ îé¨¥ ®â®¡à ¦¥­¨¥ ¢ «®ª «ì­ëå ª®®à¤¨­ â å, ¬®¦­® § ¯¨á âì

ª ª

yα(x) = φ∗(yα)

� ¤ ç  1.25. �®ª § âì, çâ® à ­£ ­¥ § ¢¨á¨â ®â ¢ë¡®à  «®ª «ì­ëå ª®®à¤¨­ â, â.¥. ï¢«ï¥âáï ¨­¢ à¨ ­â­®©

å à ªâ¥à¨áâ¨ª®© ®â®¡à ¦¥­¨ï.

1.5.1 �®ª «ì­ ï áâàãªâãà  £« ¤ª®£® ®â®¡à ¦¥­¨ï ¯®áâ®ï­­®£® à ­£ 

�à¥¤«®¦¥­¨¥ 1.26. �ãáâì φ :M→N £« ¤ª®¥ ®â®¡à ¦¥­¨¥ ¬­®£®®¡à §¨©. �ãáâì ¢ ­¥ª®â®à®©

®ªà¥áâ­®áâ¨ â®çª¨ p ∈M à ­£ φ ¯®áâ®ï­¥­ ¨ à ¢¥­ k. �®£¤  ¤«ï ­¥ª®â®àëå ®ªà¥áâ­®áâ¥© â®çª¨

p ∈M ¨ (ª ¦¤®© ¨§ â®ç¥ª) φ(p) ∈ N áãé¥áâ¢ãîâ «®ª «ì­ë¥ ª®®à¤¨­ âë ui ¨ zα â ª¨¥, çâ® ¢

ª®®à¤¨­ â å ®â®¡à ¦¥­¨¥ § ¤ ¥âáï ª ª

zα = uα α = 1, . . . , k , zα = 0 α = k + 1, . . . ,dim(N ) . (1.5)

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �¡®§­ ç¨¬ §  φα(x) ­ ¡®à äã­ªæ¨©, § ¤ îé¨å ®â®¡à ¦¥­¨¥ φ ¢ ª®®à¤¨­ â å

xi ­  M ¨ yα ­  N . �®«¥¥ ä®à¬ «ì­® φα(x) = yα(φ(x)). �¥à¥­ã¬¥à®¢ ¢ ª®®à¤¨­ âë ­  M ¨ N
¬®¦­® áç¨â âì çâ® ª¢ ¤à â­ ï ¬ âà¨æ 

∂φα

∂xi
, £¤¥ α = 1, . . . , k ¨ i = 1, . . . , k ®¡à â¨¬ . �®§ì¬¥¬ ¢

ª ç¥áâ¢¥ ¯¥à¢ëå k ª®®à¤¨­ â­ëå äã­ªæ¨¨ ­  M äã­ªæ¨¨ ui = φi(x), i = 1, . . . , k   ®áâ ¢è¨¥áï

®áâ ¢¨¬ ¡¥§ ¨§¬¥­¥­¨©, â.¥. ur = xr, r = k + 1, . . . ,dim(M). � ­®¢ëå ª®®à¤¨­ â å ®â®¡à ¦¥­¨¥

§ ¯¨è¥âáï ª ª

φ∗(yα) = uα , α = 1, . . . , k φ∗(yα) = φα(u) , α = k + 1 . . . dimN (1.6)

� ¬¥â¨¬, çâ® φα(u) ¬®¦¥â § ¢¨á¥âì â®«ìª® ®â u1, . . . , uk ¢ á¨«ã ãá«®¢¨ï ­  à ­£. �¥¯¥àì ¢¢¥¤¥¬ ­ 

N ­®¢ë¥ «®ª «ì­ë¥ ª®®à¤¨­ âë:

zα = yα , α = 1, . . . , k zα = yα − φα(y1, . . . , yk) , α = k + 1 . . . ,dim(N) . (1.7)

�¥£ª® ¢¨¤¥âì çâ® ¢ ­®¢ëå ª®®à¤¨­ â å ®â®¡à ¦¥­¨¥ φ § ¤ ¥âáï ª ª

φ(zα) = uα , α = 1, . . . , k φ(zα) = 0 . α = k + 1 . . . ,dim(N) . (1.8)

çâ® ¨ ¤ ¥â ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥.

� ­­®¥ ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥ ¯®å®¦¥ ­  ¨§¢¥áâ­®¥ ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥ ¨§ «¨­¥©­®©  «£¥¡àë: ¥á«¨ ¨¬¥¥âáï

«¨­¥©­ë© ®¯¥à â®à A : V → W à ­£  k, â® ¢ V ¬®¦­® ¢ë¡à âì ¡ §¨á {ei} â ª, çâ® Aei = fi,

i = 1, . . . , k ¨ Aei>k = 0, £¤¥ {fα} { ¡ §¨á ­  W. �¬¥­­® â ª¨¬ ®¡à §®¬ ãáâà®¥­ ¤¨ää¥à¥­æ¨ «

®â®¡à ¦¥­¨ï φ (á¬. ®¯à¥¤¥«¥­¨¥ ­¨¦¥), ¢ ¡ §¨á¥ ®â¢¥ç îé¥¬ á¯¥æ¨ «ì­ë¬ ª®®à¤¨­ â ¬.

� ¬¥â¨¬, çâ® ®¡à § ®â®¡à ¦¥­¨ï ¯®áâ®ï­­®£® à ­£  «®ª «ì­® ï¢«ï¥âáï à¥£ã«ïà­®© ¯®¢¥àå­®áâ-

ìî (â.¥. ¯®¤¬­®£®®¡à §¨¥¬) á®£« á­® ®¯à¥¤¥«¥­¨î ¬­®£®®¡à §¨ï, ª ª ¢«®¦¥­­®© ¯®¢¥àå­®áâ¨.
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1.5.2 �®£àã¦¥­¨¥, �«®¦¥­¨¥, ¤¨ää¥®¬®àä¨§¬

�¯à¥¤¥«¥­¨¥ 1.27. �¨ää¥à¥­æ¨àã¥¬®¥ ®â®¡à ¦¥­¨¥ φ : M1 → M2 ­ §ë¢ ¥âáï ¯®£àã¦¥­¨¥¬

(immersion), ¥á«¨ à ­£ φ ¯®áâ®ï­¥­ ¨ à ¢¥­ à §¬¥à­®áâ¨M1.

�®ª «ì­®, ¯®£àã¦¥­¨¥ ¢§ ¨¬­® ®¤­®§­ ç­® (®¤­ ª® ­¥ £«®¡ «ì­®, ¯à¨¬¥à á á ¬®¯¥à¥á¥ç¥­¨¥¬).

�à¨¬¥à ¯®£àã¦¥­¨ï ¤ ¥â âà ¥ªâ®à¨ï ¬ â¥à¨ «ì­®© â®çª¨ (­ ¯à¨¬¥à ¢ R3, φ : R1 → R3), ã ª®â®à®©

áª®à®áâì ­¥ ®¡à é ¥âáï ¢ ­®«ì.

�¯à¥¤¥«¥­¨¥ 1.28. �®£àã¦¥­¨¥ φ : M1 → M2 ­ §ë¢ ¥âáï ¢«®¦¥­¨¥¬ (embedding), ¥á«¨ M1

£®¬¥®¬®àä­® (á¬. 1.29) φ(M1) ⊂ M2, £¤¥ ­  φ(M1) ⊂ M2 ¨¬¥¥âáï ¢ ¢¨¤ã ¨­¤ãæ¨à®¢ ­­ ï

â®¯®«®£¨ï.

� ¡®«¥¥ ¯à®áâëå â¥à¬¨­ å, ã «î¡®© â®çª¨ ¨§ φ(M1) ¨¬¥¥âáï ª®®à¤¨­ â­ ï ®ªà¥áâ­®áâì U ⊂
M2, â ª ï çâ® φ(M1) ∩ U ¥áâì ¬­®£®®¡à §¨¥, ¢«®¦¥­­®¥ ¢ U ⊂ Rn.

�á«¨ § ¤ ­® ¢«®¦¥­¨¥M1 ¢M2, â® £®¢®àïâ, çâ®M1 { ¯®¤¬­®£®®¡à §¨¥ ¢M2.

�¯à¥¤¥«¥­¨¥ 1.29. �â®¡à ¦¥­¨¥ φ :M1 →M2 ­ §ë¢ ¥âáï £®¬¥®¬®àä¨§¬®¬, ¥á«¨ ®­® ¢§ ¨¬­®-

®¤­®§­ ç­® ¨ ª ª φ, â ª ¨ φ−1 { ­¥¯à¥àë¢­ë¥.

�¯à¥¤¥«¥­¨¥ 1.30. �â®¡à ¦¥­¨¥ φ :M1 →M2 ­ §ë¢ ¥âáï ¤¨ää¥®¬®àä¨§¬®¬, ¥á«¨ ®­® ¢§ ¨¬­®-

®¤­®§­ ç­® ¨ ª ª φ, â ª ¨ φ−1 { £« ¤ª¨¥.

�­®£®®¡à §¨ï ­ §ë¢ îâáï ¤¨ää¥®¬®àä­ë¬¨, ¥á«¨ ¬¥¦¤ã ­¨¬¨ áãé¥áâ¢ã¥â ¤¨ää¥®¬®àä¨§¬.

�¨ää¥®¬®àä­ë¥ ¬­®£®®¡à §¨ï íª¢¨¢ «¥­â­ë. �á«¨ ¬­®£®®¡à §¨ï § ¤ ­ë ç¥à¥§ ¢«®¦¥­¨¥ ¢ RN ,
â®, ®â®¦¤¥áâ¢«ïï ¤¨ää¥®¬®àä­ë¥ ¬­®£®®¡à §¨ï, ¬ë ¨§¡ ¢«ï¥¬áï ®â § ¢¨á¨¬®áâ¨ ®â ª®­ªà¥â­®£®

¢ë¡®à  ¢«®¦¥­¨ï ¢ RN .

� ¤ ç  1.31. �ãáâì φ : M1 → M2 { ¤¨ää¥à¥­æ¨àã¥¬®¥ ®â®¡à ¦¥­¨¥ ¨ ¢ ­¥ª®â®à®© â®çª¥ x ⊂
M1 rank(φ)|x = dim(M1) = dim(M2). �®ª § âì, çâ® φ ®áãé¥áâ¢«ï¥â ¤¨ää¥®¬®àä¨§¬ ­¥ª®â®à®©

®ªà¥áâ­®áâ¨ x ¢M1 ­  ­¥ª®â®àãî ®ªà¥áâ­®áâì φ(x) ¢M2.

1.5.3 � á â¥«ì­ë© ¢¥ªâ®à, ª á â¥«ì­®¥ ¯à®áâà ­áâ¢®

�á«¨ ¬­®£®®¡à §¨¥ «®ª «ì­® § ¤ ­® ª ª ¯®¢¥àå­®áâì Fα = 0 ¢ RN , â® ª á â¥«ì­ë© ¢¥ªâ®à ¢ â®çª¥
p ∈ M «¥£ª® ®¯à¥¤¥«¨âì ª ª ¢¥ªâ®à ¢ RN á ª®¬¯®­¥­â ¬¨ V i, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨¬¨ V i

∂Fα

∂xi

∣∣
p

= 0.

�ç¥¢¨¤­®, çâ® ª á â¥«ì­ë¥ ¢¥ªâ®à  ¢ â®çª¥ ®¡à §ãîâ «¨­¥©­®¥ ¯à®áâà ­áâ¢® â®© ¦¥ à §¬¥à­®á-

â¨, çâ® ¨ ¬­®£®®¡à §¨¥. �â® ¯à®áâà ­áâ¢® ­ §ë¢ ¥âáï ª á â¥«ì­ë¬ ¯à®áâà ­áâ¢®¬ ¢ â®çª¥ p ¨

®¡®§­ ç ¥âáï TpM.

�­®¦¥áâ¢® ¯ à (p, Vp), £¤¥ p ∈ M, Vp ∈ TpM ®¡à §ãîâ ª á â¥«ì­®¥ à áá«®¥­¨¥ TM. �¥£ª®

¤®ª § âì, çâ® ª á â¥«ì­®¥ à áá«®¥­¨¥ á ¬® ¥áâ¥áâ¢¥­­ë¬ ®¡à §®¬ ï¢«ï¥âáï ¬­®£®®¡à §¨¥¬.

!! � ¤ ç  1.32. �®ª § âì íâ® ¤«ï á«ãç ï M, ¢«®¦¥­­®£® ¢ RN , ï¢­® ¯®áâà®¨¢ ¢«®¦¥­¨¥ TM ¢

R2N . � ª¦¥ ¤«ï ¬­®£®®¡à §¨ï § ¤ ­­®£® ¢ â¥à¬¨­ å  â« á .

!! � ¤ ç  1.33. �à¨¢¥áâ¨ ¯à¨¬¥àë ¬­®£®®¡à §¨©M, ¤«ï ª®â®àëå ª á â¥«ì­®¥ à áá«®¥­¨¥, ®¯à¥¤¥«¥­­®¥

¢ëè¥, ­¥ à ¢­®M× Rn, £¤¥ n - à §¬¥à­®áâìM. (�®¤áª §ª : ¯®¯ëâ ©â¥áì ¯à¨ç¥á âì ¥¦ )
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�¥ªæ¨ï 3

�ë ¢¢¥¤¥¬ ¯®­ïâ¨¥ ¢¥ªâ®à  ­ ¨¡®«¥¥ ¥áâ¥áâ¢¥­­ë¬ á¯®á®¡®¬ { ç¥à¥§ ªà¨¢ë¥ ­  ¬­®£®®¡à §¨¨.

�«ï ­ ç « , ¯®ïá­¨¬, çâ® ¬ë ­ §ë¢ ¥¬ ªà¨¢®© (¯ à ¬¥âà¨§®¢ ­­®© ªà¨¢®©):

�¯à¥¤¥«¥­¨¥ 1.34. � à ¬¥âà¨§®¢ ­­®© ªà¨¢®© ­ §ë¢ ¥âáï ¤¨ää¥à¥­æ¨àã¥¬®¥ ®â®¡à ¦¥­¨¥

γ :R1 →M.

�¯à¥¤¥«¥­¨¥ 1.35. �ãáâì M { ¬­®£®®¡à §¨¥. �ãáâì p { â®çª  ¬­®£®®¡à §¨ï. � á â¥«ì­ë¬

¢¥ªâ®à®¬ ª M ¢ p ­ §ë¢ ¥âáï ª« áá íª¢¨¢ «¥­â­®áâ¨ ªà¨¢ëå γ(t) : γ(0) = p, ¯® ®â­®è¥­¨î

íª¢¨¢ «¥­â­®áâ¨

γ(t) ∼ γ̄(t)

(
d

dt
xi(γ(t))

)∣∣∣∣
t=0

=

(
d

dt
xi(γ̄(t))

)∣∣∣∣
t=0

, (1.9)

£¤¥ äã­ªæ¨¨ xi { «®ª «ì­ë¥ ª®®à¤¨­ âë ¢ ®ªà¥áâ­®áâ¨ â®çª¨ p. � ¤ «ì­¥©è¥¬ ¬ë ¡ã¤¥¬ ¯®«-

ì§®¢ âìáï ®¡®§­ ç¥­¨¥¬ γi(t) = xi(γ(t)) ¤«ï ª®®à¤¨­ â­®£® § ¤ ­¨ï ªà¨¢®©.

�à¥¤«®¦¥­¨¥ 1.36. �¯à¥¤¥«¥­¨¥ ª á â¥«ì­®£® ¢¥ªâ®à  ¢ â®çª¥ ­¥ § ¢¨á¨â ®â ¢ë¡®à  «®ª «ì­-

ëå ª®®à¤¨­ â. � á â¥«ì­ë¥ ¢¥ªâ®à  ¢ â®çª¥ ®¡à §ãîâ ¢¥ªâ®à­®¥ ¯à®áâà ­áâ¢® ­ ¤ R à §¬¥à­®á-

â¨, à ¢­®© à §¬¥à­®áâ¨ ¬­®£®®¡à §¨ï. �â® ¢¥ªâ®à­®¥ ¯à®áâà ­áâ¢® ­ §ë¢ ¥âáï ª á â¥«ì­ë¬

¯à®áâà ­áâ¢®¬ ¨ ®¡®§­ ç ¥âáï ª ª TpM.

� ¤ ç  1.37. �®ª § âì íâ®. � â®¬ ç¨á«¥:

• �®ª § âì, çâ® «î¡ ï «¨­¥©­ ï ª®¬¡¨­ æ¨ï ª á â¥«ì­ëå ¢¥ªâ®à®¢ â ª¦¥ ï¢«ï¥âáï ª á â¥«-

ì­ë¬ ¢¥ªâ®à®¬ ª ­¥ª®â®à®© ªà¨¢®©

• � ª«îç¨âì, çâ® íâ® ¯à®áâà ­áâ¢® ï¢«ï¥âáï ¢¥ªâ®à­ë¬

�¯à¥¤¥«¥­¨¥ 1.38. �®¬¯®­¥­â ¬¨ ª á â¥«ì­®£® ¢¥ªâ®à  Vp ∈ TpM ¯® ®â­®è¥­¨î ª «®ª «ì­®©

á¨áâ¥¬¥ ª®®à¤¨­ â xi ­ §ë¢ îâáï ç¨á«  V ip :=
∂γi(t)

∂t
|t=0.

�¥£ª® ¯à®¢¥à¨âì, çâ® íâ® ª®¬¯®­¥­âë ¢¥ªâ®à  ¯® ®â­®è¥­¨î ª ¡ §¨á­ë¬ ª á â¥«ì­ë¬ ¢¥ªâ®à ¬

( ∂
∂xi )|p, ª®â®àë¥ ®â¢¥ç îâ á«¥¤ãîé¨¬ ªà¨¢ë¬ γk(t) = tδki (¨«¨ íª¢¨¢ «¥­â­ë¬). �àã£¨¬¨ á«®¢ ¬¨:

Vp = V ip

(
∂

∂xi

)
p
, (1.10)

�«ï ¢áïª®© £« ¤ª®© äã­ªæ¨¨ f : M → R ¨ ªà¨¢®© γ ¬®¦­® ®¯à¥¤¥«¨âì áª®à®áâì ¨§¬¥­¥­¨ï

äã­ªæ¨¨ ­  ªà¨¢®©:
d

dt
[(f ◦ γ)(t)] =

d

dt
[f(γ(t))]

�¥¯¥àì ®¯à¥¤¥«¨¬ ¯à®¨§¢®¤­ãî ¢¤®«ì ª á â¥«ì­®£® ¢¥ªâ®à :

�¯à¥¤¥«¥­¨¥ 1.39. �¨ää¥à¥­æ¨ «®¬ äã­ªæ¨¨ f ¢ â®çª¥ p ¢¤®«ì ª á â¥«ì­®£® ¢¥ªâ®à  Xp ∈
TpM ­ §ë¢ ¥âáï

Xp(f) =

(
d

dt
[f(γ(t))]

) ∣∣∣
t=0

(1.11)

£¤¥ γ(t) { ªà¨¢ ï ç¥à¥§ p, ®¯à¥¤¥«ïîé ï Xp.

10



�¥£ª® ¯à®¢¥à¨âì çâ® ¯à®¨§¢®¤­ ï ¯® ­ ¯à ¢«¥­¨î ­¥ § ¢¨á¨â ®â ¢ë¡®à  γ (¨§ ª« áá  íª¢¨¢ «¥­â­®á-

â¨). � ª®¬¯®­¥­â å, ¯à®¨§¢®¤­ ï ¯® ­ ¯à ¢«¥­¨î § ¯¨è¥âáï ª ª:

Xp(f) = Xi
p
∂f

∂xi

∣∣
p
. (1.12)

� ¬¥â¨¬, çâ® ­  ¯à ªâ¨ª¥, ¬ë ª ª ¯à ¢¨«® (¢ ç áâ­®áâ¨ ¢ ä®à¬ã«¥ ¢ëè¥) à áá¬ âà¨¢ ¥¬ ­¥ á ¬ã

äã­ªæ¨î f :M→ R,   ¥¥ ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨¥ ¢ ª®®à¤¨­ â å f̃ = f ◦ h−1 :Rn → R.

!! � ¤ ç  1.40. �® ¬­®£¨å ª­¨£ å ¯® á®¢à¥¬¥­­®© £¥®¬¥âà¨¨ ä®à¬ã«  ¤«ï ¤¨ää¥à¥­æ¨ «  äã­ª-

æ¨¨ (1.11) ¯à¨­¨¬ ¥âáï §  ®¯à¥¤¥«¥­¨¥ ¢¥ªâ®à . �®ª § âì, çâ® â ª®¥ ®¯à¥¤¥«¥­¨¥ ¢¥ªâ®à  ª®à-

à¥ªâ­®, â.¥. ®¯à¥¤¥«¥­­ë© â ª¨¬ ®¡à §®¬ ®¡ê¥ªâ ­¥ § ¢¨á¨â ®â ¢ë¡®à  ª®®à¤¨­ â­®© ª àâë,  

â ª¦¥ ®¡à §ã¥â ¢¥ªâ®à­®¥ ¯à®áâà ­áâ¢®.

� ¬¨ ª®¬¯®­¥­âë ª á â¥«ì­®£® ¢¥ªâ®à  ¬®¦­® § ¯¨á âì ª ª

Xi
p = Xp(x

i) (1.13)

£¤¥ xi ¯®­¨¬ îâáï ª ª äã­ªæ¨¨ ­ M. �§ â ª®£® ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨ï «¥£ª® ¯®ãç¨âì § ª®­ ¯à¥®¡à §®¢ ­¨ï

ª®¬¯®­¥­â ¯à¨ ¯¥à¥å®¤¥ ª ­®¢®© á¨áâ¥¬¥ ª®®à¤¨­ â yi = yi(x). �¥©áâ¢¨â¥«ì­®, ¥á«¨ ®¡®§­ ç¨âì § 

X ′ip ª®¬¯®­¥­âë ¢¥ªâ®à  ®â­®á¨â¥«ì­® ª®®à¤¨­ â­®© á¨áâ¥¬ë yi, ¨¬¥¥¬

X ′ip = Xp(y
i(x)) = Xj

p
∂yi(x)

∂xj

∣∣∣
p

(1.14)

�âã ¦¥ ä®à¬ã«ã ¬®¦­® ¯¥à¥¯¨á âì ¢ â¥à¬¨­ å á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨å ¡ §¨á®¢ ¢ TpM:(
∂

∂xi

)
p

=
∂yj

∂xi

∣∣∣
p

(
∂

∂yj

)
p

(1.15)

� ¤ «ì­¥©è¨¬ ¬ë ¡ã¤¥¬ ­ §ë¢ âì ¡ §¨á
(
∂
∂xi

)
p
, ¥áâ¥áâ¢¥­­ë¬ ¡ §¨á®¬, ®â¢¥ç îé¨¬ «®ª «ì­ë¬

ª®®à¤¨­ â ¬ xi.

1.5.4 �®¢¥¤¥­¨¥ ª á â¥«ì­ëå ¢¥ªâ®à®¢ ¯à¨ ®â®¡à ¦¥­¨¨ ¬­®£®®¡à §¨©. �¨ää¥à¥­-

æ¨ « ®â®¡à ¦¥­¨ï. Push-forward

�ë â®«ìª® çâ® ¢ë¯¨á «¨ § ª®­ ¯à¥®¡à §®¢ ­¨ï ª®¬¯®­¥­â ª á â¥«ì­®£® ¢¥ªâ®à  ¯à¨ § ¬¥­¥ ª®®à¤¨­ â.

� ¬¥­ã ª®®à¤¨­ â ¬®¦­® à áá¬ âà¨¢ âì ª ª ç áâ­ë© á«ãç © ®â®¡à ¦¥­¨ï ¬­®£®®¡à §¨©. � á-

á¬®âà¨¬ â¥¯¥àì ®¡é¨© á«ãç ©. �ãáâì φ : M1 → M2 { ®â®¡à ¦¥­¨¥ ¬­®£®®¡à §¨© (¯®ª  ¡ã¤¥¬

âà¥¡®¢ âì ®â φ â®«ìª® ­¥¯à¥àë¢­®áâ¨ ¨ ¤¨ää¥à¥­æ¨àã¥¬®áâ¨). �ãáâì V { ª á â¥«ì­ë© ¢¥ªâ®à ¢

â®çª¥ p ∈ M1. �®£¤  V ®¯à¥¤¥«ï¥â ¥¤¨­áâ¢¥­­ë© ª á â¥«ì­ë© ¢¥ªâ®à (dpφ)V ¢ â®çª¥ φ(p) ∈ M2.

�¥©áâ¢¨â¥«ì­®, ¯ãáâì γ(t) { ªà¨¢ ï, § ¤ îé ï ª á â¥«ì­ë© ¢¥ªâ®à, â®£¤  ¢ë¡¥à¥¬ ¢ ª ç¥áâ¢¥

(dpφ)V ª á â¥«ì­ë© ¢¥ªâ®à ¢ φ(p), ®¯à¥¤¥«ï¥¬ë© ªà¨¢®© φ(γ(t)).

� ¬¥ç ­¨¥ 1.41. �â®¡à ¦¥­¨¥ (dpφ) â ª¦¥ ®¡®§­ ç ¥âáï ª ª φ∗, â.¥. φ∗V ≡ (dpφ)V . �â® ®â®¡à ¦¥­¨¥

­®á¨â ¤¢  ­ §¢ ­¨ï { ¤¨ää¥à¥­æ¨ « ®â®¡à ¦¥­¨ï,   â ª¦¥ push-forward.

� ¯¨è¥¬ ï¢­® ª®¬¯®­¥­âë ¢¥ªâ®à  (dpφ)V . �ãáâì xi ¨ ya { «®ª «ì­ë¥ ª®®à¤¨­ âë ¢ ®ªà¥á-

â­®áâ¨ p ∈ M1 ¨ φ(p) ∈ M2 á®®â¢¥âáâ¢¥­­®. �ãáâì â ª¦¥ ®â®¡à ¦¥­¨¥ φ § ¤ ­® ¢ ª®®à¤¨­ â å ¢

¢¨¤¥

ya(φ(p(x))) = Y a(x) . (1.16)
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�®£¤  ª®¬¯®­¥­âë ¢¥ªâ®à  (dpφ)V ®â­®á¨â¥«ì­® ª®®à¤¨­ â ya § ¯¨èãâáï ª ª

((dpφ)V )a =
d

dt
ya(γ(t))

∣∣∣∣
t=0

=
∂Y a

∂xi

∣∣∣
p

∂γi

∂t

∣∣∣∣
t=0

=
∂Y a

∂xi

∣∣∣
p
V i . (1.17)

� ç áâ­®áâ¨, ¥á«¨ φ ®â¢¥ç ¥â § ¬¥­¥ ª®®à¤¨­ â, ¬ë ¢­®¢ì ¯à¨å®¤¨¬ ª ä®à¬ã«¥ (1.15).

� ¬¥ç ­¨¥ 1.42. �á¯®¬­¨¬ ¢«®¦¥­¨¥ D-¬¥à­®© ¯®¢¥àå­®áâ¨, ¯ à ¬¥âà¨§®¢ ­­®© tα ¢ Rn. �®£¤ ,
¢¥«¨ç¨­ë

∂xi

∂tα
¥áâì ­¨ çâ® ¨­®¥, ª ª ª®¬¯®­¥­âë ®¡à §  ¡ §¨á­®£® ª á â¥«ì­®£® ¢¥ªâ®à  ∂

∂tα
¯à¨

¢«®¦¥­¨¨.

� ¬¥ç ­¨¥ 1.43. � ­£ ¤¨ää¥à¥­æ¨àã¥¬®£® ®â®¡à ¦¥­¨ï φ ¢ â®çª¥ x { íâ® ¯à®áâ® à ­£ dpφ ª ª

«¨­¥©­®£® ®â®¡à ¦¥­¨ï.

� ª ®â®¡à ¦¥­¨ï á®£« áãîâáï á® ¢ ¦­¥©è¨¬ (®¯à¥¤¥«ïîé¨¬) á¢®©áâ¢®¬ ¢¥ªâ®à  { ¤¥©áâ¢¨¥¬

­  äã­ªæ¨¨? �ãáâì ¤ ­® ®â®¡à ¦¥­¨¥ ¬­®£®®¡à §¨© φ :M → N . X { ¢¥ªâ®à ¢ â®çª¥ p ∈ M,   f

{ äã­ªæ¨ï ­  N . �®£¤  ¬ë ¬®¦¥¬ ®¯à¥¤¥«¨âì ¤¨ää¥à¥­æ¨à®¢ ­¨¥ ¯® ­ ¯à ¢«¥­¨î ªà¨¢®© φ(γ)

¢ â®çª¥ φ(p), £¤¥ γ { ªà¨¢ ï ¢ M, ª á â¥«ì­ë¬ ¢¥ªâ®à®¬ ª ª®â®à®© ¢ â. p ï¢«ï¥âáï X. �®£¤ ,

¨á¯®«ì§ãï (1.11) ª ª ®¯à¥¤¥«¥­¨¥, ¯®«ãç¨¬ á«¥¤ãîéãî ä®à¬ã«ã:

((dpφ)X)(f)
∣∣∣
φ(p)

=

(
d

dt
[f ◦ (φ ◦ γ(t))]

) ∣∣∣
t=0

=

(
d

dt
[(f ◦ φ) ◦ γ(t)]

) ∣∣∣
t=0

=

=

(
d

dt
[(φ∗f) ◦ γ(t)]

) ∣∣∣
t=0

= X(φ∗f)
∣∣∣
p
≡ X(f(φ(x))

∣∣∣
p

(1.18)

!! � ¤ ç  1.44. �à®¢¥à¨âì íâ® ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥ ï¢­® ¤«ï á«¥¤ãîé¥£® á«ãç ï. �ãáâì M = R2,  

N = B2×R1 { ®¡ê¥¬­ë© ¡¥áª®­¥ç­ë© æ¨«¨­¤à¨ç¥áª¨© áâ¥à¦¥­ì. �  R2 § ¤ ­ë ª®®à¤¨­ âë (x, y),

­  áâ¥à¦­¥ { (r, l, θ). �â®¡à ¦¥­¨¥ φ :M→N § ¤ ­® ª ª φ : (x, y) 7→ (r = 1, l = x, θ = 2πy/L, L > 0

- à ¤¨ãá æ¨«¨­¤à . �ãáâì ­  áâ¥à¦­¥ § ¤ ­  äã­ªæ¨ï f = xrθ,   ­  ¯«®áª®áâ¨ ¢ ­¥ª®â®à®© â®çª¥

p = (xp, yp) § ¤ ­ ¢¥ªâ®à Xp = xp
∂
∂x + ∂

∂y .

1.6 �®¢¥ªâ®àë

� ª ¨§¢¥áâ­® ¨§ «¨­¥©­®©  «£¥¡àë, ¤«ï «î¡®£® ¢¥ªâ®à­®£® ¯à®áâà ­áâ¢  ¬®¦­® ¯®áâà®¨âì á®¯à-

ï¦¥­­®¥:

�¯à¥¤¥«¥­¨¥ 1.45. �á«¨ V { ¢¥é¥áâ¢¥­­®¥ ¢¥ªâ®à­®¥ ¯à®áâà ­áâ¢® ­ ¤ R, á®¯àï¦¥­­ë¬ ¢¥ªâ®à­ë¬

¯à®áâà ­áâ¢®¬ V ∗ ­ §ë¢ îâ ¯à®áâà ­áâ¢® «¨­¥©­ëå ®â®¡à ¦¥­¨© ¨§ V ¢ R. ( ­ «®£¨ç­® ¤«ï ¯à®á-
âà ­áâ¢ ­ ¤ C ¨ â.¯.)

�á«¨ ¬ë à ¡®â ¥¬ á ª®­¥ç­®¬¥à­ë¬¨ ¯à®áâà ­áâ¢ ¬¨, ¬®¦­® ®¯à¥¤¥«¨âì ¡ §¨á á®¯àï¦¥­­®£®

¯à®áâà ­áâ¢  á«¥¤ãîé¥© ¯à®æ¥¤ãà®©:

�à¥¤«®¦¥­¨¥ 1.46. �ãáâì {ei}i=1..n { ¡ §¨á V . �®£¤  ­  V ∗ ¬®¦­® ¢¢¥áâ¨ ¡ §¨á {f i}i=1..n,

®¯à¥¤¥«¥­­ë© á®®â­®è¥­¨¥¬ f j(ei) = δji . � ª®© ¡ §¨á ­ §ë¢ ¥âáï ¤¢®©áâ¢¥­­ë¬.

�®áª®«ìªã V ¨ V ∗ ï¢«ïîâáï ¢¥ªâ®à­ë¬¨ ¯à®áâà ­áâ¢ ¬¨ ®¤­®© à §¬¥à­®áâ¨, ®­¨ ¨§®¬®àä­ë.

�¤­ ª®, ¥á«¨ ­¥ § ¤ ­ë ¤®¯®«­¨â¥«ì­ë¥ áâàãªâãàë, â® ¥áâ¥áâ¢¥­­®£® ¨§®¬®àä¨§¬  ­¥â. �«ï â®£®,
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çâ®¡ë ¯®áâà®¨âì ¥áâ¥áâ¢¥­­ë© ¨§®¬®àä¨§¬, ¢ ¡ã¤ãé¥¬ ­ ¬ ¯®­ ¤®¡¨âáï ¢¢¥áâ¨ ¤®¯®«­¨â¥«ì­ãî

áâàãªâãàã, ¬¥âà¨ªã. �® ®¡ íâ®¬ ¢ á«¥¤ãîé¨å «¥ªæ¨ïå.

�à®áâà ­áâ¢®, ¤ã «ì­®¥ ª á â¥«ì­®¬ã ¯à®áâà ­áâ¢ã ¢ â®çª¥ p TpM, ­ §ë¢ ¥âáï ª®ª á â¥«ì­ë¬,

¨ ®¡®§­ ç ¥âáï T ∗pM. �£® í«¥¬¥­âë { ª®¢¥ªâ®à , ¤àã£®¥ ¨å ­ §¢ ­¨¥ { \¢­¥è­¨¥ ä®à¬ë ­  TpM\

¨«¨ "¤¨ää¥à¥­æ¨ «ì­ë¥ 1-ä®à¬ë ¢ â®çª¥ p".

�¯à¥¤¥«¥­¨¥ 1.47. �à ¤¨¥­â®¬ äã­ªæ¨¨ f ¢ â®çª¥ p ­ §ë¢ ¥âáï ª®¢¥ªâ®à dfp, ®¯à¥¤¥«ï¥¬ë©

ª ª dfp(X) := X(f), £¤¥ X ∈ TpM.

!! � ¤ ç  1.48. �ãáâì (£¨¯¥à)¯®¢¥àå­®áâì ®¯à¥¤¥«¥­  äã­ªæ¨¥© f(x) = 0. �®ª § âì, çâ® ­®à¬ «-

ìî ª ­¥© ï¢«ï¥âáï £à ¤¨¥­â f . (�®à¬ «ì ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ª ª ­¥­ã«¥¢®© á®¯àï¦¥­­ë© ¢¥ªâ®à (ª®¢¥ªâ®à),

á¢¥àâª  ª®â®à®£® á ª á â¥«ì­ë¬¨ ¢¥ªâ®à ¬¨ à ¢­  0). �â® ¡ã¤¥â, ¥á«¨ ¯®¢¥àå­®áâì § ¤ ¥âáï ¤¢ã¬ï

ãà ¢­¥­¨ï¬¨ f1(x) = 0 ¨ f2(x) = 0?

�¥£ª® § ¬¥â¨âì, çâ® â ª ®¯à¥¤¥«¥­­®¥ ®â®¡à ¦¥­¨¥ «¨­¥©­®, â® ¥áâì £à ¤¨¥­â ¤¥©áâ¢¨â¥«ì­®

¯à¨­ ¤«¥¦¨â ¯à®áâà ­áâ¢ã ª®¢¥ªâ®à®¢. �á«¨ ¢§ïâì ¢ ª ç¥áâ¢¥ äã­ªæ¨¨ f ª®®à¤¨­ â­ë¥ äã­ªæ¨¨

(x1, ..., xn), â® ¯® ®¯à¥¤¥«¥­¨î

(dxi)p

(
∂

∂xj

)
p

=

(
∂xi

∂xj

)
p

= δij

� ª¨¬ ®¡à §®¬, (dxi)p ®¡à §ãîâ ¡ §¨á á®¯àï¦¥­­®£® ¯à®áâà ­áâ¢ .

� ¤ ç  1.49. �®ª § âì, çâ® ¯à¨ ¯à¥®¡à §®¢ ­¨ïå ª®®à¤¨­ â, ª®¢¥ªâ®à ¢ â®çª¥ p ¯à¥®¡à §ã¥âáï

ª ª

(dxi)p =

(
∂xi

∂x′j

)
x′=x′(p)

(dx′j)p

1.7 �¥ªâ®à­ë¥ ¯®«ï

�¯à¥¤¥«¥­¨¥ ¢¥ªâ®à­®£® ¯®«ï ¢ë£«ï¤¨â á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬:

�¯à¥¤¥«¥­¨¥ 1.50. �ãáâì ¢ ª ¦¤®© â®çª¥ ¬­®£®®¡à §¨ï § ¤ ­ ª á â¥«ì­ë© ¢¥ªâ®à, ¯à¨ íâ®¬

ª®¬¯®­¥­âë íâ®£® ¢¥ªâ®à  ®â­®á¨â¥«ì­® «®ª «ì­ëå ª®®à¤¨­ â ¢ «î¡®© ª àâ¥, ï¢«ïîâáï ¤¨ää¥à¥­-

æ¨àã¥¬ë¬¨ äã­ªæ¨ï¬¨ (¢ ç áâ­®áâ¨, ­  ¯¥à¥á¥ç¥­¨¨ ª®®à¤¨­ â­ëå ®ªà¥áâ­®áâ¥© ª®¬¯®­¥­âë

¯à¥®¡à §ãîâáï, ª ª ¯®«®¦¥­® ª®¬¯®­¥­â ¬ ª á â¥«ì­®£® ¢¥ªâ®à ). � íâ®¬ á«ãç ¥ £®¢®àïâ, çâ®

­ M § ¤ ­® ¢¥ªâ®à­®¥ ¯®«¥.

� ¤àã£®© áâ®à®­ë, ­  ¡®«¥¥ á®¢à¥¬¥­­®¬ ï§ëª¥ ®¯à¥¤¥«¥­¨¥ ¬®¦­® áä®à¬ã«¨à®¢ âì â ª. � ¯®¬­¨¬,

çâ® á ª ¦¤ë¬ ¬­®£®®¡à §¨¥¬ M ¬®¦­® á¢ï§ âì ¬­®£®®¡à §¨¥ TM, ­ §ë¢ ¥¬®¥ ª á â¥«ì­ë¬

à áá«®¥­¨¥¬. �¯à¥¤¥«¥­® ¤¨ää¥à¥­æ¨àã¥¬®¥ ®â®¡à ¦¥­¨¥ π :TM →M, ¥áâ¥áâ¢¥­­ ï ¯à®¥ªæ¨ï,

ª®â®à®¥ á®¯®áâ ¢«ï¥â ¯ à¥ (p,Xp) ∈ TM â®çªã p ∈M.

�¯à¥¤¥«¥­¨¥ 1.51. �¥ªâ®à­ë¬ ¯®«¥¬ ­  ¬­®£®®¡à §¨¨M ­ §ë¢ ¥âáï ¤¨ää¥à¥­æ¨àã¥¬®¥ ®â®¡à ¦¥­¨¥

X :M→ TM, â ª®¥ çâ® π ◦X = id, £¤¥ id â®¦¤¥áâ¢¥­­®¥ ®â®¡à ¦¥­¨¥M ¢ á¥¡ï. (�  ï§ëª¥ à á-

á«®¥­¨©, â ª®¥ ®â®¡à ¦¥­¨¥ ­ §ë¢ ¥âáï á¥ç¥­¨¥¬).
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�¥ªâ®à­ë¥ ¯®«ï ­  M ®ç¥¢¨¤­® ®¡à §ãîâ «¨­¥©­®¥ ¯à®áâà ­áâ¢® ­ ¤ R, ª®â®à®¥ ¬ë ¡ã¤¥¬

®¡®§­ ç âì ª ª VectM ¨«¨ Γ(TM).

� ä¨§¨ª¥ ¥áâì ¬­®£® ¯à¨¬¥à®¢ ¢¥ªâ®à­ëå ¯®«¥©. � áá¬®âà¨¬ ­ ¯à¨¬¥à, ¯®«¥ áª®à®áâ¥© ¦¨¤ª®á-

â¨ ¨«¨ í«¥ªâà¨ç¥áª®¥ ¯®«¥ ¢ R3 { íâ® ¢¥ªâ®à­ë¥ ¯®«ï ­  ¬­®£®®¡à §¨¨ R3, ¯®áª®«ìªã ®­¨ á®¯®á-

â ¢«ïîâ ª ¦¤®© â®çª¥ R3 ª á â¥«ì­ë© ¢¥ªâ®à.

�à¨¬¥à á ¦¨¤ª®áâìî ¨«¨ í«¥ªâà¨ç¥áª¨¬ ¯®«¥¬ ¯à¨¢®¤¨â ª ¯®«¥§­®¬ã  «ìâ¥à­ â¨¢­®¬ã ®¯à¥¤¥«¥­¨î

¢¥ªâ®à­®£® ¯®«ï. � ¨¬¥­­®, «î¡®¥ ¯®«¥ áª®à®áâ¥© ¦¨¤ª®áâ¨ ®¯à¥¤¥«ï¥â ®â®¡à ¦¥­¨¥M×R→M,

ª®â®à®¥ â®çª¥ p ∈ M á®¯®áâ ¢«ï¥â âà ¥ªâ®à¨î S(p, t) ç áâ¨æë ¦¨¤ª®áâ¨ ª ª äã­ªæ¨î ¢à¥¬¥­¨.

â ª®¥ ®â®¡à ¦¥­¨¥ ®ç¥¢¨¤­® ã¤®¢«¥â¢®àï¥â S(p, 0) = p.

�®«¥¥ ä®à¬ «ì­®, à áá¬®âà¨¬ ¤¨ää¥à¥­æ¨àã¥¬®¥ ®â®¡à ¦¥­¨¥ S :M × R → M, â ª®¥ çâ®

S(p, 0) = p. � ä¨ªá¨àã¥¬ ¯¥à¢ë©  à£ã¬¥­â, â®£¤  S(p, t) ¥áâì ªà¨¢ ï ¯à®å®¤ïé ï ¯à¨ t = 0 ç¥à¥§

â®çªã p. �.¥. â ª®¥ ®â®¡à ¦¥­¨¥ ®¯à¥¤¥«ï¥â ª á â¥«ì­ë© ¢¥ªâ®à ¢ ª ¦¤®© â®çª¥ ¬­®£®®¡à §¨ï.

�®¦­® ¯®ª § âì, çâ®, ¯® ®â­®è¥­¨î ª «®ª «ì­®© ª®®à¤¨­ â­®© á¨áâ¥¬¥ ¢ ª ¦¤®© ª àâ¥, ª®¬¯®­¥­âë

ª á â¥«ì­ëå ¢¥ªâ®à®¢ ï¢«ïîâáï ¤¨ää¥à¥­æ¨àã¥¬ë¬¨ äã­ªæ¨ï¬¨ «®ª «ì­ëå ª®®à¤¨­ â. �àã£¨¬¨

á«®¢ ¬¨, ¢¥ªâ®à­®¥ ¯®«¥ ¥áâì á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨© ª« áá íª¢¨¢ «¥­â­®áâ¨ â ª¨å ®â®¡à ¦¥­¨©.

� ¤ ç  1.52. �®«­®áâìî áä®à¬ã«¨à®¢ âì ®¯à¥¤¥«¥­¨¥ ¨ ¤®ª § âì ¥£® íª¢¨¢ «¥­â­®áâì ¤ ­­®¬ã

¢ëè¥.
�¥ªæ¨ï 4

�  ®á­®¢ ­¨¨ ®¯à¥¤¥«¥­¨ï ¢¥ªâ®à  ª ª «¨­¥©­®© ª àâë, ¬®¦­® áä®à¬ã«¨à®¢ âì ¢ ¦­®¥ á¢®©á-

â¢® ¢¥ªâ®à­ëå ¯®«¥©.

�à¥¤«®¦¥­¨¥ 1.53. �ãáâì X ¢¥ªâ®à­®¥ ¯®«¥ ­  M, â®£¤  ¢á¥£¤  ®¯à¥¤¥«¥­® ®â®¡à ¦¥­¨¥

X : C∞(M)→ C∞(M). � ¨¬¥­­®,

(X(F ))(p) =

(
d

dt
F (S(p, t))

)
|t=0 , (1.19)

£¤¥ S : M× R→M { á¥¬¥©áâ¢® ªà¨¢ëå ®¯à¥¤¥«ïîé¨å ¢¥ªâ®à­®¥ ¯®«¥ V .

�®¬¯®­¥­â ¬¨ ¢¥ªâ®à­®£® ¯®«ï ®â­®á¨â¥«ì­® «®ª «ì­®© ª®®à¤¨­ â­®© á¨áâ¥¬ë xi ¢ U , ­ §ë¢ îâ-

áï äã­ªæ¨¨ Xi(x). � áâ® ¯¨èãâ

X = Xi ∂

∂xi
. (1.20)

� ¯¨á ­­®¥ ¢ â ª®¬ ¢¨¤¥, ¢¥ªâ®à­®¥ ¯®«¥ ¢ë£«ï¤¨â ª ª ¤¨ää¥à¥­æ¨ «ì­ë© ®¯¥à â®à ¯¥à¢®£®

¯®àï¤ª . �¥©áâ¢¨â¥«ì­®, ¬®¦­® ¯®ª § âì, çâ®

X(f) = V i
∂f

∂xi
, (1.21)

£¤¥ X ¢ «¥¢®© ç áâ¨ à ¢¥­áâ¢  ®¡®§­ ç ¥â ®â®¡à ¦¥­¨¥ ¨§ ¯à¥¤«®¦¥­¨ï 1.53. � ç áâ­®áâ¨, ã¤®¡­®

¢ëà ¦ âì ª®¬¯®­¥­âë ¢¥ªâ®à­®£® ¯®«ï ¢ ¢¨¤¥ Xi = X(xi).

� ¤ ç  1.54. �®ª § âì íâ® ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥.

� ­ìè¥ ¬ë ¢¨¤¥«¨, ª ª ¢¥ªâ®àë ®â®¦¤¥áâ¢«ï«¨áì á ¤¨ää¥à¥­æ¨ «ì­ë¬¨ ®¯¥à â®à ¬¨. �â®

á¢ï§ ­® á âà¨¢¨ «ì­ë¬ ä ªâ®¬, çâ® ¢á¥ ¢®§¬®¦­ë¥ ¯à®¨§¢®¤­ë¥ ¯® ­ ¯à ¢«¥­¨î ¢ ­¥ª®â®à®©

â®çª¥ ®¡à §ãîâ ª®­¥ç­®¬¥à­®¥ ¢¥ªâ®à­®¥ ¯à®áâà ­áâ¢® (ª ¦¤®© ¨§ ª®â®àëå á®®â¢¥âáâ¢ã¥â ª« áá
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íª¢¨¢ «¥­â­®áâ¨ ªà¨¢ëå),   ¬­®¦¥áâ¢® ¢á¥å ¢®§¬®¦­ëå ¤¨ää¥à¥­æ¨ «ì­ëå ®¯¥à â®à®¢ ¨¬¥¥â áâà-

ãªâãàã ¢¥ªâ®à­®£® ¯à®áâà ­áâ¢ . �á«¨ à áá¬ âà¨¢ âì ¤¨ää¥à¥­æ¨ «ì­ë¥ ®¯¥à â®àë ¯®â®ç¥ç­®,

â.¥. à áá¬ âà¨¢ âì ¤¨ää¥à¥­æ¨à®¢ ­¨¥ ¢ â®çª¥, â® íâ® ¬­®¦¥áâ¢® ¡ã¤¥â ª®­¥ç­®¬¥à­ë¬ ¨ ¡ã¤¥â,

ª ª ¢¥ªâ®à­®¥ ¯à®áâà ­áâ¢®, ¨§®¬®àä­® ¢¥ªâ®à­®¬ã ¯à®áâà ­áâ¢ã, ª®â®à®¥ ¬ë ¢¢®¤¨«¨ ¢ëè¥.

�áå®¤ï ¨§ íâ®£® ¬®¦­® ¯®áâà®¨âì ­®¢®¥ ®¯à¥¤¥«¥­¨¥ ¢¥ªâ®à­®£® ¯®«ï (¨ ¢¥ªâ®à , ¥á«¨ à áá¬ -

âà¨¢ âì íâ® ®¯à¥¤¥«¥­¨¥ ¢ â®çª¥).

�¯à¥¤¥«¥­¨¥ 1.55. �ãáâì ¤«ï «î¡®© U ⊂ M § ¤ ­® «¨­¥©­®¥ ®â®¡à ¦¥­¨¥ ­ ¤ äã­ªæ¨ï¬¨

X : C∞(U)→ C∞(U), ã¤®¢«¥â¢®àïîé¥¥ ãá«®¢¨î (¯à ¢¨«ã �¥©¡­¨æ )

X(fg) = (X(f))g + f(X(g)) , (1.22)

â® X ¢¥ªâ®à­®¥ ¯®«¥.

!! � ¤ ç  1.56. �®ª § âì íª¢¨¢ «¥­â­®áâì áâ ­¤ àâ­®¬ã ®¯à¥¤¥«¥­¨î.

�ª §ë¢ ¥âáï, çâ® ­  ¯à®áâà ­áâ¢¥ VectM ¢¥ªâ®à­ëå ¯®«¥© ­ M ®¯à¥¤¥«¥­  ¤®¯®«­¨â¥«ì­ ï

áâàãªâãà  { ª®¬¬ãâ â®à ¢¥ªâ®à­ëå ¯®«¥©.

�¯à¥¤¥«¥­¨¥ 1.57. �ãáâìX,Y ¢¥ªâ®à­ë¥ ¯®«ï ­ M. �®¬¬ãâ â®à®¬ (áª®¡ª®© �¨) [X,Y ] ­ §ë¢ ¥â-

áï ®â®¡à ¦¥­¨¥ C∞(U)→ C∞(U), ®¯à¥¤¥«¥­­®¥ ª ª

[X,Y ]f = X(Y (f))− Y (X(f)) . (1.23)

�à¥¤«®¦¥­¨¥ 1.58. �®¬¬ãâ â®à ¢¥ªâ®à­ëå ¯®«¥© ¥áâì ¢¥ªâ®à­®¥ ¯®«¥. �«ï ª®¬¬ãâ â®à 

á¯à ¢¥¤«¨¢® â®¦¤¥áâ¢® �ª®¡¨

[X, [Y , Z]] + [Y , [Z,X]] + [Z, [X,Y ]] = 0 (1.24)

� «®ª «ì­ëå ª®®à¤¨­ â å

[X,Y ]i = X l ∂

∂xl
Y i − Y l ∂

∂xl
Xi . (1.25)

� ¯®¬­¨¬ áâ ­¤ àâ­®¥ ®¯à¥¤¥«¥­¨¥:

�¯à¥¤¥«¥­¨¥ 1.59. �¨­¥©­®¥ ¯à®áâà ­áâ¢® L ­ §ë¢ ¥âáï  «£¥¡à®© �¨ ­ ¤ R, ¥á«¨ ­  ­¥¬ § ¤ ­ 

¡¨«¨­¥©­®¥,  ­â¨á¨¬¬¥âà¨ç­®¥ ®â®¡à ¦¥­¨¥ [, ] : L× L→ L, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¥¥

[X, [Y , Z]] + [Y , [Z,X]] + [Z, [X,Y ]] = 0 . (1.26)

� ª¨¬ ®¡à §®¬, ¯à®áâà ­áâ¢® VectM { �«£¥¡à  �¨ ­ ¤ R.

�ãáâì φ :M → N { ®â®¡à ¦¥­¨¥ ¬­®£®®¡à §¨©. � ®¡é¥¬ á«ãç ¥, ¢¥ªâ®à­®¥ ¯®«¥ ­  M ­¥

®¯à¥¤¥«ï¥â ¢¥ªâ®à­®£® ¯®«ï ­  N . �¤­ ª®, ¥á«¨ φ :M→M ¤¨ää¥®¬®àä¨§¬ â® ¤¨ää¥à¥­æ¨ «

®â®¡à ¦¥­¨ï ®¯à¥¤¥«ï¥â ®â®¡à ¦¥­¨¥ ¢¥ªâ®à­ëå ¯®«¥© ¢ á¥¡ ,   ¨¬¥­­®

(φ∗X)|φ(p) = dpφ(X|p) (1.27)
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�¯à¥¤¥«¥­¨¥ ª®àà¥ªâ­® â ª ª ª φ−1 áãé¥áâ¢ã¥â. pravka

�®«¥§­® â ª¦¥ ¢¢¥áâ¨ ¯®­ïâ¨¥ φ-á¢ï§ ­­ëå ¯®«¥©: ¢¥ªâ®à­ë¥ ¯®«ï X ∈ VectM Y ∈ VectN
­ §ë¢ îâáï φ-á¢ï§ ­­ë¬¨, ¥á«¨ ¢ ª ¦¤®© p ∈M ¢ë¯®«­¥­® (dpφ)X|p = Y |φp .
�¥©áâ¢¨â¥«ì­®, à áá¬®âà¨¬ ¯à¨¬¥à ¨§ § ¤ ç¨ (1.44). � íâ®© § ¤ ç¥ ¬ë ¢¢¥«¨ ¢¥ªâ®àXp ¢ ­¥ª®â®à®©

â®çª¥M. �á«¨ ¢¢¥áâ¨ â ª®© ¢¥ªâ®à ¤«ï ª ¦¤®© â®çª¨M, â® ¯®«ãç¨âáï, çâ® ¬ë ¯®â®ç¥ç­® ¢¢¥«¨

¢¥ªâ®à­®¥ ¯®«¥, ª®â®à®¥ ¬ë ­ §®¢¥¬ X. �ç¥¢¨¤­®, çâ® X { ¤¥©áâ¢¨â¥«ì­® ¢¥ªâ®à­®¥ ¯®«¥ ­ M.

�¬¥áâ¥ á â¥¬, φ∗X ­¥ ï¢«ï¥âáï ¢¥ªâ®à­ë¬ ¯®«¥¬ ­  N , ¯®áª®«ìªã § ¤ ­® â®«ìª® ­  ¯®¢¥àå­®áâ¨ �â® íâ®

â ª®¥? �¤¥

®¯à¥¤¥«¥­¨¥

¤«ï á«ãç ï

ª®£¤  ­¥

¤¨ää.

r = 1,   ­¥ ¢® ¢á¥¬ ®¡êñ¬¥.

�àã£¨¬ ¯à¨¬¥à®¬ ¡ã¤ãâ ï¢«ïâìáï ®â®¡à ¦¥­¨ï, ­¥ ¬ ªá¨¬ «ì­®£® à ­£ , ­ ¯à¨¬¥à, ¯à®¥ªæ¨ï.

�¥©áâ¢¨â¥«ì­®, à áá¬®âà¨¬ ¯à¨¬¥à, ª®£¤  ¬­®£®®¡à §¨¥M ®â®¡à ¦ ¥âáï ­  á¢®¥ ¯®¤¬­®£®®¡à §¨¥

M1 ⊂M. �®£¤  ­¥áª®«ìª® â®ç¥ªM ®â®¡à ¦ îâáï ¢ ®¤­ã â®çªãM1. �®­ïâ­®, çâ® ¢ íâ®¬ á«ãç ¥

¢®§­¨ª­¥â ­¥®¯à¥¤¥«¥­­®áâì, ¯® ª ª®© ¨§ â®ç¥ª à ááç¨âë¢ âì ¢¥ªâ®à­®¥ ¯®«¥ ­ M1, ¯®íâ®¬ã ¬ë

­¥ á¬®¦¥¬ ¤ ¦¥ ¯à®áâ® ®¯à¥¤¥«¨âì â ª®© ®¡ê¥ªâ φ∗X.

�®­¥ç­®, íâ® ¯®«¥ ¬®¦­® ¤®®¯à¥¤¥«¨âì ¨ £« ¤ª® ¯à®¤«¨âì ¢® ¢á¥ N . �® íâ® ¡ã¤¥â ã¦¥ ¤àã£®¥

¢¥ªâ®à­®¥ ¯®«¥, ª®â®à®¥ ¨ ¡ã¤¥â φ-á¢ï§­ë¬ ¯®«î X. � ª¨¬ ®¡à §®¬, (1.18) ¢¥à­®, ¢®®¡é¥ £®¢®àï,

â®«ìª® ¯®â®ç¥ç­®, ¯®â®¬ã çâ® φ∗X ¬®¦¥â ­¥ ï¢«ïâìáï ¢¥ªâ®à­ë¬ ¯®«¥¬.

!! � ¤ ç  1.60. �®ª § âì, çâ® ¢ á«ãç ïå, ª®£¤  ¯à¨ ®â®¡à ¦¥­¨¨ ¬­®£®®¡à §¨© ®¯à¥¤¥«¥­ push-

forward (­ ¯à¨¬¥à, ®â®¡à ¦¥­¨¥ { ¤¨ää¥®¬®àä¨§¬),  «£¥¡à ¨ç¥áª ï áâàãªâãà  ¨­¢ à¨ ­â­  ®â­®á¨â¥«-

ì­® íâ®£® ®â®¡à ¦¥­¨ï:

φ∗([X,Y ]) = [φ∗X,φ∗Y ] (1.28)

1.8 �®«ï 1-ä®à¬ (ª®¢¥ªâ®à­ë¥ ¯®«ï)

�®¢¥ªâ®à­®¥ ¯®«¥ ®¯à¥¤¥«ï¥âáï  ¡á®«îâ­®  ­ «®£¨ç­® ¢¥ªâ®à­®¬ã:

�¯à¥¤¥«¥­¨¥ 1.61. �ãáâì ¢ ª ¦¤®© â®çª¥ ¬­®£®®¡à §¨ï § ¤ ­ ª®¢¥ªâ®à, ¯à¨ íâ®¬ ª®¬¯®­¥­âë

íâ®£® ª®¢¥ªâ®à  ®â­®á¨â¥«ì­® «®ª «ì­ëå ª®®à¤¨­ â ¢ «î¡®© ª àâ¥, ï¢«ïîâáï ¤¨ää¥à¥­æ¨àã¥¬ë¬¨

äã­ªæ¨ï¬¨ (¢ ç áâ­®áâ¨, ­  ¯¥à¥á¥ç¥­¨¨ ª®®à¤¨­ â­ëå ®ªà¥áâ­®áâ¥© ª®¬¯®­¥­âë ¯à¥®¡à §ãîâáï,

ª ª ¯®«®¦¥­® ª®¬¯®­¥­â ¬ ª®¢¥ªâ®à ). � íâ®¬ á«ãç ¥ £®¢®àïâ, çâ® ­ M § ¤ ­® ª®¢¥ªâ®à­®¥ ¯®«¥.

�  ï§ëª¥ à áá«®¥­¨©, ¯®«ï 1-ä®à¬ ¬®¦­® â ª¦¥ ®¯à¥¤¥«¨âì  ¡á®«îâ­® ¯®  ­ «®£¨¨ { ª ª

£« ¤ª®¥ á¥ç¥­¨¥ ª®ª á â¥«ì­®£® à áá«®¥­¨ï.

�¯à¥¤¥«¥­¨¥ 1.62. �®ª á â¥«ì­®¥ à áá«®¥­¨¥ ª ¬­®£®®¡à §¨î M, ®¡®§­ ç ¥¬®¥ T ∗M ¯à¥¤á-

â ¢«ï¥â á®¡®© ¬­®¦¥áâ¢® ¢á¥å ¯ à (p, ωp), £¤¥ p { â®çª  ¬­®£®®¡à §¨ïM,   ωp { ª®¢¥ªâ®à ¢ íâ®©

â®çª¥.

� ¯®¬­¨¬ ®¯à¥¤¥«¥­¨¥ á¥ç¥­¨ï ª®ª á â¥«ì­®£® à áá«®¥­¨ï:

�¯à¥¤¥«¥­¨¥ 1.63. �¥ç¥­¨¥¬ ª®ª á â¥«ì­®£® à áá«®¥­¨ï T ∗M ­ §ë¢ ¥âáï ¤¨ää¥à¥­æ¨àã¥¬®¥

®â®¡à ¦¥­¨¥ ω :M → T ∗M, â ª®¥ çâ® π ◦ s = id, £¤¥ id â®¦¤¥áâ¢¥­­®¥ ®â®¡à ¦¥­¨¥ M ¢ á¥¡ï.

�­®¦¥áâ¢® ¢á¥å á¥ç¥­¨© ª®ª á â¥«ì­®£® à áá«®¥­¨ï (â.¥. ¢á¥å ¢®§¬®¦­ëå ¯®«¥© 1-ä®à¬) ®¡®§­ ç ¥â-

áï ª ª Γ(T ∗M) (¥áâì ¨ íª¢¨¢ «¥­â­®¥ ®¡®§­ ç¥­¨¥ Ω1(M), ®¡ íâ®¬ ¢ á«¥¤ãîé¨å «¥ªæ¨ïå).
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�®¬¯®­¥­â ¬¨ ª®¢¥ªâ®à­®£® ¯®«ï ®â­®á¨â¥«ì­® «®ª «ì­®© ª®®à¤¨­ â­®© á¨áâ¥¬ë xi ¢ U , ­ §ë¢ îâ-

áï äã­ªæ¨¨ ωi(x). � áâ® ¯¨èãâ

ω = ωidx
i (1.29)

� ¢ ©â¥ ®¯à¥¤¥«¨¬, ª ª ¯à¥®¡à §ã¥âáï ª®¢¥ªâ®à­®¥ ¯®«¥ ¯à¨ ®â®¡à ¦¥­¨ïå ¬­®£®®¡à §¨©. �®

íâ®£® ¬ë à áá¬ âà¨¢ «¨ â®«ìª® ¯®â®ç¥ç­ë¥ ¯à¥®¡à §®¢ ­¨ï ¢ ª ª®©-â® ¢ë¡à ­­®© ª®®à¤¨­ â­®©

ª àâ¥ ¯à¨ § ¬¥­ å ª®®à¤¨­ â. �«ï â®£® çâ®¡ë ®¯à¥¤¥«¨âì ¯à¥®¡à §®¢ ­¨ï ¤«ï ¯à®¨§¢®«ì­ëå

®â®¡à ¦¥­¨©, ¯®âà¥¡ã¥¬ á®£« á®¢ ­­®áâ¨ ¯à¥®¡à §®¢ ­¨© ¢¥ªâ®à­ëå ¨ ª®¢¥ªâ®à­ëå ¯®«¥©.

�¯à¥¤¥«¥­¨¥ 1.64. �ãáâì § ¤ ­® ®â®¡à ¦¥­¨¥ φ :M→ N , X ∈ Γ(TM), ω ∈ Γ(T ∗N ). Pull-back

(®¡à â­ë¬ ®â®¡à ¦¥­¨¥¬) 1-ä®à¬ë ω ­ §ë¢ îâ ®¡ê¥ªâ φ∗ω, â ª®© çâ®:

(φ∗ω)(Xp) = ω(dpφXp) (1.30)

∀p ∈M and ∀Xp ∈ TpM �à ¢ª .

®¯à¥¤¥«¥­¨¥

­¥ à ¡¯â «®

¤«ï ®¡é¥£®

®â®¡à ¦¥­¨ï

�á«¨ φ : M → M ¤¨ää¥®¬®àä¨§¬ â® ¤¨ää¥à¥­æ¨ « ®â®¡à ¦¥­¨ï ®¯à¥¤¥«ï¥â ®â®¡à ¦¥­¨¥

¢¥ªâ®à­ëå ¯®«¥© ¢ á¥¡ ,   ¨¬¥­­®

(φ∗X)|φ(p) = dpφ(X|p) (1.31)

�¯à¥¤¥«¥­¨¥ ª®àà¥ªâ­® â ª ª ª φ−1 áãé¥áâ¢ã¥â.

�â®¨â ®â¬¥â¨âì ¢ ¦­®¥ ®â«¨ç¨¥ ¯®«¥© ä®à¬ ®â ¢¥ªâ®à­®£® ¯®«ï: ¥á«¨ ω { ¯®«¥ 1-ä®à¬ë ­  N ,
â® ®¡ê¥ªâ φ∗ω ï¢«ï¥âáï 1-ä®à¬®© ­  ¢á¥¬M. �â® á¢ï§ ­® á â¥¬, çâ® ¯®«¥ 1-ä®à¬ë ¯à¥®¡à §ã¥âáï

\¢ ¯à ¢¨«ì­ãî, ®¡à â­ãî áâ®à®­ã". �à¨¢¥¤ñ¬ ¯à ªâ¨ç¥áª¨© ¯à¨¬¥à.

�á«¨ ¯¥à¥©â¨ ª «®ª «ì­®¬ã à áá¬®âà¥­¨î, ¢ ­¥ª®â®à®© ª®®à¤¨­ â­®© ª àâ¥ ®â®¡à ¦¥­¨¥ φ :M→
N § ¤ ¥âáï ª ª φ :x′a = x′(xi), £¤¥ xi { ª®®à¤¨­ âë ¢ ­¥ª®â®à®© ®¡« áâ¨ M,   x′a { N . �®£¤ 
¨§¬¥­¥­¨¥ ª®¬¯®­¥­â ª®¢¥ªâ®à­®£® ¯®«ï å®à®è® ®¯à¥¤¥«¥­® ¢áî¤ã: ωi =

∂x′a(x)

∂xi
ω′a.

� ¯®¬­¨¬, çâ® ¯à¥®¡à §®¢ ­¨¥ äã­ªæ¨© ¯à¨ ®â®¡à ¦¥­¨ïå â ª ¦¥ ­ §ë¢ ¥âáï pull-back. �â®

­¥ á«ãç ©­ë© ä ªâ { ¢ á«¥¤ãîé¨å £« ¢ å ¬ë ¯®ª ¦¥¬, çâ® ¨ äã­ªæ¨¨, ¨ ª®¢¥ªâ®à­ë¥ ¯®«ï

ï¢«ïîâáï ¯à¨¬¥à ¬¨ ¤¨ää¥à¥­æ¨ «ì­ëå ä®à¬, ª®â®àë¥ ¯à¥®¡à §ãîâáï ¯à¨ ¯®¬®é¨ pull-back, â.¥.

¢ ®¡à â­ãî áâ®à®­ã, ¢ ®â«¨ç¨¥ ®â ¢¥ªâ®à­ëå ¯®«¥©. �®ª , ®áâ ­®¢¨¬áï ­  á«¥¤ãîé¥© «î¡®¯ëâ­®©

§ ¤ ç¥.

!! � ¤ ç  1.65. �®ª § âì, çâ® pull-back ª®¬¬ãâ¨àã¥â á ®¯¥à æ¨¥© ¢§ïâ¨ï £à ¤¨¥­â , â.¥. φ∗(df) =

d(φ∗f), £¤¥ f {äã­ªæ¨ï.

� ¤ ç  1.66. �à¨¬¥à ­¥ª®®à¤¨­ â­®£® ¡ §¨á  ¤«ï ¢¥ªâ®à­®£® ¯®«ï

� áá¬®âà¨¬ ­¥ª®â®àë© «®ª «ì­ë© ¡ §¨á ¢¥ªâ®à­ëå ¯®«¥© {ea}, â.¥. ¢¥ªâ®à­ë¥ ¯®«ï § ¯¨áë¢ îâáï
¢ ¢¨¤¥ X = Xaea. �®®¡é¥ £®¢®àï, ¡ §¨á­ë¥ ¢¥ªâ®à  ¬®£ãâ ­¥ ª®¬¬ãâ¨à®¢ âì:

[ea, eb] = γcabec (1.32)

�ãáâì {ωa} { á®¯àï¦¥­­ë© ¡ §¨á ¤«ï ª®¢¥ªâ®à®¢. �ãáâì {xi} { ª®®à¤¨­ âë ¢ íâ®© ®¡« áâ¨ (¢

íâ®© § ¤ ç¥ ¬ë ¡ã¤¥¬ ®¡®§­ ç âì ª®®à¤¨­ âë ¤àã£¨¬¨ ¨­¤¥ªá ¬¨, çâ®¡ë ®â«¨ç âì ¨å ®â ¨­¤¥ªá®¢

­¥ª®®à¤¨­ â­®£® ¡ §¨á ). �®£¤  ¢¢¥¤¥­­ë© ¡ §¨á ¬®¦­® à §«®¦¨âì ¢ ª®®à¤¨­ â­®¬ ¡ §¨á¥:

ea = eia
∂

∂xi
, ωa = ωai dx

i
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1. �á«¨ ωa(eb) = δab , ­ ©â¨ ω
a
i e
i
b

2. �­ ç «¥, ¯®ª § âì, çâ® eia
∂ejb
∂xi
− eib

∂eja

∂xi
= γcabe

j
c

3. � â¥¬, ¢ë¢¥áâ¨ ä®à¬ã«ã
∂ωaj

∂xi
− ∂ωai

∂xj
= −γabcωbiωcj

4. �®¯ãáâ¨¬, ea = ∂
∂ya ,   ω

a = dya, £¤¥ ya { ¤àã£¨¥ ª®®à¤¨­ âë ¢ íâ®© ®¡« áâ¨. �à®¢¥à¨âì, çâ® ¢

íâ®¬ á«ãç ¥ [ea, eb] = 0 ­¥§ ¢¨á¨¬® ®â ¢ë¡®à  ª®®à¤¨­ â (¬®¦­® á®á« âìáï ­  § ¤ çã (1.60)).

5. �à¨ ¯®¬®é¨ ¯.3 ¤®ª § âì ®¡à â­®¥ ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥, â.¥. çâ® â®«ìª® ª®®à¤¨­ â­ë© ¡ §¨á ï¢«-

ï¥âáï ª®¬¬ãâ¨àãîé¨¬.

2 �¤­®¯ à ¬¥âà¨ç¥áª¨¥ £àã¯¯ë ¯à¥®¡à §®¢ ­¨©, â¥­§®à­ë¥

¯®«ï, ¤¨ää¥à¥­æ¨à®¢ ­¨¥ �¨

�á¯®¬­¨¬ ®á­®¢­ë¥ á¢®©áâ¢  ã¦¥ ¨§¢¥áâ­ëå ­ ¬ ®¡ê¥ªâ®¢ { äã­ªæ¨© ¨ ¢¥ªâ®à­ëå ¯®«¥© ¯à¨

¤¨ää¥à¥­æ¨àã¥¬ëå ®â®¡à ¦¥­¨ïå ¬­®£®®¡à §¨© ¨ § ä¨ªá¨àã¥¬ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¥ ®¡®§­ ç¥­¨ï.

�ãáâì § ¤ ­ ¤¨ää¥®¬®àä¨§¬ φ :M1 → M2. �®£¤  ®¯à¥¤¥«¥­® ®â®¡à ¦¥­¨¥ φ∗ : C∞(M2) →
C∞(M1). � ¨¬¥­­®

(φ∗f)(p) = f(φ(p)) , p ∈M1 f ∈ C∞(M2) (2.1)

�âáî¤  «¥£ª® ã¡¥¤¨âáï çâ® ¤¨ää¥à¥­æ¨àã¥¬®áâì φ { ¢«¥ç¥â §  á®¡®© ¤¨ää¥à¥­æ¨àã¥¬®áâì φ∗f .

� ¤ ç  2.1. 1. �à®¢¥à¨âì íâ®â ä ªâ ¨ ¯®ª § âì çâ® ®â®¡à ¦¥­¨¥ φ∗ «¨­¥©­® ¨ ã¤®¢«¥â¢®àï¥â

á®®â­®è¥­¨î

φ∗(fg) = φ∗(f)φ∗(g) . (2.2)

�ã­ªæ¨¨ ®¡à §ãîâ ¡¥áª®­¥ç­®¬¥à­ãî  áá®æ¨ â¨¢­ãî ª®¬¬ãâ â¨¢­ãî  «£¥¡àã (¢ ª ç¥áâ¢¥

¡¨«¨­¥©­®© ®¯¥à æ¨¨ ¢ë¡à ­® ¯à®áâ® ã¬­®¦¥­¨¥ äã­ªæ¨© ª ª ç¨á¥«). �   «£¥¡à ¨ç¥áª®¬

ï§ëª¥, â ª®¥ ®â®¡à ¦¥­¨¥  áá®æ¨ â¨¢­ëå  «£¥¡à ­ §ë¢ ¥âáï £®¬®¬®àä¨§¬®¬.

2. �®ª § âì, çâ® ¢¥à­® ¨ ®¡à â­®¥: ¥á«¨ § ¤ ­ £®¬®¬®àä¨§¬  «£¥¡à äã­ªæ¨©, â® â¥¬ á ¬ë¬

§ ¤ ­® ¨ ®â®¡à ¦¥­¨¥ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨å ¬­®£®®¡à §¨© (¯® ¬¥­ìè¥© ¬¥à¥ ¤«ï ®¡« áâ¥© ¢

¥¢ª«¨¤®¢®¬ ¯à®áâà ­áâ¢¥ ¨ ä®à¬ «ì­ëå àï¤®¢ ¯® ª®®à¤¨­ â ¬).

�àã£¨¬¨ á«®¢ ¬¨ ¢áïª®¥ ®â®¡à ¦¥­¨¥ ¬­®£®®¡à §¨© ®¯à¥¤¥«ï¥â (®¡à â­®¥!) ®â®¡à ¦¥­¨¥ äã­ª-

æ¨© ­  ­¨å. � íâ®¬ á¬ëá«¥  «£¥¡à  äã­ªæ¨© ­  ¬­®£®®¡à §¨¨ ï¢«ï¥âáï ®¡ê¥ªâ®¬ ¤¢®©áâ¢¥­­ë¬

á ¬®¬ã ¬­®£®®¡à §¨î.

� è¥© á«¥¤ãîé¥© æ¥«ìî ï¢«ï¥âáï à áá¬®âà¥âì ¯®¢¥¤¥­¨¥ äã­ªæ¨© ¨ ¢¥ªâ®à­ëå ¯®«¥© ®â­®á¨â¥«-

ì­® ¤¨ää¥®¬®àä¨§¬®¢, ª®â®àë¥, ¢ á¢®î ®ç¥à¥¤ì, ¨­¤ãæ¨à®¢ ­ë ¢¥ªâ®à­ë¬¨ ¯®«ï¬¨.

�®£¤  ¬ë à áá¬ âà¨¢ «¨ ¢¥ªâ®à­ë¥ ¯®«ï, ¬ë ¢¢¥«¨ á«¥¤ãîé¨© ®¡ê¥ªâ { ¤¨ää¥à¥­æ¨àã¥¬®¥ �¥ªæ¨ï 5

®â®¡à ¦¥­¨¥ S :M× R → M, â ª®¥ çâ® S(p, 0) = p. �£® £¥®¬¥âà¨ç¥áª¨© á¬ëá« { ª ¦¤®© â®çª¥

¬­®£®®¡à §¨ï á®¯®áâ ¢«¥­  á¢®ï ªà¨¢ ï, ¯à®å®¤ïé ï ç¥à¥§ íâã â®çªã, ¯à¨ç¥¬ ª á â¥«ì­ë¬ ¢¥ªâ®à®¬

ª íâ®© ªà¨¢®© ¢ íâ®© â®çª¥ ï¢«ï¥âáï ¢¥ªâ®à­®¥ ¯®«¥ ¢ íâ®© â®çª¥.
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�à¨ í¢®«îæ¨¨ ¯ à ¬¥âà  t, ­ á ¡ã¤¥â ã­®á¨âì ¢áñ ¤ «ìè¥ ®â íâ®© â®çª¨ ¯® ¢¤®«ì ªà¨¢®©, ®¯à¥¤¥«-

ï¥¬®© íâ¨¬ ¢¥ªâ®à­ë¬ ¯®«¥¬ (¢¥ªâ®à­®¥ ¯®«¥ § ¤ ¥â ª á â¥«ì­ë© ¢¥ªâ®à ¢ «î¡®© â®çª¥ íâ®©

ªà¨¢®©). � ª ï ªà¨¢ ï ­ §ë¢ ¥âáï ¨­â¥£à «ì­®© ªà¨¢®© á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥£® ¢¥ªâ®à­®£® ¯®«ï.

�¯à¥¤¥«¥­¨¥ 2.2.

�­â¥£à «ì­®© ªà¨¢®© ¢¥ªâ®à­®£® ¯®«ï X ∈ Γ(TM) ­ §ë¢ ¥âáï â ª ï ªà¨¢ ï γ, çâ® ¢ «î¡®©

â®çª¥ íâ®© ªà¨¢®©, ª á â¥«ì­ë© ¢¥ªâ®à ï¢«ï¥âáï §­ ç¥­¨¥¬ ¢¥ªâ®à­®£® ¯®«ï ¢ íâ®© â®çª¥, â.¥.

∀t0, p = γ(t0), ∀f ∈ C∞(M),

(X(f))|p =

(
d

dt
(f(γ(t)))

)
|t=t0 (2.3)

�àã£¨¨ á«®¢ ¬¨:

X|γ(t) =
d

dt
γ(t)

�®«¥¥ â®£®, ¬®¦­® ãâ¢¥à¦¤ âì, çâ® ¢¥ªâ®à­®¥ ¯®«¥ § ¤ ¥â á¥¬¥©áâ¢® ®â®¡à ¦¥­¨© { ¯¥à¥¬¥é-

¥­¨© ¢¤®«ì ªà¨¢®©(á¬. ä¨§¨ç¥áª¨© ¯à¨¬¥à ¯à® ¢¥ªâ®à­®¥ ¯®«¥ áª®à®áâ¥© ¯®â®ª  ¦¨¤ª®áâ¨), ­ §ë¢ ¥¬®¥

¯®â®ª®¬. �ç¥¢¨¤­®, íâ¨ ®â®¡à ¦¥­¨ï ï¢«ïîâáï £« ¤ª¨¬¨ ¨ ®â®¡à ¦ îâ ¬­®£®®¡à §¨¥ ­  á ¬®

á¥¡ï. �®«¥¥ â®£®, ª ª ¬¨­¨¬ã¬ ¢ ­¥ª®â®à®© ®¡« áâ¨ íâ¨ ®â®¡à ¦¥­¨ï ®¡à â¨¬ë, â.¥. ï¢«ïîâáï

¤¨ää¥®¬®àä¨§¬ ¬¨. �¢®©áâ¢  ®¡à â¨¬®áâ¨ ¬ë ¡ã¤¥¬ ¨áá«¥¤®¢ âì ¢ á«¥¤ãîé¥¬ à §¤¥«¥.

�à¥¤«®¦¥­¨¥ 2.3.

�ãáâì X ∈ Γ(TM). �®£¤  ¤«ï «î¡®© p ∈ M ∃ε > 0) ¨ ®âªàëâ ï ®ªà¥áâ­®áâì Up 3 p ¢ M, ¢

ª®â®à®© ®¯à¥¤¥«¥­® ¥¤¨­áâ¢¥­­®¥ á¥¬¥©áâ¢® £« ¤ª¨å ®â®¡à ¦¥­¨© φt :Up →M, â ª®¥ çâ®:

• φt ®¯à¥¤¥«¥­® ¤«ï |t| < ε, ¨ á¥¬¥©áâ¢® ®â®¡à ¦¥­¨© φ : (−ε, ε)×Up →M ï¢«ï¥âáï £« ¤ª¨¬

(ª ª ¯® t, â ª ¨ ¯® p ∈M).

• �á«¨ |t|, |s|, |t+ s| < ε,   â ª¦¥ ­¥ª®â®à ï â®çª  x ∈ Up ¢¬¥áâ¥ á ¥ñ ®¡à §®¬ φt(x) «¥¦ â

¢ Up, â® φt+s(x) = φs ◦ φt(x). � ª¨¬ ®¡à §®¬, φ0 = id.

• �á«¨ f { £« ¤ª ï äã­ªæ¨ï (¯® ªà ©­¥© ¬¥à¥ ¢ ®ªà¥áâ­®áâ¨ â®çª¨ p), â® §­ ç¥­¨¥ X(p) ­ 

f à ¢­®:

X(f)|p =
d

dt
(f(φt(p))) |t=0 (2.4)

� ­­®¥ ¯à¥¤«®¦¥­¨¥ { ¢¥àá¨ï â¥®à¥¬ë ® áãé¥áâ¢®¢ ­¨¨/¥¤¨­áâ¢¥­­®áâ¨ ¤«ï à¥è¥­¨© ®¡ëª­®¢¥­­-

ëå ¤¨ää¥à¥­æ¨ «ì­ëå ãà ¢­¥­¨©. �.¥. ¤®¯ãáâ¨¬, X = Xi ∂
∂xi ¢ «®ª «ì­®© á¨áâ¥¬¥ ª®®à¤¨­ â,  

Xi { £« ¤ª¨¥ ¢ íâ®© ª àâ¥. �®£¤  âà¥â¨© ¯ã­ªâ ¯à¥¤¯®«®¦¥­¨ï ãâ¢¥à¦¤ ¥â, çâ®

Xi ∂f

∂xi
=

d

dt
(f(φt)) =

∂f

∂xi
dγi

dt
,

£¤¥ γi ≡ xi(φt) { ª®®à¤¨­ âë â®çª¨, ¯¥à¥¬¥é¥­­®© ¢¤®«ì ¨­â¥£à «ì­®© ªà¨¢®© ªà¨¢®© ­  ¯ à ¬¥âà

t ¨§ â®çª¨ (x1, ..., xn).

�­ë¬¨ á«®¢ ¬¨, ¬ë å®â¨¬ à¥è¨âì á«¥¤ãîéãî á¨áâ¥¬ã ®¡ëª­®¢¥­­ëå ¤¨ää¥à¥­æ¨ «ì­ëå

ãà ¢­¥­¨© ®â­®á¨â¥«ì­® äã­ªæ¨© γi ®â ¯ à ¬¥âà  t:

dγi

dt
= Xi(γ1, ..., γn), (2.5)
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¯à¨ ãá«®¢¨¨ γi(x1, ..., xn, t = 0) = xi.

�§ ¯à¥¤«®¦¥­¨ï 2.3 ¬®¦­® ¯à¥¤¯®«®¦¨âì, çâ® ¢®§­¨ªè¥¥ á¥¬¥©áâ¢® ¤¨ää¥®¬®àä¨§¬®¢ ¨¬¥¥â

£àã¯¯®¢ãî ¯à¨à®¤ã. �â® ­¥ á®¢á¥¬ â ª. �«ï ¤ «ì­¥©è¥£® à áá¬®âà¥­¨ï á¢®©áâ¢ ¯®â®ª®¢ ­ ¬ ¯®-

âà¥¡ã¥âáï ¢¢¥áâ¨ ¯®­ïâ¨¥ £àã¯¯ë �¨.

2.1 �àã¯¯®¢ ï ¯à¨à®¤  ¯®â®ª®¢

�«ï ­ ç « , ¢¢¥¤ñ¬ ®¯à¥¤¥«¥­¨¥ £àã¯¯ë.

�¯à¥¤¥«¥­¨¥ 2.4.

�àã¯¯®© G ­ §ë¢ ¥âáï ¬­®¦¥áâ¢®, ­  ª®â®à®¬ ¢¢¥¤¥­  ®¯¥à æ¨ï £àã¯¯®¢®£® ã¬­®¦¥­¨ï m :G ×
G→ G, á® á«¥¤ãîé¨¬¨ á¢®©áâ¢ ¬¨:

• ∀g1, g2, g3 ∈ G, g1 × (g2 × g3) = (g1 × g2)× g3

• ∃e ∈ G: ∀g ∈ G e× g = g × e = g

• ∀g ∈ G ∃g−1 ∈ G: gg−1 = e

�¯à¥¤¥«¥­¨¥ 2.5. �àã¯¯  G { £àã¯¯  �¨, ¥á«¨ ®­  ï¢«ï¥âáï ¬­®£®®¡à §¨¥¬.

� ¤ ç  2.6. �¡¥¤¨âìáï, çâ® ¬­®¦¥áâ¢® ¢á¥å ¤¨ää¥®¬®àä¨§¬®¢ ¬­®£®®¡à §¨ï ®¡à §ã¥â £àã¯¯ã.

�¥à­¥¬áï ª à áá¬®âà¥­¨î ¯®â®ª®¢.

�¥¬¬  2.7. �á«¨ ¢¥ªâ®à­®¥ ¯®«¥ X ¨¬¥¥â ª®¬¯ ªâ­ë© ­®á¨â¥«ì (¨­ë¬¨ á«®¢ ¬¨ { ­¥ à ¢­®

­ã«î â®«ìª® ¢ ª®¬¯ ªâ­®© ®¡« áâ¨), ¢ ç áâ­®áâ¨ ¥á«¨ á ¬® ¬­®£®®¡à §¨¥ M ª®¬¯ ªâ­®, â®

â®£¤  ¯®â®ª φt ®¯à¥¤¥«ï¥â ®¤­®¯ à ¬¥âà¨ç¥áªãî ¯®¤£àã¯¯ã R → Diff(M) £àã¯¯ë ¤¨ää¥®¬®à-

ä¨§¬®¢ ¬­®£®®¡à §¨ï.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �®ªà®¥¬M (¨«¨ ­®á¨â¥«ì ¯®«ï X) «®ª «ì­ë¬¨ ®ªà¥áâ­®áâï¬¨ Up. �®áª®«ìªã

­®á¨â¥«ì (¨«¨ ¬­®£®®¡à §¨¥) ª®¬¯ ªâ­®, â® â ª¨å ®ªà¥áâ­®áâ¥© ¬®¦¥â ¡ëâì ª®­¥ç­®¥ ç¨á«®.

�ãáâì ε = min εi. �®áª®«ìªã «®ª «ì­ë¥ ¯®â®ª¨ ¥¤¨­áâ¢¥­­ë, ®­¨ á®£« áãîâáï ­  ¯¥à¥ªàëâ¨¨

®ªà¥áâ­®áâ¥©.

� ª¨¬ ®¡à §®¬, ¬ë ¯®«ãç ¥¬ å®à®è® ®¯à¥¤¥«¥­­®¥ ®â®¡à ¦¥­¨¥ φ : (−ε, ε)×M→M. �ãáâì |t| > ε,

â®£¤  § ¯¨è¥¬ t = k(ε/2) + r, |r| < ε/2, k { æ¥«®¥.

�®£¤  φt = φε/2 ◦ ... ◦ φε/2 ◦ φr, ¥á«¨ k > 0 ¨ φt = φ−ε/2 ◦ ... ◦ φ−ε/2 ◦ φr, ¥á«¨ k < 0. �á¯®«ì§ãï

\φt ◦ φs = φt+s", ¯®«ãç¨¬, å®à®è® ®¯à¥¤¥«¥­­®¥ ®¡à â¨¬®¥ ®â®¡à ¦¥­¨¥.

� á«ãç ¥ ­¥ª®¬¯ ªâ­ëå ­®á¨â¥«¥© ¢¥ªâ®à­®£® ¯®«ï, ¯®â®ª ¬®¦¥â, ¢®®¡é¥ £®¢®àï, ­¥ ¡ëâì £à-

ã¯¯®©. �  ï§ëª¥ ¯à¨¢¥¤¥­­®£® ¢ëè¥ ¤®ª § â¥«ìáâ¢ , ¬®¦¥â ¯®âà¥¡®¢ âìáï ¡¥áª®­¥ç­®¥ ç¨á«®

®ªà¥áâ­®áâ¥© ¤«ï ¯®ªàëâ¨ï ­®á¨â¥«ï X. � íâ®¬ á«ãç ¥,  à£ã¬¥­â ® â®¬, çâ® á®£« áãï à §­ë¥

«®ª «ì­ë¥ ¯®â®ª¨ ¬ë ¯®«ãç¨¬ £«®¡ «ì­®¥ å®à®è¥¥ ®â®¡à ¦¥­¨¥, à ¡®â âì ­¥ ¡ã¤¥â.

�à¨¢¥¤¥¬ ª®­ªà¥â­ë© ¯à¨¬¥à. � áá¬®âà¨¬ ¢¥ªâ®à­ë¥ ¯®«ï ­  R

X0 =
∂

∂x
, X1 = x

∂

∂x
, X2 = x2

∂

∂x
(2.6)
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�¥à¢ë¥ ¤¢ , ¢ ®â«¨ç¨¥ ®â âà¥âì¥£®, £¥­¥à¨àãîâ å®à®è® ®¯à¥¤¥«¥­­ë¥ ¯®â®ª¨:

x→ x+ t1, x→ et2x, x→ x

1− t3x
(2.7)

�ç¥¢¨¤­®, çâ® ¯à¨ t3 = 1/x, ¬ë ¯®«ãç¨¬ ®â®¡à ¦¥­¨¥, ª®â®à®¥ ­¥ ¨¬¥¥â ®¡à â­®£®, â.¥. £àã¯¯®¢ ï

áâàãªâãà  ­ àãè ¥âáï.

!! � ¤ ç  2.8. �à®¢¥à¨âì (2.7)

�¯à¥¤¥«¥­¨¥ 2.9. �¥ªâ®à­ë© ¯®«¥ ­ §ë¢ ¥âáï ¯®«­ë¬, ¥á«¨ ®­® ®¯à¥¤¥«ï¥â ¯®â®ª ¤«ï «î¡ëå

§­ ç¥­¨© ¯ à ¬¥âà , â.¥. ¯®â®ª ï¢«ï¥âáï £àã¯¯®©.

2.2 �à®¨§¢®¤­ ï �¨ äã­ªæ¨© ¨ ¢¥ªâ®à­ëå ¯®«¥©

� ¯à¥¤ë¤ãé¥¬ à §¤¥«¥ ¬ë ¯®ª § «¨, çâ® ¢¥ªâ®à­®¥ ¯®«¥ £¥­¥à¨àã¥â á¥¬¥©áâ¢® ¤¨ää¥®¬®àä¨§¬®¢

{ ®â®¡à ¦¥­¨© ¬­®£®®¡à §¨ï ­  á ¬® á¥¡ï.

�ë ã¦¥ ¨§ãç¨«¨, ª ª ¯à¥®¡à §ãîâáï äã­ªæ¨¨ ¨ ¢¥ªâ®à­ë¥ ¯®«ï ¯à¨ ®â®¡à ¦¥­¨ïå. �¬¥áâ¥ á

â¥¬, á¥©ç á ¬ë à ¡®â ¥¬ á á¥¬¥©áâ¢®¬ ®â®¡à ¦¥­¨© (¯¥à¥¬¥é¥­¨© ¢¤®«ì ªà¨¢®©), ­¥¯à¥àë¢­ë¬

¨ ¤¨ää¥à¥­æ¨àã¥¬ë¬ ¯® ¯ à ¬¥âàã. �«¥¤®¢ â¥«ì­®, ¬ë ¬®¦¥¬ ®¯à¥¤¥«¨âì \áª®à®áâì" ¨§¬¥­¥­¨ï

®¡ê¥ªâ®¢ ¯à¨ ¨§¬¥­¥­¨¨ ¯ à ¬¥âà , â.¥. ¯à®¨§¢®¤­ãî ®â íâ¨å ®â®¡à ¦¥­¨© ¯® ¯ à ¬¥âàã. �â 

¯à®¨§¢®¤­ ï ¨ ­ §ë¢ ¥âáï ¯à®¨§¢®¤­®© �¨, ­® á ¬® ®¯à¥¤¥«¥­¨¥ ¡ã¤¥â ¤ ­® ¯®§¤­¥¥.

�«ï ­ ç « , ¯à¨¢¥¤¥¬ ­ ¨¡®«¥¥ ­ £«ï¤­ë¥ ¯à¨¬¥àë äã­ªæ¨© ¨ ¢¥ªâ®à­ëå ¯®«¥©.

�«ï äã­ªæ¨©, \áª®à®áâì" ¨§¬¥­¥­¨ï ¯à¨ ¯¥à¥­®á¥ ¯® ªà¨¢®©, ä ªâ¨ç¥áª¨ ®¡®§­ ç ¥â ¤¨ää¥à¥­-

æ¨à®¢ ­¨¥ ¯® ­ ¯à ¢«¥­¨î ªà¨¢®© { ã¦¥ ¢¢¥¤¥­­ë© ­ ¬ ®¡ê¥ªâ. �®ª ¦¥¬, çâ® íâ® ¤¥©áâ¢¨â¥«ì­®

â ª: äã­ªæ¨ï f ¯à¥®¡à §ã¥âáï ª ª (φ∗t f)(x) = f(φt(x)). �à®¨§¢®¤­ ï ®â íâ®£® ¢ëà ¦¥­¨ï ¡ã¤¥â

à ¢­ :
d

dt

∣∣∣∣
t=0

((φ∗t f)(p)) =
d

dt
(f(φt(p)))t=0 = X(f)|p, (2.8)

£¤¥ X { ¢¥ªâ®à­®¥ ¯®«¥, £¥­¥à¨àãîé¥¥ ¯®â®ª φt,   ¢ ç áâ­®áâ¨ ªà¨¢ãî γ(t) { ª ª ¯®â®ª ç¥à¥§

â®çªã p.

(2.8) ­ §ë¢ ¥âáï ¯à®¨§¢®¤­®© �¨ ®â äã­ªæ¨¨ ¨ ®¡®§­ ç ¥âáï LXf

�¥¯¥àì à áá¬®âà¨¬ ¢¥ªâ®à­®¥ ¯®«¥. � ¯®¬­¨¬ ®¯à¥¤«¥¥­¨¥ pushforward ¢¥ªâ®à­ëå ¯®«¥©. �ã-

áâì φ-¤¨ää¥®®àä¨§¬M→M. �®£¤  ¤«ï ¢¥ªâ®à­®£® ¯®«ï X

(φ∗X)|φ(p) = (dpφ)X|p (2.9)

�¥ªæ¨ï 6

�¥¬¬  2.10. �ãáâì X,Y { ¢¥ªâ®à­ë¥ ¯®«ï ­  ¬­®£®®¡à §¨¨M, â.¥. X,Y ∈ Γ(TM).

�®â®ª¨, £¥­¥à¨àã¥¬ë¥ X ¨ Y , ª®¬¬ãâ¨àãîâ â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ª®¬¬ãâ¨àãîâ ¢¥ªâ®à­ë¥

¯®«ï, â.¥. [X,Y ] = 0.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �«ï ­ ç «  ¯®ª ¦¥¬, çâ®

−
(
d

dt
(φt)∗(Y )

)∣∣∣∣
t=0

≡ lim
t→0

Y |p − (φt)∗(Y )

t
= [X,Y ]|p. (2.10)
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�«ï íâ®£® à áá¬®âà¨¬ ¤¥©áâ¢¨¥ ­  ¯à®¨§¢®«ì­ãî £« ¤ªãî äã­ªæ¨î f ∈ C∞(M). �¡®§­ ç¨¬

ft := (φt)
∗f = f(φt). �ë §­ ¥¬, çâ® X(f) = d

dt

∣∣
t=0

(φt)
∗(f).

�®áª®«ìªã f { £« ¤ª ï, â® ¢ ­¥ª®â®à®© ®ªà¥áâ­®áâ¨ ¢¥à­® à §«®¦¥­¨¥ ft = f + t(X(f)) + t2ht, £¤¥

ht { ­¥ª®â®à ï £« ¤ª ï äã­ªæ¨ï.

�à®¬¥ â®£®, ((φt)
∗(Y ))|p (f) = Y |φ−1

t (p)(ft). �®£¤  ¢¥à­® á«¥¤ãîé¥¥ ¢ëà ¦¥­¨¥:

−
(
d

dt
(φt)∗(Y )

)∣∣∣∣
t=0

= lim
t→0

Y |p(f)− Y |φ−1
t (p)(f + t(X(f)) + t2ht)

t
=

= lim
t→0

(
Y |p(f)− Y |φ−1

t (p)(f)

t

)
− Yp(X(f)) = X|p(Y (f))− Y |p(X(f)) = [X,Y ]|p(f), (2.11)

£¤¥ ¯à¥¤¯®á«¥¤­¥¥ à ¢¥­áâ¢® ä ªâ¨ç¥áª¨ ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®¡®© (2.8), ¯®áª®«ìªã ¬ë ¡à «¨ ¯à®¨§¢®¤­-

ãî ®â äã­ªæ¨¨ Y (f) ¯® ­ ¯à ¢«¥­¨î X.

�¥¯¥àì, ¨á¯®«ì§ãï (2.10), ¬®¦­® ãáâ ­®¢¨âì, çâ® Y ¯¥à¥­®á¨âáï ¨­¢ à¨ ­â­® ¯®â®ª®¬X, ¨ ­ ®¡®à®â,

  §­ ç¨â ª®¬¬ãâ¨àãîâ ¨ á ¬¨ ¯®â®ª¨.

� ¬¥â¨¬, çâ® ¯®áª®«ìªã [X,X] = 0, ¢¥ªâ®à­®¥ ¯®«¥ ­¥ ¨§¬¥­ï¥âáï ¯à¨ ¯¥à¥­®á¥ ¢¤®«ì á¥¡ï. �â®

­¥®¡å®¤¨¬®¥ ãá«®¢¨¥, ¨­ ç¥ ¬ë ­¥ á¬®£«¨ ¡ë ®¯à¥¤¥«¨âì ­¨ ¨­â¥£à «ì­ãî ªà¨¢ãî, ­¨ ¯®â®ª.

�¯à¥¤¥«¥­¨¥ 2.11. �à®¨§¢®¤­®© �¨ LXY ®â ¢¥ªâ®à­®£® ¯®«ï Y ¯® ¢¥ªâ®à­®¬ã ¯®«îX ­ §ë¢ ¥â-

áï «¥¢ ï ç áâì (2.10):

LXY =

(
d

dt
(φ−t)∗(Y )

)∣∣∣∣
t=0

(2.12)

� ¤ «ì­¥©è¥¬, ¬ë ã¢¨¤¨¬, çâ® ¯à®¨§¢®¤­ãî �¨ ª ª ¯à ¢¨«® ®¯à¥¤¥«ïîâ ç¥à¥§ ®¡à â­®¥

®â®¡à ¦¥­¨¥ (pullback). �®áª®«ìªã ¬ë à ¡®â ¥¬ á ¤¨ää¥®¬®àä¨§¬ ¬¨, ¨ pull-back ¨ push-forward

å®à®è® ®¯à¥¤¥«¥­ë. �¯à¥¤¥«¨¬ ¤¥©áâ¢¨¥ pullback ­  ¢¥ªâ®à­ë¥ ¯®«ï, ª ª ®â®¡à ¦¥­¨¥ ¢ áâ®à®­ã,

®¡à â­ãî push-forward:

φ∗X = (φ−1)∗X (2.13)

� ª¨¬ ®¡à §®¬, ¯à®¨§¢®¤­ ï �¨ § ¯¨áë¢ ¥âáï ª ª

LXY =

(
d

dt
(φt)

∗(Y )

)∣∣∣∣
t=0

(2.14)

!! � ¤ ç  2.12. �®ª § âì, çâ® ­  ¢¥ªâ®à­ëå ¯®«ïå LXY = [X,Y ] ¨ [LX ,LY ] = L[X,Y ].

2.3 �­â¥£à¨àã¥¬®áâì

� ¯à¥¤ë¤ãé¥¬ à §¤¥«¥ ¬ë ¯®ª § «¨, çâ® ¥á«¨ ª®¬¬ãâ¨àãîâ ¢¥ªâ®à­ë¥ ¯®«ï, â® ª®¬¬ãâ¨àãîâ

¨ ¨å ¯®â®ª¨. �®£¤  à áá¬®âà¨¬ á«¥¤ãîéãî ª®­áâàãªæ¨î. �®§ì¬¥¬ ¯à®¨§¢®«ì­ãî ¨­â¥£à «ì­-

ãî ªà¨¢ãî ¯¥à¢®£® ¢¥ªâ®à­®£® ¯®«ï ¨ ç¥à¥§ ª ¦¤ãî ¥ñ â®çªã ¯®áâà®¨¬ ¨­â¥£à «ì­ãî ªà¨¢ãî

¢â®à®£® ¢¥ªâ®à­®£® ¯®«ï. � ¤ ­­®¬ á«ãç ¥, ®ç¥¢¨¤­®, çâ® ª ª ¬¨­¨¬ã¬ «®ª «ì­®, ¬ë ¯®«ãç¨¬

å®à®è® ®¯à¥¤¥«¥­­ãî ¯®¢¥àå­®áâì (¤¢ã¬¥à­®¥ ¯®¤¬­®£®®¡à §¨¥). �á«¨ ¯®¢â®à¨âì íâã ¯à®æ¥¤-

ãàã ¤«ï ª ¦¤®© ¨­â¥£à «ì­®© ªà¨¢®© X ¨§ ¨å á¥¬¥©áâ¢ , ¬ë ¯®«ãç¨¬ á¥¬¥©áâ¢® ¯®¢¥àå­®áâ¥©,
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¯®ªàë¢ îé¨å ¢á¥ ¬­®£®®¡à §¨¥. �á¥£¤  «¨ ¢®§¬®¦­® ¯®áâà®¨âì ¬­®£®®¡à §¨¥ ¯® ¢¥ªâ®à­ë¬ ¯®«-

ï¬?

�¥â. � ª ç¥áâ¢¥ ª®­âà¯à¨¬¥à  ¬®¦­® à áá¬®âà¥âì ¢¥ªâ®à­ë¥ ¯®«ï X = ∂
∂y ¨ Y = ∂

∂x + y ∂
∂z ¢ R3.

�á«¨ ¯®á¬®âà¥âì, ª ª ¢ ª ¦¤®© â®çª¥ ¡ã¤ãâ ¢ë£«ï¤¥âì ª á â¥«ì­ë¥ ¯à®áâà ­áâ¢  ª ¯à¥¤¯®« £ ¥¬®¬ã

á¥¬¥©áâ¢ã ¯®¢¥àå­®áâ¥©, â® ¬®¦­® ã¡¥¤¨âìáï, çâ® íâ¨ ¢¥ªâ®à­ë¥ ¯®«ï ­¥ ®¡à §ãîâ ¯®¢¥àå­®áâ¥©

¤ ¦¥ «®ª «ì­®.

�«ï â®£®, çâ®¡ë ä®à¬ «¨§®¢ âì íâã á¨âã æ¨î, ¢¢¥¤¥¬ ¯®­ïâ¨¥ à á¯à¥¤¥«¥­¨ï.

�¯à¥¤¥«¥­¨¥ 2.13. �ãáâì ∀p ∈M § ¤ ­® k-¬¥à­®¥ ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢® ∆p ∈ TpM, ∆p = {X1|p, ..., Xk|p}
â ª, çâ® ¤«ï Up ⊂M { ®ªà¥áâ­®áâ¨ â. p ∈ Up ¢M áãé¥áâ¢ã¥â k «¨­¥©­® ­¥§ ¢¨á¨¬ëå ¢¥ªâ®à­ëå

¯®«¥© X1, ..., Xk,   ∀q ∈ Up ∆q = {X1|q, ..., Xk|q}. �®£¤  ­  M § ¤ ­® k-¬¥à­®¥ à á¯à¥¤¥«¥­¨¥ ∆.

�¥ªâ®à­ë¥ ¯®«ï X1, ..., Xk ­ §ë¢ îâáï «®ª «ì­ë¬ ¡ §¨á®¬ à á¯à¥¤¥«¥­¨ï.

�¯à¥¤¥«¥­¨¥ 2.14. � á¯à¥¤¥«¥­¨¥ ∆ ­ §ë¢ ¥âáï ¨­¢®«îâ¨¢­ë¬, ¥á«¨ ®­® § ¬ª­ãâ® ®â­®á¨â¥«-

ì­® ª®¬¬ãâ â®à , â.¥. ∀Xi, Xj ¨§ «®ª «ì­®£® ¡ §¨á  à á¯à¥¤¥«¥­¨ï, [Xi, Xj ] = a1X1 + ...akXk {

«¨­¥©­ ï ª®¬¡¨­ æ¨ï ¡ §¨á­ëå ¢¥ªâ®à­ëå ¯®«¥©.

�â ­¤ àâ­ë© á¯®á®¡ ¯®áâà®¥­¨ï ¬­®£®®¡à §¨ï { § ¤ âì ¥£®  â« á, â.¥. ª®®à¤¨­ âë ¢¬¥áâ¥ á

®¡« áâï¬¨, £¤¥ ®­¨ ®¯à¥¤¥«¥­ë. �âáî¤  ¢®§­¨ª ¥â ®¯à¥¤¥«¥­¨¥ ¨­â¥£à¨àã¥¬®£® à á¯à¥¤¥«¥­¨ï.

�¯à¥¤¥«¥­¨¥ 2.15. � á¯à¥¤¥«¥­¨¥ ∆ ­ M ­ §ë¢ ¥âáï ¨­â¥£à¨àã¥¬ë¬, ¥á«¨ ∀p ∈M ¢ ¥ñ ®ªà¥á-

â­®áâ¨ ∃ «®ª «ì­ë¥ ª®®à¤¨­ âë x1, ..., xk, â ª¨¥ çâ® ¢¥ªâ®à­ë¥ ¯®«ï
{

∂
∂x1 , ...,

∂
∂xk

}
{ «®ª «ì­ë©

¡ §¨á à á¯à¥¤¥«¥­¨ï ∆.

�¥®à¥¬  2.16. (�¥®à¥¬  �à®¡¥­¨ãá )

� á¯à¥¤¥«¥­¨¥ ∆ ­  M ¨­â¥£à¨àã¥¬® â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ®­® ¨­¢®«îâ¨¢­®. �¡à â­®¥ â®¦¥

¢¥à­®.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �®ª § â¥«ìáâ¢® ®¡à â­®£® ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï ¯à ªâ¨ç¥áª¨ ®ç¥¢¨¤­®, ¨ ¯à¥¤« £ ¥âáï

¢ ª ç¥áâ¢¥ § ¤ ç¨.

�«ï ­ ç «  à áá¬®âà¨¬ á«¥¤ãîé¨© á¯¥æ¨ «ì­ë© á«ãç ©. �®¯ãáâ¨¬, «®ª «ì­® ¢ ®ªà¥áâ­®áâ¨ p ∈
M áãé¥áâ¢ãîâ ª®¬¬ãâ¨àãîé¨¥ ¢¥ªâ®à­ë¥ ¯®«ï X1, ...Xk, [Xi, Xj ] = 0 ∀i, j, ®¡à §ãîé¨¥ «®ª «-
ì­ë© ¡ §¨á ∆.

�®áâà®¨¬ ª®®à¤¨­ âë ¢ ®ªà¥áâ­®áâ¨ ¯à®¨§¢®«ì­®© â. p ∈M.

� áá¬®âà¨¬ ®âªàëâãî ®ªà¥áâ­®áâì U ­ã«ï ¢ Rk (U ∼= (−ε, ε)k ¤«ï ­¥ª®â®à®£® ε > 0). �®£« á­®

�à¥¤¯®«®¦¥­¨î (2.3), ¤«ï ¤®áâ â®ç­® ­¥¡®«ìè®£® ε ¬®¦­® ¯®áâà®¨âì £« ¤ª®¥ ®â®¡à ¦¥­¨¥ F :

U →M, â ª®¥ çâ®:

F (y1, ..., yk) = φX1,y1 ◦ ... ◦ φXk,yk(p)

F (0, ...0) = p
(2.15)

£¤¥ φXi,yi { ®â®¡à ¦¥­¨¥, ¯¥à¥¬¥é îé¥¥ ¢¤®«ì ¯®â®ª  ¢¥ªâ®à­®£® ¯®«ï Xi ­  ¯ à ¬¥âà yi. �®

­ è¥¬ã ¯à¥¤¯®«®¦¥­¨î, ¢¥ªâ®à­ë¥ ¯®«ï ª®¬¬ãâ¨àãîâ,   á«¥¤®¢ â¥«ì­® ª®¬¬ãâ¨àãîâ ¨ ¨å ¯®â®ª¨.

� ¢ ©â¥ ¯à®¢¥à¨¬, çâ® ¬ë å®à®è® ¢¢¥«¨ «®ª «ì­ãî ª®®à¤¨­ â­ãî ª àâã á ª®®à¤¨­ â ¬¨ {yi}. �«ï
íâ®£®, ­ ¬ ­ã¦­® ã¡¥¤¨âìáï, çâ® ª ª ¬¨­¨¬ã¬ «®ª «ì­® F ¤®áâ â®ç­® £« ¤ª®¥ ¨ ®¡à â¨¬®¥, â.¥.

ï¢«ï¥âáï ¤¨ää¥®¬®àä¨§¬®¬.

�®ª «ì­®, ª ¦¤®¥ ¨§ ®â®¡à ¦¥­¨© φXi,yi ®¡à â¨¬®,   F ­¥ § ¢¨á¨â ®â ¨å ¯®àï¤ª  (φXi,yi ª®¬¬-

ãâ¨àãîâ). �®íâ®¬ã ®¡à â­®¥ ®â®¡à ¦¥­¨¥ ¢á¥£¤  áãé¥áâ¢ã¥â.
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�­ «®£¨ç­® ¤®ª §ë¢ ¥âáï ¤¨ää¥à¥­æ¨àã¥¬®áâì { ª ¦¤®¥ ¨§ á¥¬¥©áâ¢ ®â®¡à ¦¥­¨© φXi,yi ¤¨ä-

ä¥à¥­æ¨àã¥¬® ¯® ¯ à ¬¥âàã yi ¨ ­¥ § ¢¨á¨â ®â ¯ à ¬¥âà®¢ ¤àã£¨å ®â®¡à ¦¥­¨©, â.¥ ¬ë ¬®¦¥¬

®¯à¥¤¥«¨âì ¤¨ää¥à¥­æ¨àã¥¬®áâì F ¯® ª ¦¤®© ª®®à¤¨­ â¥.

�â ª, {yi} { ¤¥©áâ¢¨â¥«ì­® ª®®à¤¨­ âë.

�¡é¨© á«ãç ©

�¤¥ï á®áâ®¨â ¢ â®¬, çâ®¡ë ¯®ª § âì, çâ® «®ª «ì­® ¬ë ¬®¦¥¬ ¢ë¡à âì ª®¬¬ãâ¨àãîé¨© ¡ §¨á.

� ®ªà¥áâ­®áâ¨ â.p ∈M ¢ë¡¥à¥¬ ª®®à¤¨­ â­ãî ª àâã U â ª, çâ® ∆|p =
〈(

∂
∂x1

)∣∣
p
, ...,

(
∂
∂xk

)∣∣
p

〉
.

�®áª®«ìªã ∆ { £« ¤ª®¥, â® ¤«ï â. q ¢ ®ªà¥áâ­®áâ¨ â. p, ¬®¦­® ­ ©â¨ «®ª «ì­ë© ¡ §¨á à á¯à¥¤¥«¥­¨ï

¢ ¢¨¤¥

∆|q =


k∑
i=1

ci

 ∂

∂xi
+

n∑
j=k+1

aij(q)
∂

∂xj

 , ci ∈ R

 , (2.16)

£¤¥ n { à §¬¥à­®áâìM,   aij { £« ¤ª¨¥ äã­ªæ¨¨, aij(p) = 0. � á ¬®¬ ®¡é¥¬ á«ãç ¥, ¢¡«¨§¨ â®çª¨

p, ¢¥ªâ®à­ë¥ ¯®«ï à á¯à¥¤¥«¥­¨ï ¬®¦­® § ¯¨á âì ¢ ¢¨¤¥

Xi =
∂

∂xi
+

n∑
j=k+1

aij(x)
∂

∂xj
. (2.17)

�®áª®«ìªã [ ∂
∂xi ,

∂
∂xj ] = 0, ª®¬¬ãâ â®à ¡ §¨á­ëå ¢¥ªâ®à­ëå ¯®«¥© ¤®«¦¥­ ¢ëà ¦ âìáï ç¥à¥§

«¨­¥©­ãî ª®¬¡¨­ æ¨î ®â ∂
∂xk+1 , ...

∂
∂xn :

[Xi, Xj ] = fk+1
∂

∂xk+1
+ ...+ fn

∂

∂xn
, fk+1, ..., fn ∈ C∞(M) (2.18)

� ¤àã£®© áâ®à®­ë, à á¯à¥¤¥«¥­¨¥ ¨­¢®«îâ¨¢­®, â.¥. [Xi, Xj ] = a1X1 + ...akXk. �à ¢­¨¢ ï ª®íä-

ä¨æ¨¥­âë ¯à¨ ∂
∂xi i6 k, ¯®«ãç¨¬, çâ® aij ­¥ § ¢¨áïâ ®â x

i i6 k, ¨ [Xi, Xj ] = 0.

� «¥¥ á¬. á¯¥æ¨ «ì­ë© á«ãç ©, à §®¡à ­­ë© ¢ ­ ç «¥.

!! � ¤ ç  2.17. �®ª § âì ®¡à â­®¥ ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥ ¢ â¥®à¥¬¥ �à®¡¥­¨ãá .

�«¥¤áâ¢¨¥ 2.18. �¥¢® (¨«¨ ¯à ¢®) ¨­¢ à¨ ­â­ë¥ ¢¥ªâ®à­ë¥ ¯®«ï ­  £àã¯¯¥ �¨ ®¯à¥¤¥«ïîâ

¨­¢®«îâ¨¢­®¥ à á¯à¥¤¥«¥­¨¥. �£® ¨­â¥£à «ì­ë¬ ¯®¤¬­®£®®¡à §¨¥¬, á®¤¥à¦ é¨¬ ¥¤¨­¨æã, ï¢«-

ï¥áï ï¢«ï¥âáï £àã¯¯  �¨ G′ { á¢ï§­ ï ª®¬¯®­¥­â  ¥¤¨­¨æã £àã¯¯ë G.

2.4 �¥­§®à­ë¥ ¯®«ï

�ë ¬®¦¥¬ ¢¢¥áâ¨ ¤¨ää¥à¥­æ¨à®¢ ­¨¥ ¯à ªâ¨ç¥áª¨ «î¡®£® ®¡ê¥ªâ  ¯® ¢¥ªâ®à­®¬ã ¯®«î.

�á¥ ¯®«ï ­  ¬­®£®®¡à §¨¨, á ª®â®àë¬¨ ¬ë áâ®«ª­ã«¨áì { äã­ªæ¨¨ (áª «ïà­®¥ ¯®«¥), ¢¥ªâ®à­®¥ ¨

ª®¢¥ªâ®à­®¥ ¯®«¥,   â ª¦¥ ã¯®¬¨­ ¢è¨¥áï à ­¥¥, ­® ¯®ª  ­¥ ¢¢¥¤¥­­ë¥ ¯®«ï ¤¨ää¥à¥­æ¨ «ì­ëå

ä®à¬, ï¢«ïîâáï â¥­§®à­ë¬¨ ¯®«ï¬¨.

�¯à¥¤¥«¥­¨¥ 2.19. (k, l)-â¥­§®à®¬ ¢ â®çª¥ p ∈M ­ §ë¢ ¥âáï ¬ã«ìâ¨«¨­¥©­®¥ ®â®¡à ¦¥­¨¥ (â.¥.

«¨­¥©­®¥ ¯® ª ¦¤®¬ã  à£ã¬¥­âã) ¯¥à¥¢®¤ïé¥¥ k ¢¥ªâ®à®¢ ¨ l ¢¥ªâ®à®¢ ¢ â®çª¥ p ¢ R.

�®¬¯®­¥­âë â¥­§®à  ®¯à¥¤¥«ïîâáï ª ª ¨ à ­¥¥ { ¤¥©áâ¢¨¥¬ ­  ¡ §¨á­ë¥ (ª®)-¢¥ªâ®à . �à¥®¡à §®¢ ­¨¥

â¥­§®à  ¨­¤ãæ¨àã¥âáï á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¬¨ ¯à¥®¡à §®¢ ­¨ï¬¨ ¢¥ªâ®à®¢ ¨ ª®¢¥ªâ®à®¢.
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� ¤¨¬ ¤¢  ®¯à¥¤¥«¥­¨ï â¥­§®à­®£® ¯®«ï: ¯¥à¢®¥ { ç¥à¥§ £« ¤ª®¥ § ¤ ­¨¥ â¥­§®à®¢ ¢® ¢á¥å

â®çª å ¬­®£®®¡à §¨ï, ¢â®à®¥ { ­  ï§ëª¥ à áá«®¥­¨©.

�¯à¥¤¥«¥­¨¥ 2.20. �ãáâì ¢ ª ¦¤®© â®çª¥ ¬­®£®®¡à §¨ï § ¤ ­ (k, l)-â¥­§®à, ¯à¨ íâ®¬ ª®¬¯®­¥­âë

íâ®£® â¥­§®à  ï¢«ïîâáï ¤¨ää¥à¥­æ¨àã¥¬ë¬¨ äã­ªæ¨ï¬¨ ®â­®á¨â¥«ì­® «®ª «ì­ëå ª®®à¤¨­ â ¢

«î¡®© ª àâ¥. � ç áâ­®áâ¨, ­  ¯¥à¥á¥ç¥­¨¨ ª®®à¤¨­ â­ëå ®ªà¥áâ­®áâ¥© ª®¬¯®­¥­âë ¯à¥®¡à §ãîâáï,

ª ª ¯®«®¦¥­® ª®¬¯®­¥­â ¬ â¥­§®à . � íâ®¬ á«ãç ¥ £®¢®àïâ, çâ® ­ M § ¤ ­® (k, l)-â¥­§®à­®¥ ¯®«¥.

�¯à¥¤¥«¥­¨¥ 2.21. (k, l)-â¥­§®à­ë¬ ¯®«¥¬ ­ M ­ §ë¢ ¥âáï á¥ç¥­¨¥ (T ∗M)⊗k ⊗ (TM)⊗l.

�­ë¬¨ á«®¢ ¬¨, â¥­§®à­®¥ ¯®«¥ (k, l) à ­£  { íâ® ¬ã«ìâ¨«¨­¥©­®¥ ®â®¡à ¦¥­¨¥ k ¢¥ªâ®à­ëå

¯®«¥© ¨ l ª®¢¥ªâ®à­ëå ¯®«¥© ¢ R:

T : (X1, ..., Xk, ω1, ..., ωl) 7→ T (X1, ..., Xk, ω1, ..., ωl) ∈ R, (2.19)

X1, ..., Xk ∈ Γ(TM), ω1, ..., ωl ∈ Γ(T ∗M).

�â®¨â ®â¬¥â¨âì, çâ® £®¢®àï ® ¬ã«ìâ¨«¨­¥©­®áâ¨ â¥­§®à­ëå ¯®«¥©, ¬ë ¨¬¥¥¬ ¢ ¢¨¤ã C∞(M)-

¬ã«ìâ¨«¨­¥©­®áâì, â.¥. ª®íää¨æ¨¥­â ¬¨ ¢ëáâã¯ îâ £« ¤ª¨¥ äã­ªæ¨¨. �â® ­ ¨¡®«¥¥ ®ç¥¢¨¤­® ¢

á«ãç ¥ ã¦¥ ¢¢¥¤¥­­ëå ª®¢¥ªâ®à­ëå ¯®«¥©:

ω(fX) = fω(X), X ∈ Γ(TM), f ∈ C∞(M) (2.20)

� ¢ ©â¥ ¨§ãç¨¬, ª ª¨¥ ®¡ê¥ªâë ¨§ ã¦¥ ¢¢¥¤¥­­ëå ï¢«ïîâáï â¥­§®à ¬¨.

� áá¬®âà¨¬ á«¥¤ãîé¨© ®¡ê¥ªâ: T (X,Y, ω) = ω ([X,Y ]). �®¬¯®­¥­â ¬¨ íâ®£® ®¡ê¥ªâ  ¡ã¤ãâ ï¢«ïâì-

áï áâàãªâãà­ë¥ ª®­áâ ­âë  «£¥¡àë ¢¥ªâ®à­ëå ¯®«¥©. �®¦­® ã¡¥¤¨âìáï, çâ® íâ®â ®¡ê¥ªâ ­¥ ï¢«-

ï¥âáï (1, 2)-â¥­§®à®¬:

ω ([fX, Y ]) = ω (f [X,Y ]− Y (f)X) = fω ([X,Y ])− Y (f)ω (X) 6= fω ([X,Y ])

� ¤ ç  2.22. �®ª § âì, çâ® ®¡ê¥ªâ T (X) := LXY ­¥ ï¢«ï¥âáï (1, 0) â¥­§®à­ë¬ ¯®«¥¬, £¤¥ Y ∈
Γ(TM), â.¥ ­¥ª®àà¥ªâ­® à áá¬ âà¨¢ âì ¯à®¨§¢®¤­ãî �¨ ¡¥§ ãª § ­¨ï, ¯® ª ª®¬ã ¯®«î ®áãé¥á-

â¢«ï¥âáï ¯¥à¥­®á.

�ãáâì {ea} { «®ª «ì­ë© ¡ §¨á ¢¥ªâ®à­ëå ¯®«¥©,   {fa} { «®ª «ì­ë© ¡ §¨á ª®¢¥ªâ®à­ëå ¯®«¥©

¢ â®© ¦¥ ®¡« áâ¨. �®£¤  ¡ §¨á®¬ â¥­§®à­ëå ¯®«¥© à ­£  (k, l) ¡ã¤¥â {fa1⊗ . . .⊗fak⊗eb1⊗ . . .⊗ebl}.
�á«¨ ¬ë à ¡®â ¥¬ ¢ ª®®à¤¨­ â­®¬ ¡ §¨á¥, â® íâ®â ¡ §¨á ¨¬¥¥â ¢¨¤

{dxi1 ⊗ ...⊗ dxik ⊗ ∂

∂xj1
⊗ ...⊗ ∂

∂xjl
} (2.21)

�®¬¯®­¥­â ¬¨ (k, l)-â¥­§®à­®£® ¯®«ï ¢ ª®®à¤¨­ â­®¬ ¡ §¨á¥ ­ §ë¢ îâáï ç¨á« 

T j1...jli1...ik
= T (

∂

∂xi1
, ..., jdlxik , dxj1 , ..., dxjl) (2.22)

� ª¨¬ ®¡à §®¬, (k, l)-â¥­§®à­®¥ ¯®«¥ § ¯¨áë¢ ¥âáï ª ª

T = T j1...jli1...ik
dxi1 ⊗ ...⊗ dxik ⊗ ∂

∂xj1
⊗ ...⊗ ∂

∂xjl
(2.23)
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�à¥®¡à §®¢ ­¨ï ¤«ï â¥­§®à­ëå ¯®«¥© ¯à¨ ®â®¡à ¦¥­¨ïå ¬­®£®®¡à §¨© ®¯à¥¤¥«ïîâáï á®®â¢¥â-

áâ¢ãîé¨¬¨ ¯à¥®¡à §®¢ ­¨ï¬¨ ¢¥ªâ®à­ëå ¨ ª®¢¥ªâ®à­ëå ¯®«¥©. �®  ­ «®£¨¨ á ª®¢¥ªâ®à­ë¬¨ ¯®«-

ï¬¨, ¯à¥®¡à §®¢ ­¨ï (k, 0)-â¥­§®à­ëå ¯®«¥© ¢á¥£¤  ®ª §ë¢ îâáï å®à®è® ®¯à¥¤¥«¥­ë. �ãáâì § ¤ ­®

(k, 0)-â¥­§®à­®¥ ¯®«¥ ­  N , φ :M→ N , X1, ..., Xk ∈ Γ(TM). �®£¤  ∀p ∈ N , ¬ë ¬®¦¥¬ ¯®â®ç¥ç­®

®¯à¥¤¥«¨âì ®¡ê¥ªâ φ∗T ¢ â®çª å ¯à®®¡à §  â®çª¨ p:

[(φ∗T ) (X1, ..., Xk)]|φ−1(p) = T |p (φ∗(X1)φ−1(p), ..., φ∗(Xk)φ−1(p)), (2.24)

£¤¥ { φ−1(p) { ¯à®®¡à § â®çª¨ p (¬­®¦¥áâ¢® â®ç¥ªM, ®¡à §®¬ ª®â®àëå ï¢«ï¥âáï â®çª  p).

�­ ç¥, ¤«ï (k, l > 0)-â¥­§®à­ëå ¯®«¥© ¬ë âà¥¡ã¥¬, çâ®¡ë ¡ë«® ®¯à¥¤¥«¥­® ¨­¤ãæ¨à®¢ ­­®¥

®â®¡à ¦¥­¨¥ ¢¥ªâ®à­ëå ¯®«¥© (push-forward). � á«ãç ¥, ª®£¤  íâ¨ ¨­¤ãæ¨à®¢ ­­ë¥ ®â®¡à ¦¥­¨ï

®¯à¥¤¥«¥­ë (â.¥. ¤¨ää¥®¬®àä¨§¬®¢), ¨­¤ãæ¨à®¢ ­­®¥ ®â®¡à ¦¥­¨¥ (k, l)-â¥­§®à­ëå ¯®«¥© ®¯à¥¤¥«-

ï¥âáï á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬. (�ë ®¡®§­ ç¨¬ íâ® ¨­¤ãæ¨à®¢ ­­®¥ ®â®¡à ¦¥­¨¥ â¥¬ ¦¥ á¨¬¢®«®¬, çâ®

¨ ¤«ï ¢¥ªâ®à­ëå ¯®«¥© { φ∗, çâ®¡ë ¯®¤ç¥àª­ãâì, çâ® íâ® ®â®¡à ¦¥­¨¥ áãé¥áâ¢ã¥â ­¥ ¢á¥£¤ .

�ãáâì φ :M→N { ¤¨ää¥®¬®àä¨§¬, X1, ..., Xk ∈ Tφ(p)M, η1, ..., ηl ∈ T ∗φ(p)M,   T { â¥­§®à­®¥ ¯®«¥

(k, l)-à ­£  ­ M. �®£¤  φ∗T { â¥­§®à­®¥ ¯®«¥ (k, l)-à ­£  ­  N , ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ª ª

(φ∗T )(X1, ..., Xk, η1, ..., ηl) = T (φ∗X1, ..., φ∗Xk, (φ
−1)∗η1, ..., (φ

−1)∗ηl) (2.25)

�¡à â­®¥ ®â®¡à ¦¥­¨¥ â¥­§®à­ëå ¯®«¥©, â.¥. pullback, ­¥®¡å®¤¨¬ë© ¢ ®¯à¥¤¥«¥­¨¨ ¯à®¨§¢®¤­®©

�¨, ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ª ª:

(φ∗T )(X1, ..., Xk, η1, ..., ηl) = T (φ∗X1, ..., φ
∗Xk, φ

∗η1, ..., φ
∗ηl) =

= T ((φ−1)∗X1, ..., (φ
−1)∗Xk, φ

∗η1, ..., φ
∗ηl) (2.26)

!! � ¤ ç  2.23. � ¯¨á âì ¢ ï¢­®¬ ¢¨¤¥ ¯à¥®¡à §®¢ ­¨ï ª®¬¯®­¥­â (k, l)-â¥­§®à­®£® ¯®«ï ¯à¨

§ ¬¥­ å ª®®à¤¨­ â (¤¨ää¥®¬®àä¨§¬ å).

2.5 �à®¨§¢®¤­ ï �¨

�¯à¥¤¥«¥­¨¥ 2.24. �à®¨§¢®¤­®© �¨ ®â â¥­§®à­®£® ¯®«ï T ¯® ¢¥ªâ®à­®¬ã ¯®«î X ­ §ë¢ ¥âáï

®¡ê¥ªâ

LXT =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

(φt)
∗T (2.27)

�®ª ¦¥¬ á«¥¤ãîé¥¥ ¢ ¦­®¥ á¢®©áâ¢® ¯à®¨§¢®¤­®© �¨ { ®­  ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ä®à¬ã«¥ �¥©¡­¨æ .

�¥¬¬  2.25.

LX(T ⊗ S) = LX(T )⊗ S + T ⊗ LX(S), (2.28)

£¤¥ T ¨ S { (p, q) ¨ (p′, q′) â¥­§®à­ë¥ ¯®«ï á®®â¢¥âáâ¢¥­­®.

�®ª § â¥«ìáâ¢®.

LX(T⊗S)|p = lim
t→0

1

t

(
φ∗t (T ⊗ S)|φt(p) − (T ⊗ S)|p

)
= lim
t→0

1

t

(
φ∗t (T |φt(p))⊗ φ

∗
t (S|φt(p))− φ

∗
t (T |φt(p))⊗ S|p+

+φ∗t (T |φt(p))⊗ S|p − T |p ⊗ S|p
)

= lim
t→0

(
φ∗t (T |φt(p))⊗

φ∗t (S|φt(p))− S|p
t

)
+lim
t→0

(
φ∗t (T |φt(p))− T |p

t
⊗ S|p

)
=

= T |p ⊗ LX(S)|p + LX(T )|p ⊗ S|p

26



�¢®©áâ¢  ¯à®¨§¢®¤­®© �¨ (®â­. â¥­§®à­®£® ¯à®¨§¢¥¤¥­¨ï). �¢«ï¥âáï «¨ ¯à®¨§¢®¤­ ï �¨ â¥­§®à®¬?

�¥âà¨ª , ¢¥ªâ®à  �¨««¨­£ , ª®­ä®à¬­ë¥ ¢¥ªâ®à �¨««¨­£ .

3 �¨ää¥à¥­æ¨ «ì­ë¥ ä®à¬ë
�¥ªæ¨ï 7

�à¥¤¨ â¥­§®à­ëå ¯®«¥© ­  ¬­®£®®¡à §¨¨ ®á®¡ë© ¨­â¥à¥á ¯à¥¤áâ ¢«ïîâ  ­â¨á¨¬¬¥âà¨ç­ë¥ ª®¢ à¨ ­â­ë¥

â¥­§®à­ë¥ ¯®«ï { ¤¨ää¥à¥­æ¨ «ì­ë¥ ä®à¬ë. �  ¯à®áâà ­áâ¢¥ â ª¨å ¯®«¥© ®¯à¥¤¥«¥­ àï¤ ¤®¯®«­¨â¥«-

ì­ëå ®¯¥à æ¨©.

�¯à¥¤¥«¥­¨¥ 3.1. �¨ää¥à¥­æ¨ «ì­ ï p-ä®à¬  {  ­â¨á¨¬¬¥âà¨ç­®¥ â¥­§®à­®¥ ¯®«¥ â¨¯  (0, p).

� ¤ «ì­¥©è¥¬ ¡ã¤¥¬ ®¡®§­ ç âì ¯à®áâà ­áâ¢® ¤¨ää¥à¥­æ¨ «ì­ëå ä®à¬ â¨¯  p ­  M, ª ª

Ωp(M). �à®¬¥ â®£®

Ω�(M) = ⊕dimM
i=0 Ωi(M) . (3.1)

�§  ­â¨á¨¬¬¥âà¨ç­®áâ¨ á«¥¤ã¥â, çâ® Ωp(M) = 0 ¤«ï p > dimM.

�ãáâì φ :M1 →M2, ®â®¡à ¦¥­¨¥ ¬­®£®®¡à §¨©. �®£¤  ª ª ¤«ï äã­ªæ¨© â ª ¨ ¤«ï ª®¢¥ªâ®à®¢

®¯à¥¤«¥­ pullback φ∗Ωk(M2)→ Ωk(M2)

(φ∗a)|p(V1, . . . , Vk) = a|φ(p)(dpφV1, . . . dpφVk) . (3.2)

�  ¯à®áâà ­áâ¢¥ ¤¨ää¥à¥­æ¨ «ì­ëå ä®à¬ ®¯à¥¤¥«¥­® â.­. ¢­¥è­¥¥ ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥: ∧ : Ωi ×
Ωj → Ωi+j . � ¨¬¥­­®, ¤«ï ¤¢ãå ä®à¬ a, b ¯®«®¦¨¬

(a ∧ b)(X1, . . . , Xi, Xi+1, . . . , Xi+j) =

1

(i+ j)!

∑
σ

(−1)sign(σ)a(Xσ(1), . . . , Xσ(i))b(Xσ(i+1), . . . , Xσ(i+j)) ,

a ∈ Ωi(M) , b ∈ Ωj(M) , a ∧ b ∈ Ωi+j(M) .

(3.3)

� ¬¥â¨¬ â ª¦¥ çâ® ­¥¯®áà¥¤áâ¢¥­­® ¨§ ®¯à¥¤¥«¥­¨© ¢­¥è­¥£® ã¬­®¦¥­¨ï ¨ pullback á«¥¤ã¥â

φ∗(a ∧ b) = (φ∗a) ∧ (φ∗b) (3.4)

� ª¦¥ «¥£ª® ¯à®¢¥à¨âì, çâ®

(a ∧ b) ∧ c = a ∧ (b ∧ c) , a ∧ b = (−1)deg a deg bb ∧ a .

!! � ¤ ç  3.2. �¥à¥¯¨á âì (3.3) ç¥à¥§ ª®¬¯®­¥­âë. � «¥¥, ¯®ª § âì  áá®æ¨ â¨¢­®áâì ¨ £à ¤-

ã¨à®¢ ­­®áâì ¢­¥è­¥£® ã¬­®¦¥­¨ï.

�¬­®¦¥­¨¥ ¢ £à ¤ã¨à®¢ ­­®¬ ¯à®áâà ­áâ¢¥, ®¡« ¤ îé¥¥ â ª¨¬¨ á¢®©áâ¢ ¬¨, ­ §ë¢ ¥âáï £à ¤ã¨à®¢ ­®-

ª®¬¬ãâ â¨¢­ë¬,   á ¬® ¯à®áâà ­áâ¢® £à ¤ã¨à®¢ ­®-ª®¬¬ãâ â¨¢­®©  «£¥¡à®©. �®ç­¥¥:

�¯à¥¤¥«¥­¨¥ 3.3. �¨­¥©­®¥ ¯à®áâà ­áâ¢® V ­ §ë¢ ¥âáï £à ¤ã¨à®¢ ­­ë¬, ¥á«¨ V = ⊕i∈ZVi (¯à-
ï¬ ï áã¬¬  ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢). �®¤¯à®áâà ­áâ¢® Vi ­ §ë¢ ¥âáï ®¤­®à®¤­®© ª®¬¯®­¥­â®© áâ¥¯¥­¨

(£à ¤ã¨à®¢ª¨) i. �«¥¬¥­â v ∈ V ­ §ë¢ ¥âáï ®¤­®à®¤­ë¬, ¥á«¨ v ∈ Vi ¤«ï ­¥ª®â®à®£® i; ¢ íâ®¬

á«ãç ¥ i áâ¥¯¥­ìî (£à ¤ã¨à®¢ª®©) í«¥¬¥­â  v.
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� áâ® à áá¬ âà¨¢ îâ Z+ £à ¤ã¨à®¢ªã. � ®¡é¥¬ á«ãç ¥ V -¡¥áª®­¥ç­®¬¥à­® ¨ ¬®¦¥â ¨¬¥âì

¡¥áª®­¥ç­®¥ ç¨á«® ­¥­ã«¥¢ëå Vi. �à¨¬¥à: C[x] - ¬­®£®ç«¥­ë ®â ¯¥à¥¬¥­­®© x á ª®¬¯«¥ªá­ë¬¨

ª®íää¨æ¨¥­â ¬¨. �à ¤ã¨à®¢ª  { áâ¥¯¥­ì. �¤­®à®¤­ë¥ í«¥¬¥­âë { ®¤­®à®¤­ë¥ ¬­®£®ç«¥­ë.

�à ¤ã¨à®¢ ­­®©  «£¥¡à®© ­ §ë¢ îâ  «£¥¡àã, ª®â®à ï ï¢«ï¥âáï £à ¤ã¨à®¢ ­­ë¬ ¯à®áâà ­áâ¢®¬

¨ ã ª®â®à®©  «£¥¡à ¨ç¥áª ï ®¯¥à æ¨ï á®£« á®¢ ­  á £à ¤ã¨à®¢ª®©, â.¥. ViVj ⊂ Vi+j . �à¨¬¥à: C[x]

ï¢«ï¥âáï £à ¤ã¨à®¢ ­­®©  «£¥¡à®©.

�à ¤ã¨à®¢ ­­ ï  «£¥¡à  ­ §ë¢ ¥âáï £à ¤ã¨à®¢ ­®-ª®¬¬ãâ â¨¢­®©, ¥á«¨ ¤«ï «î¡ëå ¤¢ãå ®¤­®à®¤­-

ëå í«¥¬¥­â®¢ vw = (−1)deg v degwwv. � ª¨¬ ®¡à §®¬, ¤¨ää¥à¥­æ¨ «ì­ë¥ ä®à¬ë ®¡à §ãîâ £à ¤ã¨à®¢ ­®-

ª®¬¬ãâ â¨¢­ãî  «£¥¡àã.

�à®áâà ­áâ¢® ¤¨ää¥à¥­æ¨ «ì­ëå ä®à¬ ­  ¬­®£®®¡à §¨¨M, ­ ¤¥«¥­­®¥ ®¯¥à æ¨¥© ¢­¥è­¥£®

ã¬­®¦¥­¨ï, ¯à¨­ïâ® ­ §ë¢ âì ¢­¥è­¥©  «£¥¡à®© ¬­®£®®¡à §¨ïM.

�®¦­® ®£à ­¨ç¨âìáï ¤¨ää¥à¥­æ¨ «ì­ë¬¨ ä®à¬ ¬¨ ¢ ®¤­®© â®çª¥. �à®áâà ­áâ¢® â ª¨å ä®à¬

â ª¦¥ ®¡à §ã¥â £à ¤ã¨à®¢ ­®-ª®¬¬ãâ â¨¢­ãî  «£¥¡àã. �¥ ç áâ® ­ §ë¢ îâ ¢­¥è­¥©  «£¥¡à®© ­ 

ª á â¥«ì­®¬ ¯à®áâà ­áâ¢¥. �®­¨¬ ¥¬ ï ª ª  ¡áâà ªâ­ ï  «£¥¡à  ®­  ¨§¢¥áâ­  ª ª  «£¥¡à  �à á-

á¬ ­ . �¥ ¬®¦­® ®¯à¥¤¥«¨âì  ¡áâà ªâ­®, ª ª  «£¥¡àã ¯®à®¦¤¥­­ãî í«¥¬¥­â ¬¨ θi ¨ á®®â­®è¥­¨-

ï¬¨ θiθj + θjθi = 0.

�¥®¬¥âà¨ç¥áª¨© á¬ëá«: à áá¬®âà¨¬ ¥¢ª«¨¤®¢® ¯à®áâà ­áâ¢® R3 á® áâ ­¤ àâ­ë¬ áª «ïà­ë¬

¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥¬. �®£¤  (á â®ç­®áâìî ¤® ª®íää¨æ¨¥­â ) ®¡ê¥¬ ¯ à ««¥«¥¯¨¯¥¤  ­ âï­ãâ®£® ­ 

¢¥ªâ®à  v1, v2, v3 ¬®¦­® § ¯¨á âì ª ª (θ1 ∧ θ2 ∧ θ3)(v1, v2, v3)

� ¤ ç  3.4. �®ª § âì íâ®â ä ªâ ¨ ®¡®¡é¨âì ­  ¯à®¨§¢®«ì­ãî à §¬¥à­®áâì.

� ¬¥â¨¬, çâ® ¢ n-¬¥à­®¬ ¯à®áâà ­áâ¢¥, ¢­¥è­¨¥ ä®à¬ë áâ¥¯¥­¨ n ®¡à §ãîâ 1-¬¥à­®¥ ¯®¤¯à®á-

âà ­áâ¢®. � §­ ç¨â ¢áïª ï ­¥­ã«¥¢ ï n-ä®à¬  ¤ ¥â ¢®§¬®¦­®áâì ®¯à¥¤¥«¨âì ¯®­ïâ¨¥ ®¡ê¥¬ 

¤ ¦¥ ­¥  ¯¥««¨àãï ª ­ «¨ç¨î ­¥¢ëà®¦¤¥­­®£® áª «ïà­®£® ¯à®¨§¢¥¤¥­¨ï. � ªãî ä®à¬ã ­ §ë¢ îâ

ä®à¬®© ®¡ê¥¬ . � �¢ª«¨¤®¢®¬ ¯à®áâà ­áâ¢¥ ¨¬¥¥âáï ¥áâ¥áâ¢¥­­ ï ä®à¬  ®¡ê¥¬  (¥¥ ¬®¦­® § ¤ âì

ª ª ±θ1 ∧ . . . ∧ θn ¢® ¢áïª®¬ ®àâ®­®à¬¨à®¢ ­­®¬ ¡ §¨á¥. �®¦­® ¯®ª § âì çâ® â ª®¥ ®¯à¥¤¥«¥­¨¥

­¥ § ¢¨á¨â ®â ¢ë¡®à  ¡ §¨á  á â®ç­®áâìî ¤® §­ ª ).

� ¥¢ª«¨¤®¢®¬ ¯à®áâà ­áâ¢¥ R3 ¬®¦­® ®â®¦¤¥áâ¢¨âì ¢­¥è­¨¥ 2-ä®à¬ë á ¢¥ªâ®à ¬¨. �¥©á-

â¢¨â¥«ì­®, ¥á«¨ ei ®àâ®­®à¬¨à®¢ ­­ë© ¡ §¨á, a θi ¤¢®©áâ¢¥­­ë© ¡ §¨á â® ¨¬¥¥âáï ¢­¥è­ïï 3-

ä®à¬  ε = 1
6εijkθ

iθjθk, £¤¥ ε123 = 1. �®£¤  ¨¬¥¥âáï ®¡à â¨¬®¥ ®â®¡à ¦¥­¨¥ ¨§ ¢¥ªâ®à®¢ ¢ 2-

ä®à¬ë, § ¤ ­­®¥ ª ª (∗v)(u,w) = ε(v, u, w). �¡à â­®¥ ®â®¡à ¦¥­¨¥ ¡ã¤¥¬ â ª¦¥ ®¡®§­ ç âì ∗.
� ª¦¥ ¨¬¥¥âáï ®â®¦¤¥áâ¢«¥­¨¥ 1-ä®à¬ ¨ ¢¥ªâ®à®¢, § ¤ ¢ ¥¬®¥ áª «ïà­ë¬ ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥¬.

� ¤ ç  3.5. �á¯®«ì§ãï íâ¨ ®â®¦¤¥áâ¢«¥­¨ï ¯®ª § âì, çâ® ¢¥ªâ®à­®¥ ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥ ¢¥ªâ®à®¢ á¢®¤¨â-

áï ª ¢­¥è­¥¬ã ¯à®¨§¢¥¤¥­¨î, â.¥. u× v ∼ ?(v ∧ w)

� ®â«¨ç¨¥ ®â ¢¥ªâ®à­®£® ¯à®¨§¢¥¤¥­¨ï, ¢­¥è­¥¥ ®¯à¥¤¥«¥­® ¢ ¯à®áâà ­áâ¢ å ¢á¥å à §¬¥à­®áâ¥©

¨ ­¥ âà¥¡ã¥â ­ «¨ç¨ï áª «ïà­®£® ¯à®¨§¢¥¤¥­¨ï. � íâ®¬ á¬ëá«¥ íâ® £®à §¤® ¡®«¥¥ äã­¤ ¬¥­â «ì­®¥

¯®­ïâ¨¥.
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3.1 �ëà ¦¥­¨ï ¢ «®ª «ì­ëå ª®®à¤¨­ â å

� «®ª «ì­ëå ª®®à¤¨­ â å ¤¨ää¥à¥­æ¨ «ì­ë¥ ä®à¬ë § ¤ îâáï ­ ¡®à®¬ äã­ªæ¨©

ai1...in = a(
∂

∂xi1
, . . . ,

∂

∂xin
) , (3.5)

ª®â®àë¥, ª ª ¬®¦­® § ¬¥â¨âì, ¯®«­®áâìî  ­â¨á¨¬¬¥âà¨ç­ë ®â­®á¨â¥«ì­® ¯¥à¥áâ ­®¢ª¨ ¨­¤¥ªá®¢.

�¨ää¥à¥­æ¨ «ì­ë¥ ä®à¬ë ¢¨¤ 

dxi1 ∧ . . . ∧ dxip , i1 < i2 < . . . ip . (3.6)

®ç¥¢¨¤­ë¬ ®¡à §®¬ «¨­¥©­® ­¥§ ¢¨á¨¬ë ¨ ®¡à §ãîâ ¡ §¨á ¢ ¯à®áâà ­áâ¢¥  ­â¨á¨¬¬¥âà¨ç­ëå p-

ä®à¬ ¢ ª ¦¤®© â®çª¥ ­ è¥£® ¬­®£®®¡à §¨ï. �®íâ®¬ã ¢ëà ¦¥­¨¥ ¢ «®ª «ì­ëå ª®®à¤¨­ â å ¤«ï

¯à®¨§¢®«ì­®© ¤¨ää¥à¥­æ¨ «ì­®© ä®à¬ë ¨¬¥¥â á«¥¤ãîé¨© ¢¨¤:

a =
∑

i1<i2<...ip

ai1...ipdx
i1 ∧ . . . ∧ dxip =

∑
i1,i2,...ip

1

p!
ai1...ipdx

i1 ∧ . . . ∧ dxip . (3.7)

3.2 �¨ää¥à¥­æ¨ « ¤¥-� ¬ 
�¥ªæ¨ï 8

�¯à¥¤¥«¨¬ ®¯¥à â®à d : Ωp → Ωp+1 ¥£® ¤¥©áâ¢¨¥¬ ­  ®¤­®à®¤­ë¥ ä®à¬ë

d(fdxi1 ∧ . . . ∧ dxip) = df ∧ dxi1 ∧ . . . ∧ dxip . (3.8)

¯à¨ íâ®¬ 1-ä®à¬  df ®¯à¥¤¥«¥­  ¢ëè¥, ª ª £à ¤¨¥­â äã­ªæ¨¨. �á«¨ ®¯¥à æ¨ï d «¨­¥©­ , â® â®£¤ 

¬ë «¥£ª® à á¯à®áâà ­¨¬ ®¯à¥¤¥«¥­¨¥ ­  ¢á¥ ä®à¬ë ¢ Ωp. �¯¥à æ¨ï d ­ §ë¢ ¥âáï ¤¨ää¥à¥­æ¨ «®¬

¤¥-� ¬ .

�à¥¤«®¦¥­¨¥ 3.6. �¨ää¥à¥­æ¨ « ¤¥-� ¬  ã¤®¢«¥â¢®àï¥â á«¥¤ãîé¨¬ á¢®©áâ¢ ¬:

1. «¨­¥©­®áâì (­ ¤ R)

2. d2 = 0

3. ï¢«ï¥âáï £à ¤ã¨à®¢ ­­ë¬ ¤¨ää¥à¥­æ¨à®¢ ­¨¥¬ ¢­¥è­¥£® ¯à®¨§¢¥¤¥­¨ï

4. ¤«ï äã­ªæ¨© (0-ä®à¬) á®¢¯ ¤ ¥â á ¤¨ää¥à¥­æ¨ «®¬ äã­ªæ¨©.

� ®¡®à®â, á¢®©áâ¢  1-3 ®¤­®§­ ç­® ®¯à¥¤¥«ïîâ ¤¨ää¥à¥­æ¨ «.

�à®¬¥ â®£®,

�à¥¤«®¦¥­¨¥ 3.7. �ãáâì φ :M1 →M2, ®â®¡à ¦¥­¨¥ ¬­®£®®¡à §¨©. �®£¤ 

d(φ∗ω) = φ∗(dω) (3.9)

¤«ï «î¡®© ¤¨ää¥à¥­æ¨ «ì­®© ä®à¬ë ω ­  M2. � ç áâ­®áâ¨, d ­¥ § ¢¨á¨â ®â ¢ë¡®à  á¨áâ¥¬ë

ª®®à¤¨­ â.
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� ª¨¬ ®¡à §®¬, å®âï ¬ë ¨ ®¯à¥¤¥«¨«¨ d ç¥à¥§ ¢ëà ¦¥­¨¥ ¢ «®ª «ì­ëå ª®®à¤¨­ â å, ­  á ¬®¬

¤¥«¥, ¤¨ää¥à¥­æ¨ « ¤¥-� ¬  ®¯à¥¤¥«¥­ ­  ¢á¥¬ ¬­®£®®¡à §¨¨.

�®ª «ì­®, ­  ¤¨ää¥à¥­æ¨ «ì­ë¥ ä®à¬ë ¬®¦­® á¬®âà¥âì ¨ ¨­ ç¥. � ¨¬¥­­®, à áá¬®âà¨¬

 «£¥¡àã ¯®à®¦¤¥­­ãî ®¡à §ãîé¨¬¨ dxi, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨¬¨ á®®â­®è¥­¨ï¬

dxidxj + dxjdxi = 0 ,

¨ à áá¬®âà¨¬ â¥­§®à­®¥ ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥ íâ®©  «£¥¡àë ¨  «£¥¡àë £« ¤ª¨å äã­ªæ¨© ­  Rn. �¥£ª® ãá¬®-
âà¥âì, çâ® íâ® ¨ ¥áâì  «£¥¡à  ¤¨ää¥à¥­æ¨ «ì­ëå ä®à¬ ­  Rn. �¥©áâ¢¨â¥«ì­®, ¬®¦­® ®â®¦¤¥á-

â¢¨âì ¬®­®¬

ωi1,...,ipdx
i1 . . . dxip

¨ ¤¨ää¥à¥­æ¨ «ì­ãî ä®à¬ã

ω = ωi1,...,ipdx
i1 ∧ . . . ∧ dxip

�à¥¨¬ãé¥áâ¢®¬ â ª®£® ¯®¤å®¤  ï¢«ï¥âáï, ¢ ç áâ­®áâ¨, í«¥£ ­â­®¥ ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨¥ ¤¨ää¥à¥­æ¨ « 

d. � ¨¬¥­­®

dω = dxi
∂

∂xi
ω .

�.¥. ¢ ­¥ª®â®à®¬ á¬ëá«¥ d ¬®¦­® à áá¬ âà¨¢ âì ª ª ¢¥ªâ®à­®¥ ¯®«¥ ­  ¯à®áâà ­áâ¢¥ á ª®®à¤¨­ â ¬¨

xi, dxj . �¤­ ª® íâ® ¯à®áâà ­áâ¢® ­¥ ¥áâì ®¡ëç­®¥ ¬­®£®®¡à §¨¥ (­¥ ¢á¥ ª®®à¤¨­ âë ª®¬¬ãâ¨àãîâ).

� ª¨¥ ¯à®áâà ­áâ¢  ¨§¢¥áâ­ë ª ª £à ¤ã¨à®¢ ­­ë¥ ¯à®áâà ­áâ¢  ¨«¨ áã¯¥à¯à®áâà ­áâ¢ .

�®¬¨¬® ®¯à¥¤¥«¥­¨ï ¢ â¥à¬¨­ å «®ª «ì­ëå ª®®à¤¨­ â ¯®«¥§­® ¤ âì ¨­¢ à¨ ­â­®¥ ®¯à¥¤¥«¥­¨¥

¤¨ää¥à¥­æ¨ « :

(dω)(X0, . . . , Xp) =
p∑
i=0

(−1)iXi(ω(X0, . . . , X̂i, . . . , Xp)+

p∑
06 i<j6 p

(−1)i+jω([Xi, Xj ], . . . , X̂i, . . . , , X̂j , . . . , Xp) ,

(3.10)

£¤¥ X1, . . . , X̂i, . . . , Xp ®¡®§­ ç ¥â ­ ¡®à ¨§ X1 . . . , Xp ¡¥§ Xi.

� ¤ ç  3.8. �®ª § âì çâ® ®¯à¥¤¥«¥­¨¥ ª®àà¥ªâ­® (â.¥. ¤¥©áâ¢¨â¥«ì­® ®¯à¥¤¥«ï¥â ®â®¡à ¦¥­¨¥

ä®à¬ ¢ ä®à¬ë) ¨ íª¢¨¢ «¥­â­® ¤ ­­®¬ã ¢ëè¥.

!! � ¤ ç  3.9. �áå®¤ï ¨§ (3.10) ¯®ª § âì, çâ® ¢ «®ª «ì­ëå ª®®à¤¨­ â å ¤¨ää¥à¥­æ¨ « ¤¥ � ¬ 

¤¥©áâ¢ã¥â ª ª

dω(p) = d

(
1

p!
ωi1...ipdx

i1 ∧ ... ∧ dxip
)

=
1

p!
∂[jωi1...ip]dx

j ∧ dxi1 ∧ ... ∧ dxip (3.11)

3.3 �à¨¬¥àë

� áá¬®âà¨¬ ¯à¨¢ëç­®¥ âà¥å¬¥à­®© ¯à®áâà ­áâ¢® R3. �­¥è­ïï ¯à®¨§¢®¤­ ï ®¡®¡é ¥â å®à®è®

§­ ª®¬ë¥ ¤¨ää¥à¥­æ¨ «ì­ë¥ ®¯¥à â®àë, â ª¨¥ ª ª £à ¤¨¥­â, ¤¨¢¥à£¥­æ¨ï ¨ à®â®à.
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3.4 �®¬¯«¥ªá ¤¥-� ¬ 
�¥ªæ¨ï 9

(Ω�(M), d) ¢¬¥áâ¥ ®¡à §ãîâ ª®æ¥¯­®© ª®¬¯«éªá:

Ω0(M)
d−→ Ω1(M)

d−→ Ω2(M)
d−→ ... (3.12)

�¢¥¤¥¬ ¯®­ïâ¨¥ ª®£®¬®«®£¨¨ ª®¬¯«¥ªá :

�¯à¥¤¥«¥­¨¥ 3.10. �®£®¬®«®£¨¥© ¤¥ � ¬  ª®æ¥¯­®£® ª®¬¯«¥ªá  ­ §ë¢ ¥âáï

Hp
dR =

Ker(d : Ωp(M)→ Ωp+1(M))

Im(d : Ωp−1(M)→ Ωp(M))
(3.13)

H�(M) = ⊕dimM
p=0 Hp(M) . (3.14)

� §®¢ñ¬ ¤¨ää¥à¥­æ¨ «ì­ãî ä®à¬ã ω { § ¬ª­ãâ®©, ¥á«¨ dω = 0. �ç¥¢¨¤­®, ¢á¥ n-ä®à¬ë, £¤¥

n{ à §¬¥à­®áâì ¬­®£®®¡à §¨ï, § ¬ª­ãâë.

� §®¢¥¬ ¤¨ää¥à¥­æ¨ «ì­ãî ä®à¬ã ω { â®ç­®©, ¥á«¨ ω = dβ, β { ¤¨ää¥à¥­æ¨ «ì­ ï ä®à¬  ­ 

¥¤¨­¨æã ¬¥­ìè¥£® à ­£ .

�ç¥¢¨¤­®, ¢á¥ â®ç­ë¥ ä®à¬ë § ¬ª­ãâë. �¡à â­®¥, ¢®®¡é¥ £®¢®àï, ­¥ ¢¥à­®.

�  íâ®¬ ï§ëª¥ ª®£®¬®«®£¨ç¥áª ï £àã¯¯  à ­£  p { ¬­®¦¥áâ¢® ¢á¥å § ¬ª­ãâëå p-ä®à¬, ­¥ ï¢«ïîé-

¨åáï â®ç­ë¬¨.

�¥¬¬  3.11. (�¥¬¬  �ã ­ª à¥)

�á«¨M∼= Rn, â®
H0
dR(M) ∼= R

Hq
dR(M) = 0, ∀q> 1

(3.15)

�®ª § â¥«ìáâ¢®.

H0
dR(M) = Ker(d : Ω0(M)→ Ω1(M)) = {f ∈ C∞(M) | df ≡ 0} =

= {f ∈ C∞(M) | ∂f

∂xi
= 0 ∀i} =⇒ H0

dR(Rn)− ¬­®¦¥áâ¢® ¢á¥å ¯®áâ®ï­­ëå äã­ªæ¨© ­  Rn,
(3.16)

â.¥. H0
dR(Rn) ∼= R.

�«ï Hq
dR(M), q > 0 ¯®ª ¦¥¬, çâ® «î¡ ï § ¬ª­ãâ ï ä®à¬  â®ç­ . �«ï íâ®£® ¯®áâà®¨¬ â ª®¥

®â®¡à ¦¥­¨¥ s, ª®â®à®¥ ¡ã¤¥â ¯¥à¥¢®¤¨âì Ωq+1(M) → Ωq(M), (â.¥. ¯à®â¨¢®¯®«®¦­® ¤¨ää¥à¥­-

æ¨ «ã ¤¥ � ¬ ), â ª çâ®¡ë s ◦ d+ d ◦ s ≡ 1.

�á«¨ ¬ë ¯®áâà®¨¬ íâ® ®â®¡à ¦¥­¨¥, â® â®£¤  ¤«ï «î¡®© § ¬ª­ãâ®© ä®à¬ë ω

ω = (s ◦ d+ d ◦ s)ω = d(sω), (3.17)

â.¥. ω ¡ã¤¥â â®ç­®© ä®à¬®©.

�¥©áâ¢¨â¥«ì­®, â ª®¥ ®â®¡à ¦¥­¨¥ áãé¥áâ¢ã¥â: ¥á«¨ ωp = 1
p!ωi1...ipdx

i1 ∧ ... ∧ dxip , â®

s(ω)|x =
∑

i1<...<ip

q∑
j=1

(−1)j−1
(∫ 1

0

tq−1ωi1...ip(tx)dt

)
xijdxi1 ∧ ... ∧ dxij−1 ∧ dxij+1 ∧ ... ∧ dxip (3.18)
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� ç áâ­®áâ¨, ¤«ï q = 1:

d(s(ω))|x =

∫ 1

0

ωi(tx)dtdxi +

∫ 1

0

xj∂iωj(tx)dtdxi = ω(tx)|10 −
∫ 1

0

t
d

dt
(ωi(tx)) +

∫ 1

0

xit
∂

∂(txj)
ωi(tx)dtdxi =

= ω|x −
∫ 1

0

t
d

dt
(ωi(tx)) +

∫ 1

0

t
d

dt
(ωi(tx)) = ω|x,

(3.19)

£¤¥ ¢® ¢â®à®¬ à ¢¥­áâ¢¥ ¡ë«  ¨á¯®«ì§®¢ ­  § ¬ª­ãâ®áâì ω: ∂iωj = ∂jωi.

�®¦­® ¯à®¢¥à¨âì, çâ®

(s ◦ d+ d ◦ s)(ω)|x =
∑

i1<...<ip

∫ 1

0

d

dt

(
tqωi1...ip(tx)dt

)
dxi1 ∧ ... ∧ dxip = ω|x (3.20)

� ¤ ç  3.12. �à®¢¥à¨âì (3.20).

�¥¬¬  �ã ­ª à¥ ¨¬¥¥â ¢ ¦­¥©è¥¥ á«¥¤áâ¢¨¥. �®áª®«ìªã ¢á¥ à áá¬ âà¨¢ ¥¬ë¥ ­ ¬¨ ¯à®áâà ­á-

â¢  ï¢«ïîâáï ¬­®£®®¡à §¨ï¬¨,   ª ¦¤®¥ ¬­®£®®¡à §¨¥ ¯® á¢®¥¬ã ®¯à¥¤¥«¥­¨î «®ª «ì­® (â.¥. ¯à¨

à áá¬®âà¥­¨¨ ®â¤¥«ì­ëå ®¡« áâ¥©) ¨§®¬®àä­® Rn, â® «®ª «ì­®, ª ¦¤ ï § ¬ª­ãâ ï ä®à¬  ï¢«ï¥â-
áï â®ç­®©.

�à¨¢¥¤¥¬ ¯à¨¬¥à ¨§ í«¥ªâà®¤¨­ ¬¨ª¨. �ãáâì ¬ £­¨â­®¥ ¯®«¥ ¯®áâ®ï­­®, â®£¤  á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥¥

ãà ¢­¥­¨¥ � ªá¢¥«« :
−→
∇ ×

−→
E = 0. � ¤àã£®© áâ®à®­ë,

(∇× E)i = εijk(dE)jk, (3.21)

â.¥. dE = 0, í«¥ªâà¨ç¥áª®¥ ¯®«¥ { § ¬ª­ãâ ï 1-ä®à¬ . �®£« á­® �¥¬¬¥ �ã ­ª à¥, ª ª ¬¨­¨¬ã¬

¢ ­¥ª®â®à®© ®¡« áâ¨, íâ® ¯®«¥ ®¤­®§­ ç­® ®¯¨áë¢ ¥âáï ®¤­¨¬ áª «ïà®¬ (í«¥ªâà¨ç¥áª¨¬ ¯®â¥­-

æ¨ «®¬): E = dΦ.

�á«¨ á¨áâ¥¬  áâ æ®­ à­  ¨ ®âáãâáâ¢ã¥â â®ª á¬¥é¥­¨ï, â® ¢áî ¨­ä®à¬ æ¨î ® í«¥ªâà®¬ £­¨â­®¬

¯®«¥ ¬®¦­® § ª«îç¨âì ¢ ¤¢ãå áª «ïà­ëå ¯®â¥­æ¨ « å: í«¥ªâà¨ç¥áª®¬ ¨ ¬ £­¨â­®¬.

�à¨¢¥¤¥¬ ¯à¨¬¥à, £¤¥ áãé¥áâ¢ã¥â § ¬ª­ãâ ï ­¥â®ç­ ï ä®à¬ .

3.4.1 S1

S1 «¥£ª® ¢ª« ¤ë¢ ¥âáï ¢ R2 ¨ ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ãá«®¢¨¥¬ x2 + y2 = 1. �ç¥¢¨¤­®, ¤¨ää¥à¥­æ¨ «ì­ë¥

ä®à¬ë dx, dy å®à®è® ®¯à¥¤¥«¥­ë ¢áî¤ã.

�¥à¥©¤¥¬ ®â ª®®à¤¨­ â ¢ R2 ª ª®®à¤¨­ â ¬ ­  á ¬®© ®ªàã¦­®áâ¨, â.¥. ª ¯®«ïà­ë¬ ª®®à¤¨­ â ¬:

x = r cos θ, y = r sin θ.

�ªàã¦­®áâì ¬®¦­® ¯ à ¬¥âà¨§®¢ âì ¯®«ïà­ë¬ ã£«®¬ θ. �¤¨­áâ¢¥­­ ï 1-ä®à¬ , ª®â®àãî ¬ë

¬®¦¥¬ áª®­áâàã¨à®¢ âì { dθ. �ç¥¢¨¤­®, çâ® ®­  § ¬ª­ãâ ï. �®ª ¦¨¬, çâ® ®­  ­¥ â®ç­ ï.

� áá¬®âà¨¬

ω =
xdy − ydx
x2 + y2

= “dθ′′ (3.22)
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� ¬¥â¨¬, çâ® dθ ï¢«ï« áì ¡ë â®ç­®©, â®«ìª® ¥á«¨ cãé¥áâ¢®¢ «  å®à®è® ®¯à¥¤¥«¥­­ ï £« ¤ª ï

äã­ªæ¨ï θ(x, y). � ª ï äã­ªæ¨ï áãé¥áâ¢ã¥â â®«ª® «®ª «ì­®, ¯à¨ x > 0. � ª¨¬ ®¡à §®¬, íâ  ä®à¬ 

ï¢«ï¥âáï â®ç­®© â®«ìª® «®ª «ì­®, á®£« á­® «¥¬¬¥ �ã ­ª à¥.

� ª¨¬ ®¡à §®¬, ª®£®¬®«®£¨¨ S1: H0
dR(S1) = R, H1

dR(S1) = R, Hp
dR(S1) = 0 p > 1.

� ¤ ç  3.13. �¡¥¤¨âìáï, çâ® ª®£®¬®«®£¨¨ â®à  T 2 = S1 × S1 à ¢­ë
H0
dR(T 2) ∼= R

H1
dR(T 2) ∼= R× R

H2
dR(T 2) ∼= R

Hq
dR(T 2) = 0,∀q > 2

(3.23)

3.4.2 �¢®©áâ¢  ª®£®¬®«®£¨© ¤¥ � ¬ 

H0 ¨ á¢ï§­®áâì, Hp>n = 0, ¤ã «ì­®áâì �ã ­ª à¥ (ã¯®¬ï­ãâì, çâ® ¤«ï ¤®ª-¢  ¤ã «ì­®áâ¨ ¢ ¤¥ � ¬¥

­ã¦­® ¢¢¥áâ¨ ¬¥âà¨ªã), ä®à¬ã«  �î­­¥â . � æ¥«®¬, ã¯®¬ï­ãâì ¯à® â®¯®«®£¨ç¥áªãî ¯à¨à®¤ã íâ®£®

®¡ê¥ªâ  { ª®£®¬®«®£¨¨ ¨¬¥îâ á¢ï§ì á £®¬®«®£¨ï¬¨ - ®¤¨­ ¨§ ¯à¥¤¬¥â®¢ ¨§ãç¥­¨ï  «£¥¡à ¨ç¥áª®©

â®¯®«®£¨¨. �«ï ¢¥é¥áâ¢¥­­ëå ¨ ª®¬¯«¥ªá­ëå { íª¢¨¢ «¥­â­®áâì £®¬®«®£¨© ¨ ª®£®¬®«®£¨©. �¥®¬¥-

âà¨ç¥áª¨© á¬ëá« £®¬®«®£¨©.

� ª®­¥æ, áª § âì, çâ® á¥©ç á ¬ë ¯à®ïá­¨¬ á¬ëá« ¯®á«¥¤­¥© ª®£®¬®«®£¨ç¥áª®© £àã¯¯ë ¨ ¯¥à¥©â¨

ª ¨­â¥£à¨à®¢ ­¨î ¨ ®à¨¥­â æ¨¨. �® á­ ç «  ¢¢¥¤¥¬ á«¥¤ãîé¨© â¥å­¨ç¥áª¨© ¯à¨¥¬ { à §¡¨¥­¨¥

¥¤¨­¨æë.

3.4.3 � §¡¨¥­¨¥ ¥¤¨­¨æë

�¯à¥¤¥«¥­¨¥ 3.14. � §¡¨¥­¨¥¬ ¥¤¨­¨æë ­ §ë¢ ¥âáï ­ ¡®à £« ¤ª¨å äã­ªæ¨© ρα, â ª¨å çâ®∑
α

ρα = 1 , ρα> 0 ,

¨ ¢ ª ¦¤®© â®çª¥ áã¬¬  ª®­¥ç­  (â.¥. ¨¬¥¥â ª®­¥ç­®¥ ç¨á«® ®â«¨ç­ëå ®â ­ã«ï ç«¥­®¢). � §¡¨¥­¨¥

¥¤¨­¨æë ρα ­ §ë¢ ¥âáï ¯®¤ç¨­¥­­ë¬ ¯®ªàëâ¨î Uα, ¥á«¨ supp(ρα) ⊂ Uα

� §¡¨¥­¨¥ ¥¤¨­¨æë áãé¥áâ¢ã¥â ­  «î¡®¬ \å®à®è¥¬" ¬­®£®®¡à §¨¨. �á«¨ £®¢®à¨âì ¬ â¥¬ â¨ç¥áª¨

ª®àà¥ªâ­®, ¤«ï ¢¢¥¤¥­¨ï à §¡¨¥­¨ï ¥¤¨­¨æë âà¥¡ã¥âáï, çâ®¡ë ¬­®£®®¡à §¨¥ ¡ë«® ¯ à ª®¬¯ ªâ­®,

â.¥. ¨§ «î¡®£® ¯®ªàëâ¨ï ¬­®£®®¡à §¨ï ¬®¦­® ¡ë«® ¢ë¡à âì â ª®¥ ¯®¤¯®ªàëâ¨¥, çâ®¡ë «î¡ ï

â®çª  á®¤¥à¦ «áì ¢ ª®­¥ç­®¬ ç¨á«¥ ®¡« áâ¥© («®ª «ì­® ª®­¥ç­®¥ ¯®¤¯®ªàëâ¨¥).

3.5 �­â¥£à¨à®¢ ­¨¥ ¨ ®à¨¥­â æ¨ï

�¯à¥¤¥«¥­¨¥ 3.15. n-¬¥à­®¥ ¬­®£®®¡à §¨¥M ®à¨¥­â¨àã¥¬®, ¥á«¨ ­  ­¥¬ áãé¥áâ¢ã¥â ω ∈ Ωn(M),

â ª ï çâ® ∀p ∈M ω|p 6= 0Ä­¨£¤¥ ­¥ ®¡à é ¥âáï ¢ ­®«ì. ω ­ §ë¢ ¥âáï ä®à¬®© ®¡êñ¬ .

�¯à¥¤¥«¥­¨¥ 3.16. �¨ää¥®¬®àä¨§¬ f :U → U á®åà ­ï¥â ®à¨¥­â æ¨î, ¥á«¨ det (df |x) > 0 ∀x ∈
U .
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�¥¬¬  3.17. M ®à¨¥­â¨àã¥¬® â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  áãé¥áâ¢ã¥â ®à¨¥­â¨àã¥¬ë©  â« á

(Uα, hα), â.¥. â ª®© çâ® ¢á¥ äãª­æ¨¨ ¯¥à¥ª«¥©ª¨: hα ◦ hβ á®åà ­ïîâ ®à¨¥­â æ¨î.

�®ª § â¥«ìáâ¢®.

�ã¤ 

∃ω ∈ Ωn(M), ω|p 6= 0 ∀p ∈ M. � áá¬®âà¨¬  â« á ¨§ ª àâ (Uα, hα), â ª¨å çâ® ¢ «®ª «ì­ëå

ª®®à¤¨­ â å ª ¦¤®© ª àâë ω( ∂
∂x1 , ...,

∂
∂xn ) > 0.

�®áª®«ìªã ¢® ¢á¥å ª àâ å ª®¬¯®­¥­âë ä®à¬ë ®¡êñ¬  ¯®«®¦¨â¥«ì­ë, â® ¨ ¢á¥ äã­ªæ¨¨ ¯¥à¥ª«¥©ª¨

hα ◦ hβ , ï¢«ïîé¨¥áï ¤¨ää¥®¬®àä¨§¬ ¬¨, á®åà ­ïîâ ®à¨¥­â æ¨î: ¤¥©áâ¢¨â¥«ì­®, ¥á«¨ ψαβ =

hα ◦ hβ = yi(x), {xi} { ª®®à¤¨­ âë ­  Uβ , {yi} { ª®®à¤¨­ âë ­  Uα, â®

ωi1...in =
∂yj1

∂xi1
...
∂yjn

∂xin
ω′j1...jn = det

(
∂yi

∂xj

)
ω′i1...in . (3.24)

�¡à â­®, ¯ãáâì ­ M § ¤ ­ ®à¨¥­â¨à®¢ ­­ë©  â« á. � áá¬®âà¨¬ á«¥¤ãîé¨¥ ä®à¬ë

ωα = ραdx
1 . . . dxn ,

£¤¥
∑
ρα = 1 { à §¡¨¥­¨¥ ¥¤¨­¨æë, ¯®¤ç¨­ñ­­®¥ íâ®¬ã  â« áã. �®£¤  ω =

∑
α ωα ­¨£¤¥ ­¥ ®¡à é-

 ¥âáï ¢ ­®«ì.
�¥ªæ¨ï 10

�¯à¥¤¥«¥­¨¥ 3.18. �­®£®®¡à §¨¥ á £à ­¨æ¥© (¬­®£®®¡à §¨¥ á ªà ¥¬) § ¤ ¥âáï  â« á®¬, â ª¨¬

çâ® ª ¦¤ ï ª àâ  ¥áâì «¨¡® Rn «¨¡® Hn (¢¥hå­ïï ¯®«ã¯«®áª®áâì Rn).

�á«¨M ¬­®£®®¡à §¨¥ á £à ­¨æ¥© â® ∂M, ¬­®£®®¡à §¨¥ áª«¥¥­­®¥ ¨§ £à ­¨æ ¥áâì ¬­®£®®¡à §¨¥

(¡¥§ £à ­¨æë). �®«¥¥ â®£®, £à ­¨æ  ®à¨¥­â¨à®¢ ­­®£® ¬­®£®®¡à §¨ï ¥áâì ®à¨¥­â¨à®¢ ­­®¥ ¬­®£®®¡à §¨¥.

�á«¨ dx1 . . . dxn ä®à¬  § ¤ îé ï ®à¨¥­â æ¨î â® ­  ®¤­®© ¨§ ª àâ. �® (−1)ndx1 . . . dxn−1 § ¤ ¥â

®à¨¥­â æ¨î ­  ¥¥ £à ­¨æ¥ xn = 0. �®¦­® ã¡¥¤¨âìáï çâ® ¢áïª ï § ¬¥­  ª®®à¤¨­ â ­  ¢¥àå­¥¬

¯®«ã¯à®áâà ­áâ¢¥, ®¡à â¨¬ ï ¨ ®¡« ¤ îé ï ¯®«®¦¨â¥«ì­ë¬ ïª®¡¨ ­®¬, ®¯à¥¤¥«ï¥â ­  £à ­¨æ¥

®¡à â¨¬ãî § ¬¥­ã ª®®à¤¨­ â á ¯®«®¦¨â¥«ì­ë¬ ïª®¡¨ ­®¬.

�¥¬¬  3.19. �á«¨M { ¬­®£®®¡à §¨¥ á £à ­¨æ¥© ∂M, â® ®à¨¥­â æ¨ï ­ M ®¤­®§­ ç­® ª ­®­¨ç¥áª¨

®¯à¥¤¥«ï¥â ®à¨¥­â æ¨î ­  ∂M.

�ãáâì ­ M § ¤ ­ ®à¨¥­â¨à®¢ ­­ë©  â« á ¨ ω { n-ä®à¬  á ª®¬¯ ªâ­ë¬ ­®á¨â¥«¥¬. �® ®¯à¥¤¥«¥­¨î∫
M
ω =

∑
α

∫
Uα

ραfdx
1 . . . dxn , (3.25)

£¤¥ ρα à §¡¨¥­¨¥ ¥¤¨­¨æë, ¯®¤ç¨­¥­­®¥ ¯®ªàëâ¨î Uα ¨ ¨­â¥£à « ¯® Uα ¯®­¨¬ ¥âáï ª ª áâ ­¤ àâ­ë©

¨­â¥£à « �¨¬ ­  ¯® Rn (á ª®â®àë¬ Uα ®â®¦¤¥áâ¢«ï¥âáï).

�¥©ç á ¬ë áä®à¬ã«¨àã¥¬ ®¤­ã ¨§ ¢ ¦­¥©è¨å â¥®à¥¬ ¤¨ää¥à¥­æ¨ «ì­®© £¥®¬¥âà¨¨ { â¥®à¥¬ã

�â®ªá .
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3.5.1 �¥®à¥¬  �â®ªá 

�¥®à¥¬  3.20 (�¥®à¥¬  �â®ªá ).

�á«¨M - ®à¨¥­â¨à®¢ ­­®¥ ¨ ª®¬¯ ªâ­®¥ n-¬¥à­®¥ ¬­®®£®®¡à §¨¥ á £à ­¨æ¥© ∂M, α ∈ Ωn−1(M)

- n− 1 ä®à¬  á ª®¬¯ ªâ­ë¬ ­®á¨â¥«¥¬, â®∫
M
dα =

∫
∂M

α (3.26)

�á«¨M { § ¬ª­ãâ  (¢ â.ç. ª®¬¯ ªâ­  ¨ ­¥ ¨¬¥¥â £à ­¨æë), â®
∫
M dα = 0.

�«¥¤áâ¢¨¥ 3.21.

�á«¨ M { § ¬ª­ãâ , â® ¨­â¥£à « ®¯à¥¤¥«ï¥â «¨­¥©­®¥ ®â®¡à ¦¥­¨¥ ¨§ £®¬®«®£¨© ¬ ªá¨¬ «-

ì­®£® à ­£  ¢ ç¨á« :
∫
M :Hn(M)→ R.

�¥©áâ¢¨â¥«ì­®, ¥á«¨ ¬­®£®®¡à §¨¥ ­¥ ¨¬¥¥â £à ­¨æë, â® ¨­â¥£à « ®â â®ç­®© ä®à¬ë ¡ã¤¥â à ¢¥­

0. �®«¥¥ â®£®, ¬®í­® § ¬¥â¨ âì¬, çâ® ¯®áª®«ìªã ä®à¬  ®¡ê¥¬  ¯®«®¦¨â¥«ì­  ¢ «î¡®© ª àâ¥, â®

¨­â¥£à « ¡ã¤¥â ®â«¨ç¥­ ®â ­ã«ï ¨ ¯®«®¦¨â¥«¥­. � ª¨¬ ®¡à §®¬, ä®à¬  ®¡ê¥¬  ï¢«ï¥âáï § ¬ª­-

ãâ®©, ­® ­¥ â®ç­®© ä®à¬®©. �ãé¥áâ¢ãîâ «¨ ¨­ë¥ § ¬ª­ãâë¥, ­® ­¥ â®ç­ë¥ ä®à¬ë? �ª §ë¢ ¥âáï,

çâ® ¢á¥ ®­¨ «¥¦ â ¢ â®¬ ¦¥ ª®£®¬®«®£¨ç¥áª®¬ ª« áá¥. �â® ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥ ¡ã¤¥â ¤®ª § ­® ¯®§¤­¥¥.

�«¥¤áâ¢¨¥ 3.22.

�á«¨ ¬­®£®®¡à §¨¥M á¢ï§­®, ª®¬¯ ªâ­® ¨ ®à¨¥­â¨àã¥¬®, â® Hn
dR(M) ∼= R.

�®ª § â¥«ìáâ¢® â¥®à¥¬ë �â®ªá .

� §®¢ë© á«ãç ©: ∂M = 0. �­®£®®¡à §¨¥ M ­¥ ¨¬¥¥â £à ­¨æë, ä®à¬  α ∈ Ωn−1(M) ¨¬¥¥â

ª®¬¯ ªâ­ë© ­®á¨â¥«ì.

�ãáâì
∑
ρi = 1 { à §¡¨¥­¨¥ ¥¤¨­¨æë, ¯®¤ç¨­¥­­®¥  â« áã {(Ui, hi)}.

α =
∑
i αi =

∑
αρi.

�  Ui ρiα = a1dx
2 ∧ ... ∧ dxn + a2dx

1 ∧ dx3 ∧ ... ∧ dxn + ...andx
1 ∧ ... ∧ dxn−1, £¤¥ ak { äã­ªæ¨¨ á

ª®¬¯ ªâ­ë¬ ­®á¨â¥«¥¬, ¯à¨ç¥¬ supp(ak)∈ Ui.

d(ρiα) =
(
∂a1

∂x1
− ∂a2

∂x2
+ ...+ (−1)n

∂an

∂xn

)
dx1 ∧ ... ∧ dxn (3.27)

�® ®¯à¥¤¥«¥­¨î ¬­®£®®¡à §¨ï Ui ¤¨ää¥®¬®àä­® ®âªàëâ®© ®¡« áâ¨ ¥¢ª«¨¤®¢®£® ¯à®áâà ­áâ¢ ,

Ui ∼= Rn ¨ ¨­â¥£à « ¢ ­¥© ï¢«ï¥âáï ®¡ëç­ë¬ ¨­â¥£à «®¬ ¯® ¥¢ª«¨¤®¢®¬ã ¯à®áâà ­áâ¢ã∫
Ui

∂a1

∂x1
dx1 ∧ ... ∧ dxn =

∫
R
...

(∫
R

∂a1

∂x1
dx1
)
dx2...dxn (3.28)

�¬¥áâ¥ á â¥¬, ª ¦¤ ï ¨§ äã­ªæ¨© ak ®â«¨ç­  ®â ­ã«ï â®«ìª® ¢ ®£à ­¨ç¥­­®© ®¡« áâ¨, ¯à¨ç¥¬

«¥¦ é¥© ¢­ãâà¨ Ui, ¯®íâ®¬ã ∫
R

∂a1

∂x1
dx1 = a1|N−N = 0, (3.29)

 ­ «®£¨ç­® ¨ ¤«ï ¤àã£¨å ai.

� ª¨¬ ®¡à §®¬, ¥á«¨ M ­¥ ¨¬¥¥â £à ­¨æë, â®
∫
M dα = 0 ∀α ∈ Ωn−1ct (M) { n − 1 ä®à¬ ­  M á

ª®¬¯ ªâ­ë¬ ­®á¨â¥«¥¬.
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�¥¯¥àì à áá¬®âà¨¬ á«ãç © á £à ­¨æ¥©. � ª ¬ë ã¦¥ ¯®ª § «¨, ¢® ¢­ãâà¥­­¨å ®¡« áâïå Ui ⊆
M/∂M,

∫
d(ρiα) = 0.

�á«¨ Ui ¤®áâ¨£ ¥â ∂M. �¥§ ®£à ­¨ç¥­¨ï ®¡é­®áâ¨ ¬®¦­® ¯®«®¦¨âì, çâ® Ui = {x1> 0} ∩Bn(1) ⊆
M, £¤¥ Bn(1) { è à®¢ ï ®¡« áâ¨ á æ¥­âà®¬ ¢ â®çª¥ ­ M. �®£¤ ∫

Ui

d(ρiα) =

∫
x1 > 0

(
∂a1

∂x1
− ∂a2

∂x2
+ ...+ (−1)n

∂an

∂xn

)
dx1 ∧ ... ∧ dxn =

∫
Rn−1

[a1]
∞
0 dx2...dxn + ... =

= −
∫
Rn−1

a1(0, x2, ..., xn)dx2...dxn + ... =

∫
Ui∩∂M

ρiα,

(3.30)

¯®áª®«ìªã (ρiω)|∂M = a(0, x2, ..., xn)dx2 ∧ ... ∧ dxn.

�®«¥¥ ¯à®§à ç­®¥ ¨ ª®à®âª®¥ ¤®ª § â¥«ìáâ¢® (¨§ �®ââ-�ã)

�¥®à¥¬  3.23. (�â®ªá) ∫
M
dω =

∫
∂M

ω

�®ª § â¥«ìáâ¢®. � á¨«ã «¨­¥©­®áâ¨ ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï ®â­®á¨â¥«ì­® ω ¤®áâ â®ç­® ¤®ª § âì ¥£® ¤«ï

ω á ­®á¨â¥«¥¬ ¢ § ¤ ­­®© Uα. � á¢®î ®ç¥à¥¤ì íâ® íª¢¨¢ «¥­â­® ¤®ª § â¥ìáâ¢ã ¤«ï á«ãçï ª®£¤ 

Uα íâ® «¨¡® Rn «¨¡® Hn. � áá¬®âà¨¬ á­ ç «  á«ãç © Rn. �®£¤  ¤®áâ â®ç­® à áá¬®âà¥âì á«ãç ©

ω = fdx1 . . . dxn−1. �¬¥¥¬ dω = ± ∂f

∂xn
dx1 . . . dxn

∫
dω = ±

∫
dx1 . . . dxn−1

∫
dxn

∂f

∂xn
=

=

∫
dx1 . . . dxn−1[f(x1, . . . , xn−l,−∞)− f(x1, . . . , xn−l,+∞)] = 0 (3.31)

�«ï á«ãç ï Hn ¨¬¥¥¬∫
Hn
dω = ±

∫
dx1 . . . dxn−1

∫ ∞
0

dxn
∂f

∂xn
=

=

∫
dx1 . . . dxn−1[f(x1, . . . , xn−l,−∞)− f(x1, . . . , xn−l, 0)] =

= ∓
∫
dx1 . . . dxn−1f(x1, . . . , xn−l, 0) =

∫
∂Hn

ω (3.32)

�¥®à¥¬  3.24. � âãâ ­¥ ­¤ ® âà¥¡®¢ âì ª®¬ ¯ªâ­®áâ¨? �á«¨M - á¢ï§­® ¨ ®à¨¥­â¨àã¥¬®,

â® (¯®á«¥ ¢ë¡®à  ®à¨¥­â æ¨¨) ¬ë ¯®«ãç¨¬ ¢ë¤¥«¥­­ë© ¨§®¬®àä¨§¬
∫
M :Hn(M)→ R.

�­ë¬¨ á«®¢ ¬¨, Hn(M) ∼= R.

�ãâ ª ª¨¥-â® ¯à®¡«¥¬ë á ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥¬. �® áãâ¨ ¢ëç¨á«ïîâáï ª®£®¬®«¯£¨¨ ¤«ï

ä®à¬ á ª®¬¯ ªâ­ë¬ ­®á¨â¥«¥¬ ­® £®¢®àïâáï ¤àã£¨¥ á«®¢ . �¥ ¯®­ïâ­®
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�®ª § â¥«ìáâ¢®. �­®£®®¡à §¨¥ Mn { ®à¨¥­â¨àã¥¬®, ω - ä®à¬  ®¡ê¥¬ , ω ∈ Ωn(M). �®¦­®

­®à¬¨à®¢ âì ä®à¬ã ®¡ê¥¬ 
∫
ω = 1.

�ë å®â¨¬ ¯®ª § âì, çâ® «î¡ ï ¤àã£ ï n-ä®à¬  (á ª®¬¯ ªâ­ë¬ ­®á¨â¥«¥¬, â.ª. íâ®£® âà¥¡ã¥â â.

�â®ªá ) ­  Mn «¥¦¨â ¢ â®¬ ¦¥ ª®£®¬®«®£¨ç¥áª®¬ ª« áá¥ [ω], â.¥. ®â«¨ç ¥âáï ®â ω ­  â®ç­ãî

ä®à¬ã.

�«îç¥¢ ï «¥¬¬ :

�¥¬¬  3.25. f :Rn → R, supp(f) ∈ (−1, 1)n. �ãáâì
∫
Rn fdx

1..dxn = 0.

�®£¤  áãé¥áâ¢ã¥â â ª®¥ £« ¤ª®¥ ®â®¡à ¦¥­¨¥ ui :Rn → R, supp(ui) ⊆ (−1, 1)n, â.ç. f =
∑
i
∂
∂xiui

â.¥ fdx1 ∧ ... ∧ dxn ï¢«ï¥âáï â®ç­®© ä®à¬®©.

�­ë¬¨ á«®¢ ¬¨, ¥á«¨ ¨­â¥£à « ®â ä®à¬ë ­  Rn à ¢¥­ 0, â® ®­  â®ç­ .

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �®ª § â¥«ìáâ¢® «¥¬¬ë.

�¡êïá­¨¬ «®£¨ªã ¤®ª § â¥«ìáâ¢  ­  ®¤­®¬¥à­®¬ á«ãç ¥. �á«¨ f :R → R, supp(f) - ª®¬¯ ªâ¥­,  

¬ë ¨é¥¬ g: dg
dx = f , ¬ë ¬®¦¥¬ ¯®¤áâ ¢¨âì g(x) =

∫ x
−∞ f(t)dt. �®£¤  g ¡ã¤¥â ¨¬¥âì ª®¬¯ ªâ­ë©

­®á¨â¥«ì, ª®£¤ 
∫
R fdt = 0.

� á«ãç ¥ ¬­®£¨å ¯¥à¥¬¥­­ëå ¬ë ¯®áâã¯ ¥¬ â ª. ρ :R→ [0, 1],

ρ(t) =

{
0, t6 − 1 + ε, ε > 0

1, t> 1− ε
(3.33)

�â¬¥â¨¬, ρ′(t) ¨¬¥¥â ­®á¨â¥«ì (−1 + ε, 1− ε).
�¯à¥¤¥«¨¬ ¨­¤ãªâ¨¢­® äã­ªæ¨¨ fi (06 i6n) ª ª: fn = f - § ¤ ­ ,  

fi(x) =

∫ 1

−1
...

∫ 1

−1
f(x1, ..., xi, χi+1, ..., χn)ρ′(xi+1)...ρ′(xn)dχi+1...dχn (3.34)

� ç áâ­®áâ¨, f0(x) = ρ′(x1)...ρ′(xn)
∫
f(χ1, ..., χn)dχ1...dχn = 0 - ¯® ãá«®¢¨î «¥¬¬ë.

�¯à¥¤¥«¨¬ ui ç¥à¥§ fi á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬,

ui(x) =

∫ xi

−1
(fi − fi−1)(x1, ..., xi−1, t, xi+1, ...xn)dt, (3.35)

supp(ui) ⊆ (−1, 1)n, ¯®«ãç¨¬ ∑
i

∂ui

∂xi

∣∣∣
x

=
∑
i

fi(x)− fi+1(x) = f (3.36)

�â® ¨ âà¥¡®¢ «®áì ¤®ª § âì.

�ã¤¥¬ ¯®«ì§®¢ âìáï íâ®© «¥¬¬®©. �ãáâì ω̂ - ¤àã£ ï n-ä®à¬  á ª®¬¯ ªâ­ë¬ ­®á¨â¥«¥¬. �ãáâì∑
ρi = 1 - à §¡¨¥­¨¥ ¥¤¨­¨æë, ¯®¤ç¨­¥­­®¥  â« áã. ω̂i = ρiω̂.

�®áâ â®ç­® ¯®ª § âì, çâ® áãé¥áâ¢ã¥â â ª®£® ç¨á«® ci ∈ R ¨ â®ç­ ï ä®à¬  dηi ∈ Ωnct(M), â ª¨¥

çâ® ρiω̂ = ciω+dηi. �®áª®«ìªã ­®á¨â¥«ì íâ¨å ä®à¬ ¬®¦¥â «¥¦ âì ¢ à §­ëå ®¡« áâïå, â® ¯à¨¤¥âáï

¯®áâà®¨âì æ¥¯ì ®¡« áâ¥© U0, U1, ..., UN ∼= Rn, £¤¥ U0 = UÄ­®á¨â¥«ì ω,   UN = VÄ­®á¨â¥«ì ω̂,

â ª çâ® Ui−1∩UiÄá¢ï§­ë. �®áª®«ìªã ­ è¥ ¬­®£®®¡à §¨¥Ä¤¨ää¥à¥­æ¨àã¥¬®¥, â® ¯® ®¯à¥¤¥«¥­¨î
äã­ªæ¨¨ ¯¥à¥ª«¥©ª¨ ¬¥¦¤ã á®á¥¤­¨¬¨ ®¡« áâï¬¨ ¢ íâ®© æ¥¯®çª¥ ï¢«ïîâáï ¤¨ää¥®¬®àä¨§¬ ¬¨,

  ®¯à¥¤¥«¨â¥«ì íâ¨å ¤¨ää¥®¬®àä¨§¬®¢ ¯®«®¦¨â¥«¥­ (â.ª.MÄ®à¨¥­â¨àã¥¬®).
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�¥¯¥àì ¢®§ì¬¥¬ ω̂i = ρiω̂ á ª®¬¯ ªâ­ë¬ ­®á¨â¥«¥¬ ¢ Ui−1∩Ui, § ¬¥â¨¬,
∫
Ui
ω̂i > 0. �®£¤  ¯® «¥¬¬¥

¢ ª ¦¤®© ¨§ ®¡« áâ¥©: ω̂1 − a1ω = dη1, ω̂2 − a2ω = dη2, ... (¤«ï ­¥ª®â®àëå ai ∈ R). �®£¤  [ω̂] = c[ω],

â.¥. ®­¨ «¥¦ â ¢ ®¤­®¬ ¨ â®¬ ¦¥ ª®£®¬®«®£¨ç¥áª®¬ ª« áá¥.

3.6 �à¨¬¥à â®¯®«®£¨ç¥áª®© â¥®à¨¨: â¥®à¨ï �¥à­ -� ©¬®­á 

�ë ¢¢¥«¨ ¨­â¥£à¨à®¢ ­¨¥ ­  ¬­®£®®¡à §¨ïåÄ ª«îç¥¢®© í«¥¬¥­â ¤«ï § ¯¨á¨ ¤¥©áâ¢¨ï ä¨§¨ç¥áª¨å

â¥®à¨©. �¯à®ç¥¬, ¬ë ­¥ á¬®¦¥¬ ¯àï¬® á¥©ç á § ¯¨á âì ¤¥©áâ¢¨¥ í«¥ªâà®¤¨­ ¬¨ª¨ ¨ ¤àã£¨å â¥®à¨©

¯®«ï á ¤¨­ ¬¨ç¥áª¨¬¨ ç«¥­ ¬¨ { ®­¨ âà¥¡ãîâ ¬¥âà¨ª¨, ®¡ê¥ªâ , ª®â®àë© ¡ã¤¥â ¯à¥¢à é âì ¤¨ä-

ä¥à¥­æ¨ «ì­ë¥ ä®à¬ë ¢ ¢¥ªâ®à­ë¥ ¯®«ï ¨ ­ ®¡®à®â (á¬. á«¥¤ãîéãî «¥ªæ¨î). �®íâ®¬ã ¬ë à á-

á¬®âà¨¬ ¯à¨¬¥à â®¯®«®£¨ç¥áª®© â¥®à¨¨ | â¥®à¨î �¥à­ -� ©¬®­á . �­  § ¤ ¥âáï ¤¥©áâ¢¨¥¬, á®á-

â®ïé¨¬ ¨§ ®¤­®£® ç«¥­ :

S =
k

4π

∫
(A ∧ dA+

2

3
A ∧A ∧A) , (3.37)

£¤¥ A { 1-ä®à¬  á® §­ ç¥­¨ï¬¨ ¢ ­¥ª®â®à®¬ ¢¥ªâ®à­®¬ ¯à®áâà ­áâ¢¥, â.¥ A = AIi dx
iTI , £¤¥

TI { ¡ §¨á íâ®£® ¢¥ªâ®à­®£® ¯à®áâà ­áâ¢ ,   xi - «®ª «ì­ë¥ ª®®à¤¨­ âë ­  ¬­®£®®¡à §¨¨, ­ 

ª®â®à®¬ ¦¨¢¥â ¤¨ää¥à¥­æ¨ «ì­ ï ä®à¬  A. �á«¨ íâ® ¢¥ªâ®à­®¥ ¯à®áâà ­áâ¢® ï¢«ï¥âáï  «£¥¡à®©

(­  ­¥¬ ¤®¯®«­¨â¥«ì­® ®¯à¥¤¥«¨«¨  ­â¨á¨¬¬¥âà¨ç­ãî ®¯¥à æ¨î), â® TI ­ §ë¢ îâ £¥­¥à â®à ¬¨

íâ®©  «£¥¡àë.

�¨§¨ç¥áª¨, A ï¢«ï¥âáï ­¥ª®â®àë¬ ¯®«¥¬, ­ ¯à¨¬¥à, í«¥ªâà®¬ £­¨â­ë¬ ¯®â¥­æ¨ «®¬ Aµ ¨§ í«¥ª-

âà®¤¨­ ¬¨ª¨. � £¥®¬¥âà¨ç¥áª®© â®çª¨ §à¥­¨ï, A { ¨¬¥¥â á¬ëá« á¢ï§­®áâ¨ (á¬. á«¥¤ãîé¨¥ £« ¢ë).

�ãç¯¥ áç¨â âì � ¬ âà¨ç­®§­ ç­ë¬ ¨ ­ ¯¨á âì á«¥¤. �®£¤  ­¥ ­ ¤® ®¡êïá­ïâì

¯à® £¥­¥à â®àë ¨ â.¯.

� ¬­®£¨å ä¨§¨ç¥áª¨å ¯®«¥© ¥áâì ª «¨¡à®¢®ç­ ï ¢ëà®¦¤¥­­®áâì { ®¤­®© ¨ â®© ¦¥ ä¨§¨ª¥ ¬®¦¥â

á®®â¢¥âáâ¢®¢ âì à §­ë¥ §­ ç¥­¨ï ¯®â¥­æ¨ «®¢, â.¥. á ¬¨ ¯®â¥­æ¨ «ë ®¯à¥¤¥«¥­ë á â®ç­®áâìî ¤®

­¥ª®â®à®£® ¯à¥®¡à §®¢ ­¨ï, ­ §ë¢ ¥¬®£® ª «¨¡à®¢®ç­ë¬.

�á«¨ ¢¥ªâ®à­ë¬ ¯à®áâà ­áâ¢®¬ ï¢«ï¥âáï  «£¥¡à  }, â® ¯à¥®¡à §®¢ ­¨ï ¨¬¥îâ ¢¨¤

A→ dgg−1 + gAg−1, g(x) ∈ } (3.38)

�«ï í«¥ªâà®¤¨­ ¬¨ª¨ ( «£¥¡à  ª®â®à®© - u(1) ∼= R) íâ  ä®à¬ã«  ã¯à®é ¥âáï ¤® A → A + dα,

α(x) ∈ R.

�â®¨â ®â¬¥â¨âì ¢ ¦­ë© ä ªâ: ­¥á¬®âàï ­  â®, çâ® ¤¥©áâ¢¨¥ �¥à­ -� ©¬®­á  ­¥ ï¢«ï¥âáï

ª «¨¡à®¢®ç­®-¨­¢ à¨ ­â­ë¬, ¥£® § ª®­ ¯à¥®¡à §®¢ ­¨ï ®ª §ë¢ ¥âáï \å®à®è¨¬". �à¨ ª «¨¡à®¢®ç­-

ëå ¯à¥®¡à §®¢ ­¨ïå, ®­® ¯®«ãç ¥â ­¥ª®â®àãî ¤®¡ ¢ªã, ª®â®à ï ®ª §ë¢ ¥âáï æ¥«®ç¨á«¥­­®©:� çâ®

¬­®£®®¡à §¨¥ ª®¬¯ ªâ­®???

S → S + n, 2πn ∈ Z (3.39)

(ä ªâ®à 2π ¯®ï¢«ï¥âáï ¯à¨ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥¬ ¢ë¡®à¥ ª®­áâ ­âë k).

� ª¨¬ ®¡à §®¬, äã­ªæ¨®­ «ì­ë© ¨­â¥£à « ®â íâ®£® ¤¥©áâ¢¨ï ®ª §ë¢ ¥âáï ª «¨¡à®¢®ç­® ¨­¢ à¨ ­â­ë¬:

I =

∫
[dA]eiS →

∫
[dA]eiS+i2πn = I (3.40)
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�«¥­ �¥à­ -� ©¬®­á  ­ è¥«  ªâ¨¢­®¥ ¯à¨¬¥­¥­¨¥ ¢ ®£à®¬­®¬ á¯¥ªâà¥ â¥¬: ®â â¥®à¥â¨ç¥áª®©

ä¨§¨ª¨ ¤® £¥®¬¥âà¨¨. �â® ¨ â®¯®«®£¨ç¥áª¨¥ â¥®à¨¨ ¯®«ï, ¨ âà¥å¬¥à­ ï £à ¢¨â æ¨ï, ¨ â¥®à¨ï

ã§«®¢,   â ª¦¥ ¬­®¦¥áâ¢® ¤àã£¨å â¥¬. � á¥â¨ ¥áâì ®£à®¬­®¥ ª®«¨ç¥áâ¢® å®à®è¨å ®¡§®à®¢ ¯® íâ¨¬

â¥®à¨ï¬.

�¨«ì­® ¢ë¡¥£ ï §  à ¬ª¨ íâ®£® ªãàá , ¤®¡ ¢«î, çâ® ­  á ¬®¬ ¤¥«¥ íâ®â ç«¥­ § ¢¨á¨â â®«ìª® ®â £®¬®â®¯¨ç¥áª®£®

ª« áá  A, á¢ï§­®áâ¨ ­  ¬­®£®®¡à §¨¨, ª®â®àë© á¢ï§ ­ ª ª á £¥®¬¥âà¨¥© ¬­®£®®¡à §¨ï, â ª ¨ á ¥£® â®¯®«®£¨¥©.

3.7 �®­âà ªæ¨ï (á¢¥àâª ) á ¢¥ªâ®à­ë¬ ¯®«¥¬ ¨ ¯à®¨§¢®¤­ ï �¨
�¥ªæ¨ï 11

�«ï ¤¨ää¥à¥­¨æ «ì­ëå ä®à¬, ¬ë áà §ã ¤ ¤¨¬ £®â®¢ãî ä®à¬ã«ã ¤«ï à áç¥â®¢ ¯à®¨§¢®¤­®© �¨,

  ¯®â®¬ ¯®ª ¦¥¬, çâ® ®­  íª¢¨¢ «¥­â­  ­ è¥¬ã à ­¥¥ ¤ ­­®¬ã ®¯à¥¤¥«¥­¨î. �«ï íâ®£® ¢¢¥¤¥¬

¯®­ïâ¨¥ ª®­âà ªæ¨¨ (á¢¥àâª¨) ä®à¬ë á ¢¥ªâ®à®¬.

�«ï p-ä®à¬ë ω ¨ ¢¥ªâ®à­®£® ¯®«ï X ®¯à¥¤¥«¨¬ ®¯¥à æ¨î ª®­âà ªæ¨¨ iX : Ωp → Ωp−1 á«¥¤-

ãîé¨¬ ®¡à §®¬

iXω(Y1, . . . , Yp−1) = ω(X,Y1, . . . , Yp−1) . (3.41)

�ç¥¢¨¤­®, (iX)2 = 0.

�á«¨ ª®¬¯®­¥­âë ä®à¬ ¢¢®¤ïâáï ª ª

ω =
∑

i1<...<ip

ωi1...ipdx
i1 . . . dxip =

1

p!
ωi1...ipdx

i1 . . . dxip , (3.42)

£¤¥ ª®¬¯®­¥­âë áç¨â îâáï  ­â¨á¨¬¬¥âà¨ç­ë¬¨ ¨ ¢® ¢â®à®¬ à ¢¥­áâ¢¥ ¯®¤à §ã¬¥¢ ¥âáï áã¬¬¨à®¢ ­¨¥

¯® ¢á¥¬ ¯®¢â®àïîé¨¬áï ¨­¤¥ªá ¬, â® ¤«ï ª®­âà ªæ¨¨ ¨¬¥¥¬ á«¥¤ãîé¥¥ ¢ëà ¦¥­¨¥:

(iXω)j1...jp−1
= X lωlj1...jp−1

. (3.43)

�«ï ª®àà¥ªâ­®áâ¨ ¤ «ì­¥©è¨å ¤¥©áâ¢¨©, ¯®«®¦¨¬ ¤¥©áâ¢¨¥ á¢¥àâª¨ ­  ­ã«ì-ä®à¬ë (äã­ªæ¨¨)

à ¢­ë¬ ­ã«¥¬ (á¢¥àâª  ­¥¢®§¬®¦­ ): iXf = 0.

�à ¤ã¨à®¢ ­­®áâì á¢¥àâª¨: ∀ω ∈ Ωp(M), ∀ω′ ∈ Ωq(M)

iX(ω ∧ ω′) = iXω ∧ ω′ + (−1)qω ∧ iXω′ (3.44)

� â¥à¬¨­ å áã¯¥à¬­®£®®¡à §¨ï ¬®¦­® § ¯¨á âì iX = Xi ∂
∂(dxi) . �â¬¥â¨¬ á«¥¤ãîé¥¥ ã¤®¡­®¥

¯à¥¤áâ ¢«¥­¨¥ ¤«ï ª®¬¯®­¥­â p-ä®à¬ë:

ωj1...jp(x) = i ∂

∂xjp

. . . i ∂

∂xj1

ω(x, dx) . (3.45)

�¯à¥¤¥«¥­¨¥ 3.26. �à®¨§¢®¤­ ï �¨ ¢ ¤¥©áâ¢¨¨ ­  ¤¨ää¥à¥­æ¨ «ì­ë¥ ä®à¬ë § ¤ ¥âáï \¬ £¨ç¥áª®©

ä®à¬ã«®© � àâ ­ ":

LXω = diXω + iXdω (3.46)

�¢®©áâ¢  ¯à®¨§¢®¤­®© �¨ ¤¨ää¥à¥­æ¨ «ì­ëå ä®à¬
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1. �à ¢¨«® �¥©¡­¨æ  ¤«ï ¤¨ää¥à¥­æ¨ «ì­ëå ä®à¬: ∀ω ∈ Ωp(M), ∀ω′ ∈ Ωq(M)

LX(ω ∧ ω′) = LX(ω) ∧ ω′ + ω ∧ LX(ω′) (3.47)

2. �®¬¬ãâ æ¨ï á ¤¨ää¥à¥­æ¨ «®¬ ¤¥ � ¬ : LXdω = dLXω

� ¤ ç  3.27. �®ª § âì á¢®©áâ¢  ¨áå®¤ï ¨§ \¬ £¨ç¥áª®© ä®à¬ã«ë � àâ ­ ".

�à ¢¨«® �¥©¡­¨æ : LX(S ⊗ T ) = (LXS)⊗ T + S ⊗ (LXT )

� ¤¥©áâ¢¨¨ ­  0-ä®à¬ë, ¯à®¨§¢®¤­ ï �¨ à ¢­  LXf = iXdf = X(f).

�«ï ¡ §¨á­ëå 1-ä®à¬ ¨¬¥¥¬

LV dxi = diV dx
i = dV xi = dV i =

∂V i

∂xj
dxj . (3.48)

�®¦­® ¨á¯®«ì§®¢ âì LXω = diX + iXd ª ª ®¯à¥¤¥«¥­¨¥ ¯à®¨§¢®¤­®© �¨ ¤«ï ¤¨ää. ä®à¬.

� íâ®¬ á«ãç ¥ ¯à®¨§¢®¤­ãî �¨ ¬®¦­® à á¯à®áâà ­¨âì ­  â¥­§®à­ë¥ ¯®«ï ¤àã£¨å â¨¯®¢ âà¥¡ãï

¯à ¢¨«  �¥©¡­¨æ  ®â­®á¨â¥«ì­® â¥­§®à­®£® ¯à®¨§¢¥¤¥­¨ï ¨ ¯¥à¥áâ ­®¢®ç­®áâ¨ á® á¢¥àâª®©. �à®¢¥à¨¬

á®£« á®¢ ­­®áâì ®¯à¥¤¥«¥­¨ï ¤«ï 1-ä®à¬.

(LXω)(Y ) = LX(ω(Y ))− ω(LXY ) = X(ω(Y ))− ω([X,Y ]) =

= dω(X,Y ) + Y (ω(X)) = (ixdω)(Y ) + (diXω)(Y ),
(3.49)

£¤¥ ¡ë«® ¨á¯®«ì§®¢ ­® ¨­¢ à¨ ­â­®¥ ®¯à¥¤¥«¥­¨¥ ¤¨ää¥à¥­æ¨ «  ¤¥ � ¬ .

3.8 �¥­§®àë. �¥âà¨ª 

� ¯®¬­¨¬ ®¯à¥¤¥«¥­¨¥ â¥­§®à­®£® ¯®«ï.

�¯à¥¤¥«¥­¨¥ 3.28. (k, l)-â¥­§®à®¬ ¢ â®çª¥ p ∈M ­ §ë¢ ¥âáï ¬ã«ìâ¨«¨­¥©­®¥ ®â®¡à ¦¥­¨¥ (â.¥.

«¨­¥©­®¥ ¯® ª ¦¤®¬ã  à£ã¬¥­âã) ¯¥à¥¢®¤ïé¥¥ k ¢¥ªâ®à®¢ ¨ l ¢¥ªâ®à®¢ ¢ â®çª¥ p ¢ R.

�¯à¥¤¥«¥­¨¥ 3.29. �ãáâì ¢ ª ¦¤®© â®çª¥ ¬­®£®®¡à §¨ï § ¤ ­ (k, l)-â¥­§®à, ¯à¨ íâ®¬ ª®¬¯®­¥­âë

íâ®£® â¥­§®à  ï¢«ïîâáï ¤¨ää¥à¥­æ¨àã¥¬ë¬¨ äã­ªæ¨ï¬¨ ®â­®á¨â¥«ì­® «®ª «ì­ëå ª®®à¤¨­ â ¢

«î¡®© ª àâ¥. � ç áâ­®áâ¨, ­  ¯¥à¥á¥ç¥­¨¨ ª®®à¤¨­ â­ëå ®ªà¥áâ­®áâ¥© ª®¬¯®­¥­âë ¯à¥®¡à §ãîâáï,

ª ª ¯®«®¦¥­® ª®¬¯®­¥­â ¬ â¥­§®à . � íâ®¬ á«ãç ¥ £®¢®àïâ, çâ® ­ M § ¤ ­® (k, l)-â¥­§®à­®¥ ¯®«¥.

�á«¨ ¢§ïâì ª àâ¨­ã ¢ æ¥«®¬, â® «®£¨ª  §  â¥­§®à­ë¬¨ ¯®«ï¬¨ â ª®¢ . � ­ ç «¥ ¬ë ¢¢¥«¨

¡ §®¢ë¥ áâàãªâãàë ­  ¬­®£®®¡à §¨¨ - äã­ªæ¨¨, ¨ ¨å ¤¨ää¥à¥­æ¨à®¢ ­¨ï - ¢¥ªâ®à­ë¥ ¯®«ï. � â¥¬,

ã¦¥ ¨áå®¤ï ¨§ á®®¡à ¦¥­¨© «¨­¥©­®©  «£¥¡àë, ¬ë ¢¢¥«¨ á®¯àï¦¥­­®¥ ¯à®áâà ­áâ¢® - ¯à®áâà ­áâ¢®

ª®¢¥ªâ®à®¢ ¨«¨ 1-ä®à¬. � íâ®¬ á¬ëá«¥, â¥­§®àë ¯à®¨§¢®«ì­®£® à ­£  - íâ® á«¥¤ãîé¨© è £ ¢ â®¬

¦¥ ­ ¯à ¢«¥­¨¨Ä «¨­¥©­®¥ ¯® ª ¦¤®¬ã  à£ã¬¥­âã ®â®¡à ¦¥­¨¥ ­ ¤ ­¥áª®«ìª¨¬¨ ¢¥ªâ®à­ë¬¨

¨ ª®¢¥ªâ®à­ë¬¨ ¯®«ï¬¨.

� ª¨¬ ®¡à §®¬, ¤«ï ¯à®¢¥àª¨ â¥­§®à­®áâ¨ ­ã¦­® ¯à®¢¥à¨âì ¯®«¨«¨­¥©­®áâì, ¢ ç áâ­®áâ¨, ¢ á«ãç ¥

ª®£¤  ª®íää¨æ¨¥­âë ï¢«ïîâáï äã­ªæ¨ï¬¨. � ¯à¨¬¥à, 1-ä®à¬ë ï¢«ïîâáï â¥­§®à­ë¬¨ ¯®«ï¬¨:

ω(fX + gY ) = ω(fX) + ω(gY ) = fω(X) + gω(Y ) (3.50)
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� ¤ ç  3.30. �®ª § âì, çâ® ®¡ê¥ªâ T (X) := LXY ­¥ ï¢«ï¥âáï (1, 0) â¥­§®à­ë¬ ¯®«¥¬, £¤¥ Y ∈
Γ(TM), â.¥ ­¥ª®àà¥ªâ­® à áá¬ âà¨¢ âì ¯à®¨§¢®¤­ãî �¨ ¡¥§ ãª § ­¨ï ¯® ª ª®¬ã ¯®«î ®áãé¥áâ¢«-

ï¥âáï ¯¥à¥­®á.

�à¥®¡à §®¢ ­¨¥ ª®¬¯®­¥­â â¥­§®à  ¯à¨ § ¬¥­¥ ª®®à¤¨­ â ¤ ¥âáï á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬. �á«¨

ª®®à¤¨­ âë â¥­§®à  ¢ ª®®à¤¨­ â­®© ª àâ¥ {x1, ..., xn} ¤ îâáï ª ª

T j1...jli1...ik
= T (

∂

∂xi1
, ...,

∂

∂xik
, dxj1 , ..., dxjl) , (3.51)

â® ª®¬¯®­¥­âë ¢ ª®®à¤¨­ â å {x′1, ..., x′n} à ¢­ë:

T ′j1...jli1...ik
= T (

∂

∂x′i1
, ...,

∂

∂x′ik
, dx′j1 , ..., dx′jl) = T (

∂xm1

∂x′i1

∂

∂xm1
, ...,

∂xmk

∂x′ik

∂

∂xmk
,
∂x′j1

∂xn1
dxn1 , ...,

∂x′jl

∂xnl
dxnl) =

=
∂xm1

∂x′i1
...
∂xmk

∂x′ik

∂x′j1

∂xn1
...
∂x′jl

∂xnl
T (

∂

∂xm1
, ...,

∂

∂xmk
, dxn1 , ..., dxnl) ,

(3.52)

� ª¨¬ ®¡à §®¬, § ª®­ ¯à¥®¡à §®¢ ­¨ï ª®¬¯®­¥­â â¥­§®à  ¢ «®ª «ì­ëå ª®®à¤¨­ â å ¢ë£«ï¤¨â ª ª

T ′j1...jli1...ik
(x′) =

∂xm1

∂x′i1
...
∂xmk

∂x′ik

∂x′j1

∂xn1
...
∂x′jl

∂xnl
Tn1...nl
m1...mk

(x) , (3.53)

�¯à¥¤¥«¥­¨¥ 3.31. �¥âà¨ª  g { íâ® á¨¬¬¥âà¨ç­®¥ â¥­§®à­®¥ ¯®«¥ (2, 0)- à ­£ , ª®¬¯®­¥­âë

ª®â®à®£® ¢ «î¡®© ª àâ¥ ï¢«ïîâáï ­¥¢ëà®¦¤¥­­ë¬¨ ¬ âà¨æ ¬¨. �á«¨ íâ®â â¥­§®à ¯®«®¦¨â¥«ì­®

®¯à¥¤¥«¥­, â® ¬¥âà¨ª  ­ §ë¢ ¥âáï �¨¬ ­®¢®©. �­ ç¥ { ¯á¥¢¤®à¨¬ ­®¢®©.

� «®ª «ì­ëå ª®®à¤¨­ â å g = gijdx
idxj { ¨­â¥à¢ « ¢ ���.

� ­¥¥ ¬ë £®¢®à¨«¨ ® â®¬, çâ® ¯à®áâà ­áâ¢® ¢¥ªâ®à­ëå ¯®«¥© ¨§®¬®àä­® á¢®¥¬ã á®¯àï¦¥­­®¬ã

{ ¯à®áâà ­áâ¢ã 1-ä®à¬. �¥âà¨ª  ¨ ï¢«ï¥âáï íâ¨¬ ¨§®¬®àä¨§¬®¬, ¯à¥¢à é îé¨¬ ¢¥ªâ®à­ë¥ ¯®«ï

¢ ª®¢¥ªâ®à­ë¥:

g :X 7→ ω = g(X, ·) (3.54)

� «®ª «ì­ëå ª®®à¤¨­ â å íâ® § ¯¨áë¢ ¥âáï ª ª ®¯ãáª ­¨¥ ¨­¤¥ªá : ωi = gijX
j .

� ª®­¥æ, ¯¥à¥¤ â¥¬ ª ª ¢¥à­ãâìáï ª ¤¨ää¥à¥­æ¨ «ì­ë¬ ä®à¬ ¬, áª ¦¥¬ ¯ àã á«®¢ ® á¨¬¬¥-

âà¨ïå ¬¥âà¨ª¨.

�¯à¥¤¥«¥­¨¥ 3.32. �¥ªâ®à­ë¬ ¯®«¥¬ �¨««¨­£  ­ §ë¢ ¥âáï ¢¥ªâ®à­®¥ ¯®«¥ X, â.ç. LXg = 0.

�¥ªâ®à­ë¥ ¯®«ï �¨««¨­£  ®¡à §ãîâ  «£¥¡àã á¨¬¬¥âà¨© ¬¥âà¨ª¨.

�¯à¥¤¥«¥­¨¥ 3.33. �®­ä®à¬­ë¬ ¢¥ªâ®à­ë¬ ¯®«¥¬ �¨««¨­£  ­ §ë¢ ¥âáï ¢¥ªâ®à­®¥ ¯®«¥ X, â.ç.

LXg ∝ g.

�®­ä®à¬­ë¥ á¨¬¬¥âà¨¨ - ¯à¥®¡à §®¢ ­¨ï ª®®à¤¨­ â, ª®â®àë¥ á®åà ­ïîâ ä®à¬ã ¬¥âà¨ª¨ ¢¯«®âì

¤® ­¥ª®â®à®£® ®¡é¥£® ¬­®¦¨â¥«ï (¢®®¡é¥ £®¢®àï ï¢«ïîé¥£®áï äã­ªæ¨¥©). � ª¨¥ ¯à¥®¡à §®¢ ­¨ï

¬¥­ïîâ ¤«¨­ë, ­® á®åà ­ïîâ ã£«ë ¬¥¦¤ã ¢¥ªâ®à ¬¨.
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3.9 �ã «ì­®áâì �®¤¦ 

� áá¬®âà¨¬ ¯à®áâà ­áâ¢® ¤¨ää¥à¥­¨æ «ì­ëå ä®à¬ ¢á¥å à ­£®¢ ­ M:

Ω�(M) = ⊕dimM
i=0 Ωi(M) . (3.55)

� ¦¤®¥ Ωi(M) ∀i ï¢«ï¥âáï ¢¥ªâ®à­ë¬ ¯à®áâà ­áâ¢®¬ à §¬¥à­®áâ¨ Cin =
n!

i!(n− i)!
. �®íâ®¬ã

¤®«¦¥­ áãé¥áâ¢®¢ âì ¨§®¬®àä¨§¬ Ωi(M)� Ωn−i(M). �â®â ¨§®¬®àä¨§¬ ­ §ë¢ ¥âáï ¤ã «ì­®áâìî

�®¤¦ . �«ï  «£¥¡àë ¤¨ää¥à¥­æ¨ «ì­ëå ä®à¬ ¤«ï ¯®áâà®¥­¨ï íâ®£® ¨§®¬®àä¨§¬  ¢ ï¢­®¬ ¢¨¤¥

âà¥¡ã¥âáï ¬¥âà¨ª .

�¯à¥¤¥«¥­¨¥ 3.34. �ãáâì (M, g) - n-¬¥à­®¥ (¯á¥¢¤®-)�¨¬ ­®¢®¥ ¬­®£®®¡à §¨¥. �®£¤  ¤¥©áâ¢¨¥

¤ã «ì­®áâ¨ �®¤¦  ­  p-ä®à¬ë ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ª ª

? : Ωp(M) → Ωn−p(M) (3.56)

ω 7→ ?ω

? ω =
1

p!(n− p)!
εi1...ipip+1...ing

i1j1 ...gipjpωj1...jpdx
ip+1 ∧ ... ∧ dxin , (3.57)

£¤¥ εi1...ipip+1...in { ¯®«­®áâìî  ­â¨á¨¬¬¥âà¨ç¥áª¨© ®¡ê¥ªâ. �®áª®«ìªã ω, ? ω,   â ª¦¥ (®¡à â­ ï)

¬¥âà¨ª  ï¢«ïîâáï â¥­§®à ¬¨, â® ¨ εi1...ipip+1...in { â®¦¥ ¤®«¦¥­ ¡ëâì â¥­§®à®¬. � ¬ ­ã¦­  ¨­¢ à¨ ­â­ ï

§ ¯¨áì ¯®«­®áâìî  ­â¨á¨¬¬¥âà¨ç­®£® á¨¬¢®« .

�ë §­ ¥¬, çâ® ¢ �¢ª«¨¤®¢®¬ ¯à®áâà ­áâ¢¥ íâ®â ®¡ê¥ªâ - n-¬¥à­ ï ¬ âà¨æ  εi1...in , á®áâ®ïé ï

â®«ìª® ¨§ ±1 ¨ ­ã«¥©. �­  ã¤®¢«¥â¢®àï¥â á«¥¤ãîé¥¬ã á¢®©áâ¢ã:

εi1...ipip+1...inε
j1...jpip+1...in = p!(n− p)!δj1[i1δ

j2
i2
...δ

jp
ip]
, (3.58)

¢ ç áâ­®áâ¨,

εi1...inε
i1...in = n! (3.59)

� ¤ ç  3.35. �®ª § âì (3.58) ¨ (3.59).

�®âà¥¡ã¥¬, çâ®¡ë íâ® á¢®©áâ¢® (â®ç­¥¥ ¥£®  ­ «®£, ãç¨âë¢ îé¨© á¨£­ âãàã ¬¥âà¨ª¨ - á¬.

¤ «¥¥) ¢ë¯®«­ï«®áì ¤«ï «î¡®£® ¯à®áâà ­áâ¢ .

� áá¬®âà¨¬, ª ª ¯®¤­¨¬ îâáï ¨­¤¥ªáë ã εi1...in :

εi1...in = gi1j1 ...ginjnεj1...jn = g−1εi1...in (3.60)

� ª¨¬ ®¡à §®¬,

εi1...inεi1...in = g−1
∑
i1,...in

εi1...inεi1...in = n!g−1, (3.61)

�ë ¯®«ãç¨«¨ ¯à ¢¨«ì­ë© ¢¨¤ á â®ç­®áâìî ¤® ¤¥â¥à¬¨­ ­â  ¬¥âà¨ª¨. �á«¨ ¬ë ¢ª«îç¨¬ ¥£® ¢

®¯à¥¤¥«¥­¨¥ ¯®«­®áâìî  ­â¨á¨¬¬¥âà¨ç­®£® â¥­§®à , â® ¬ë ¯®«ãç¨¬ ¦¥« ¥¬®¥ ãá«®¢¨¥:

εi1...in =
√
|g|εi1...in , εi1...inε

i1...in = ±n! (3.62)
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� ¤ ç  3.36. �à®¢¥à¨âì (3.62). �à®¢¥à¨âì

εi1...ipip+1...inε
j1...jpip+1...in = ±p!(n− p)!δj1[i1δ

j2
i2
...δ

jp
ip]
, (3.63)

£¤¥ §­ ª ± § ¢¨á¨â ®â á¨£­ âãàë ¬¥âà¨ª¨: +1, ¥á«¨ ¬¥âà¨ª  ¯®«®¦¨â¥«ì­® ®¯à¥¤¥«¥­ , â.¥.

�¨¬ ­®¢ , ¨ −1, ¥á«¨ ¬¥âà¨ª  ®¯à¥¤¥«¥­  ®âà¨æ â¥«ì­®, ª ª ¢ ��� (¯á¥¢¤®-�¨¬ ­®¢ ).

!! � ¤ ç  3.37. �à®¢¥à¨âì ¢ ¦­¥©è¥¥ á¢®©áâ¢® ¤ã «ì­®áâ¨ �®¤¦ :

? ?ω = (−1)p(n−p)ω, ω ∈ Ωp(M) (3.64)

!! � ¤ ç  3.38. �¥©áâ¢¨¥ í«¥ªâà®¤¨­ ¬¨ª¨. � ª« áá¨ç¥áª®© â¥®à¨¨ ¯®«ï ¤¥©áâ¢¨¥ í«¥ªâà®¤¨­ ¬¨ª¨

­  ä®­¥ ¨áªà¨¢«¥­­®£® ¯à®áâà ­áâ¢ , ¨§ ª®â®à®£® ¢ë¢®¤ïâáï ãà ¢­¥­¨ï � ªá¢¥«« , ¨¬¥¥â á«¥¤-

ãîé¨© ¢¨¤

S = −1

4

∫
d4x
√
|g| FµνFµν , (3.65)

£¤¥ Fµν = ∂µAν − ∂νAµ -  ­â¨á¨¬¬¥âà¨ç­ë© â¥­§®à ¯®«ï.

�®ª § âì, çâ® ­  ï§ëª¥ ¤¨ää¥à¥­æ¨ «ì­ëå ä®à¬ íâ® ¤¥©áâ¢¨¥ ¯¥à¥¯¨áë¢ ¥âáï ª ª

S = −1

2

∫
F ∧ ?F , (3.66)

£¤¥ F = 1
2Fµνdx

µ ∧ dxν .

!! � ¤ ç  3.39. �ãá®ª ¨§ â¥®à¨¨ ¤¥ � ¬  ª ª § ¤ ç  (to be given as additional material, 29.11.2018)

4 � áá«®¥­¨ï
�¥ªæ¨ï 12

�  ¯à ªâ¨ª¥ ç áâ® ¯à¨å®¤¨âáï ¨¬¥âì ¤¥«® á ¬­®£®®¡à §¨ï¬¨, ª®â®àë¥ ¬®¦­® ¯à¥¤áâ ¢¨âì ª ª

M1×M2 (¯àï¬®¥ ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥). �®à®è¨¬ ¯à¨¬¥à®¬ ¨§ ä¨§¨ª¨ ¬®¦¥â á«ã¦¨âì ª®­ä¨£ãà æ¨®­­®¥

¯à®áâà ­áâ¢® ®¡ê¥¤¨­¥­­®© á¨áâ¥¬ë (à ¢­®¥ ¯à®¨§¢¥¤¥­¨î ª®­ä¨£ãà æ¨®­­ëå ¯à®áâà ­áâ¢ íâ¨å

á¨áâ¥¬). �®«¥¥ â®£®, ®â®¡à ¦¥­¨ï¬M1 →M2 ã¤®¡­® ¯à¨¤ âì £¥®¬¥âà¨ç¥áª¨© á¬ëá« ¯®¢¥àå­®áâ¥©

¢M1×M2. � á«ãç ¥M1×M2 ¬ë ¨¬¥¥¬ ¤¢  ®â®¡à ¦¥­¨ï (¥áâ¥áâ¢¥­­ë¥ ¯à®¥ªæ¨¨) πk : M1×M2 →
Mk.

�¬¥áâ¥ á â¥¬, ¢ ä¨§¨ª¥ ¢áâà¥ç îâáï ¯®å®¦¨¥ á¨âã æ¨¨, ¢ ª®â®àëå ¯à¨å®¤¨âáï ¨¬¥âì ¤¥«® ­¥ á

¯àï¬ë¬ ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥¬,   ¯®«ã¯àï¬ë¬. �®ïá­¨¬. � áá¬®âà¨¬ ª á â¥«ì­®¥ à áá«®¥­¨¥ TS2 ­ ¤ S2.

�á«¨ ®£à ­¨ç¨âìáï ª®®à¤¨­ â­®© ®ªà¥áâ­®áâìî U ­  S2, â® ­  π−1U ¬®¦­® ¢¢¥áâ¨ ª®®à¤¨­ âë

x1, x2, y1, y2 â ª çâ® ¯ à¥ p, Vp ∈ TpM ®â¢¥ç îâ ª®®à¤¨­ âë x1(p), x2(p), y1 = dx1(Vp), dx
2(Vp)

(¨­ë¬¨ á«®¢ ¬¨, y1, y2 | ª®¬¯®­¥­âë ¢¥ªâ®à  Vp). � ª¨¬ ®¡à §®¬, ¢ë¡®à ª®®à¤¨­ â ®â®¦¤¥áâ¢«-

ï¥â π−1U á U × R2. �àã£¨¬¨ á«®¢ ¬¨, «®ª «ì­® ­ è¥ TM ãáâà®¥­® ª ª ¯àï¬®¥ ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥.

�¤­ ª® £«®¡ «ì­® íâ® ­¥ â ª. �¦  ­¥«ì§ï ¯à¨ç¥á âì.

� ç áâ­®áâ¨, ®â«¨ç¨¥ TM ®â ¯àï¬®£® ¯à®¨§¢¥¤¥­¨ï áâ ­®¢¨âáï ­ ¨¡®«¥¥ ­ £«ï¤­®, ¥á«¨ ¯®¯ëâ âì-

áï ¯à¨¤ âì ¢¥ªâ®à­®¬ã ¯®«î ­  M á¬ëá« ¢¥ªâ®à-äã­ªæ¨¨ (â.¥. ®â®¡à ¦¥­¨î ¨§ M ¢ ­¥ª®â®à®¥

¢¥ªâ®à­®¥ ¯à®áâà ­áâ¢®). �®ª «ì­® íâ® ¢®§¬®¦­®. �¥©áâ¢¨â¥«ì­®, ¢ë¡à ¢ ª®®à¤¨­ âë ­  U , ¬ë

¬®¦¥¬ ¯à®áâ® § ¯¨á âì V ∈ Γ(TM) ª ª ¢¥ªâ®à äã­ªæ¨î V i(x1, x2), i = 1, 2. �¤­ ª®, £«®¡ «ì­®

â ª ­¥ ¯®«ãç¨âáï. �¥¬ ­¥ ¬¥­¥¥, ¢¥ªâ®à­®¥ ¯®«¥ ¬®¦­® ¯®­¨¬ âì ª ª ®â®¡à ¦¥­¨¥ V : M → TM ,
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ã¤®¢«¥â¢®àïîé¥¥ π◦V = id. � ª¨¥ ®â®¡à ¦¥­¨ï ­ §ë¢ îâáï á¥ç¥­¨ï¬¨. � á«ãç ¥, ¥á«¨ ¬ë ¨¬¥¥¬

¤¥«® á ¯àï¬ë¬ ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥¬, § ¤ âì á¥ç¥­¨¥ | â®¦¥ á ¬®¥, çâ® § ¤ âì ®â®¡à ¦¥­¨¥ M1 → M2.

� ®¡é¥¬ á«ãç ¥ íâ® ­¥ â ª. �à¨ íâ®¬, á¥ç¥­¨¥ ¢á¥ à ¢­® ¬®¦­® ¯®­¨¬ âì ª ª ¯®¢¥àå­®áâì ¢ TM ,

ª®â®à ï ¯à®¥ªæ¨¥© ®â®¡à ¦ ¥âáï ¤¨ää¥®¬®àä­® ¢ M .

�à¨è«® ¢à¥¬ï ¢¢¥áâ¨ ä®à¬ «ì­®¥ ®¯à¥¤¥«¥­¨¥ ¨ ®¡®§­ ç¥­¨ï.

�¯à¥¤¥«¥­¨¥ 4.1. �®ª «ì­® âà¨¢¨ «ì­ë¬ à áá«®¥­¨¥¬ (¤ «¥¥ à áá«®¥­¨¥) ­ §ë¢ ¥âáï ­ ¡®à

(E,B, π), £¤¥ E,B-¬­®£®®¡à §¨ï (â®â «ì­®¥ ¯à®áâà ­áâ¢®, ¡ § ), π :E → B ¤¨ää¥à¥­æ¨àã¥¬®¥

®â®¡à ¦¥­¨¥ (¥áâ¥áâ¢¥­­ ï ¯à®¥ªæ¨ï). �à¨ íâ®¬ áãé¥áâ¢ã¥â ¯®ªàëâ¨¥ Uα, â ª®¥ çâ® ¨¬¥¥âáï ¤¨ä-

ä¥®¬®àä¨§¬ φα : π−1Uα → Uα × F , £¤¥ F ¬­®£®®¡à §¨¥ (á«®©), ¨ â ª®© çâ® π1 ◦ φα = π, £¤¥

π1 : Uα × F → Uα ¯à®¥ªæ¨ï ­  ¯¥à¢ë© á®¬­®¦¨â¥«ì.

�ç¥¢¨¤­®, çâ® à áá¬®âà¥­­®¥ ¢ëè¥ TM ï¢«ï¥âáï à áá«®¥­¨¥¬, £¤¥ M -¡ § , Rn-á«®©   TM -

â®â «ì­®¥ ¯à®áâà ­áâ¢®.

� áá«®¥­¨¥ ­ §ë¢ ¥âáï âà¨¢¨ «ì­ë¬, ¥á«¨ áãé¥áâ¢ã¥â ¤¨ää¥®¬®àä¨§¬ φ : E → B × F , â ª®©
çâ® π1 ◦ φ = π. �àã£¨¬¨ á«®¢ ¬¨ E ï¢«ï¥âáï ¯àï¬ë¬ ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥¬.

�¯à¥¤¥«¥­¨¥ 4.2. �¥ç¥­¨¥¬ à áá«®¥­¨ï E → B ­ §ë¢ ¥âáï ®â®¡à ¦¥­¨¥ s : B → E, ã¤®¢«¥â¢®à-

ïîé¥¥ π ◦ s = id.

�®­ïâ¨¥ á¥ç¥­¨ï ï¢«ï¥âáï ®¡®¡é¥­¨¥¬ ¯®­ïâ¨ï äã­ªæ¨¨ á® §­ ç¥­¨¥¬ ¢ ­¥ª®â®ào¬ ¯à®áâà ­á-

â¢¥ (­ ¯à¨¬¥à ¢¥ªâ®à äã­æª¨¨). � ª ¬ë ã¦¥ ¢¨¤¥«¨ ¢¥ªâ®à­ë¥ ¯®«ï (­¥®¡å®¤¨¬ë¥ ¢ ä¨§¨ª¥) ¢

®¡é¥¬ á«ãç ¥ ­¥ ï¢«ïîâáï ¢¥ªâ®à-äã­ªæ¨ï¬¨,   ï¢«ïîâáï á¥ç¥­¨ï¬¨ ª á â¥«ì­®£® à áá«®¥­¨ï.

� áá¬®âà¨¬ ª á â¥«ì­®¥ ¯à®áâà ­áâ¢® TpE ¢ â®çª¥ p. �¥à¥§ â®çªã p ¯à®å®¤¨â ¯®¤¬­®£®®¡à §¨¥

π−1(π(p)). � á â¥«ì­® ¯à®áâà ­áâ¢® ª íâ®¬ã ¬­®£®®¡à §¨î ¢ p ­ §ë¢ ¥âáï ¢¥àâ¨ª «ì­ë¬ ¯®¤¯à®á-

âà ­áâ¢®¬ TpE. � ¦­® § ¬¥â¨âì, çâ® £®à¨§®­â «ì­®¥ ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢® ¥áâ¥áâ¢¥­­ë¬ ®¡à §®¬ ­¥

§ ¤ ­® (¢ ®â«¨ç¨¥ ®â á«ãç ï ª®£¤  ¬ë ¨¬¥¥¬ ¤¥«® á ¯àï¬ë¬ ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥¬). �ë¡®à «®ª «-

ì­®© âà¨¢¨ «¨§ æ¨¨ ä¨ªá¨àã¥â ¨ £®à¨§®­â «ì­®¥ ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢®, ®¤­ ª® ®­® § ¢¨á¨â oâ ¢ë¡®à 

âà¨¢¨ «¨§ æ¨¨. � ®¡é¥¬ á«ãç ¥ £®¢®àïâ, çâ® ¥á«¨ § ¤ ­® ¯à ¢¨«®, á®¯®áâ ¢«ïîé¥¥ ª ¦¤®© â®çª¥

¯®¤¯à®áâà ­áâ¢®, ¤®¯®«­¨â¥«ì­®¥ ª ¢¥àâ¨ª «ì­®¬ã ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢ã, â® ­  à áá«®¥­¨¨ § ¤ ­  á¢-

ï§­®áâì (á¢ï§­®áâì �à¥á¬ ­ )).

�à¥¤¨ à áá«®¥­¨© ¢ ¦­ë© ¨ ®â­®á¨â¥«ì­® ¯à®áâ®© ª« áá à áá«®¥­¨© ®¡à §ãîâ ¢¥ªâ®à­ë¥ à á-

á«®¥­¨ï. �â® à áá«®¥­¨ï ã ª®â®àëå á«®¥¬ ï¢«ï¥âáï ¢¥ªâ®à­®¥ ¯à®áâà ­áâ¢®   äã­ªæ¨¨ ¯¥à¥ª«¥©ª¨

ï¢«ïîâáï «¨­¥©­ë¬¨ ¯à¥®¡à §®¢ ­¨ï¬¨. �®«¥¥ ä®à¬ «ì­®:

�¯à¥¤¥«¥­¨¥ 4.3. �¥ªâ®à­ë¬ à áá«®¥­¨¥¬ ­ §ë¢ ¥âáï ­ ¡®à (E,B, π), £¤¥ E,B, F -¬­®£®®¡à §¨ï

(â®â «ì­®¥ ¯à®áâà ­áâ¢®, ¡ § , á«®©), π :E → B ®â®¡à ¦¥­¨¥ ­  (¥áâ¥áâ¢¥­­ ï ¯à®¥ªæ¨ï). �à¨ íâ®¬

¢ë¯®«­¥­ë á«¥¤ãîé¨¥ ãá«®¢¨ï

• �ãé¥áâ¢ã¥â ¯®ªàëâ¨¥ Uα â ª®¥ çâ®: π−1Uα ∼= Uα × F ,   F { ¢¥ªâ®à­®¥ ¯à®áâà ­áâ¢® (­ ¤ R
¨«¨ C).

• �ãé¥áâ¢ã¥â (Uα, φα) £¤¥ φα :π−1Uα → Uα × F ¨ π′(φαx) = πx £¤¥ π′ áâ ­¤ àâ­ ï ¯à®¥ªæ¨ï

­  ¯¥à¢ë© á®¬­®¦¨â¥«ì ¢ Uα × F .

• � «î¡®© â®çª¥ p ∈ (Uα ∩ Uβ) ¢ë¯®«­¥­® φαβ ∈ GL(F ), £¤¥ φαβ = φα ◦ φ−1β .
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� «¥¥ ¬ë ¡ã¤¥¬ à áá¬ âà¨¢ âì ¢¥ªâ®à­ë¥ à áá«®¥­¨ï.

�à¨¬¥àë. � ¬ë© ¯à®áâ®© ¯à¨¬¥à { íâ® âà¨¢¨ «ì­®¥ à áá«®¥­¨¥, â.¥. à áá«®¥­¨¥, ¤«ï ª®â®à®£®

E = B × F . �«ï â ª®£® à áá«®¥­¨ï ¢á¥  ªá¨®¬ë  ¢â®¬ â¨ç¥áª¨ ¢ë¯®«­ïîâáï. �éñ ¯à¨¬¥à (¢

®¡é¥¬ á«ãç ¥ ­¥âà¨¢¨ «ì­ë©) { ª á â¥«ì­®¥ à áá«®¥­¨¥ ­ ¤ ¬­®£®®¡à §¨¥¬. �ë¡¥à¥¬ E = TM,

B =M, π-®â®¡à ¦¥­¨¥, á®¯®áâ ¢«ïîé¥¥ ª á â¥«ì­®¬ã ¢¥ªâ®àã ¢ â®çª¥ á ¬ã â®çªã. �á¥  ªá¨®¬ë

®ª §ë¢ îâáï ®ç¥¢¨¤­ë¬ ®¡à §®¬ ¢ë¯®«­¥­ë, ¥á«¨ ¢ ª ç¥áâ¢¥ ¯®ªàëâ¨ï Uα ¢§ïâì ¯®ªàëâ¨¥ ¡ §ë

ª®®à¤¨­ â­ë¬¨ ª àâ ¬¨,   â ª¦¥ ¢§ïâì ∂
∂xi ¢ ª ç¥áâ¢¥ ¡ §¨á  ¢ ª ©¤®¬ á«®¥. � ç áâ­®áâ¨, â®

çâ® φαβ ∈ GL(F ) ®ç¥¢¨¤­® ¢ëâ¥ª ¥â ¨§ § ª®­  ¯à¥®¡à §®¢ ­¨ï ª®¬¯®­¥­â ¢¥ªâ®à  ­  ¯¥à¥ªàëâ¨¨

ª àâ.

�¯à¥¤¥«¥­¨¥ 4.4. �¥ç¥­¨¥¬ à áá«®¥­¨ï (E,B, π) ­ §ë¢ ¥âáï ®â®¡à ¦¥­¨¥ σ :B → E â ª®¥ çâ®

πσ = id. �¡®§­ ç ¥âáï: σ ∈ Γ(TM).

� á«ãç ¥ ¥á«¨ à áá«®¥­¨¥ âà¨¢¨ «ì­®, ¯®­ïâ¨¥ á¥ç¥­¨ï á®¢¯ ¤ ¥â á ¯®­ïâ¨¥¬ ¢¥ªâ®à­®§­ ç­®©

äã­ªæ¨¨. � ®¡é¥¬ á«ãç ¥, á¥ç¥­¨¥ ï¢«ï¥âáï äã­ªæ¨¥© â®«ìª® «®ª «ì­®.

� ¤ ç  4.5. �®ª § âì, çâ® ¢¥ªâ®à­®¥ ¯®«¥ ­ M ï¢«ï¥âáï á¥ç¥­¨¥¬ TM.

�¯à¥¤¥«¥­¨¥ ¢¥ªâ®à­®£® à áá«®¥­¨ï £ à ­â¨àã¥â áãé¥áâ¢®¢ ­¨¥ âà¨¢¨ «¨§ æ¨¨ (Uα, φα), ã¤®¢«¥â¢®à-

ïîé¥©  ªá¨®¬ ¬ ¢¥ªâ®à­®£® à áá«®¥­¨ï. �®¦­® ¯®ª § âì, çâ® ¥á«¨ § ¤ ­® ¯®ªàëâ¨¥ ¨ ­ ¡®à

äã­ªæ¨© φαβ , § ¤ ­­ëå ­  ¯¥à¥ªàëâ¨¨ ®ªà¥áâ­®áâ¥© ¨ ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨å ®¯à¥¤¥«¥­­ë¬ ãá«®¢¨ï¬

á®¢¬¥áâ­®áâ¨, â® à áá«®¥­¨¥ ®¯à¥¤¥«¥­® á â®ç­®áâìî ¤® ¨§®¬®àä¨§¬ . �®ç­¥¥:

�à¥¤«®¦¥­¨¥ 4.6. �ãáâì ­  ¡ §¥ B § ¤ ­® ¯®ªàëâ¨¥ Uα ¨ äã­ªæ¨¨ φαβ :Uα ∩ Uβ → GL(F ),

ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨¥

φαβ ◦ φβα = id , φαβ ◦ φβγ ◦ φγα = id , (4.1)

¢ «î¡®© â®çª¥ Uα∩Uβ ¨ Uα∩Uβ ∩Uγ . �®£¤  áãé¥áâ¢ã¥â ¥¤¨­áâ¢¥­­®¥ (á â®ç­®áâìî ¤® ¨§®¬®à-

ä¨§¬ ) à áá«®¥­¨¥ (E,B, π) ¨ âà¨¢¨ «¨§ æ¨ï Uα, φα â ª¨¥ çâ® φαβ = φαφ
−1
β

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �â®¡ë ¯®áâà®¨âì à á«®¥­¨¥ ¯® § ¤ ­­®¬ã ¯®ªàëâ¨î ¨ äã­ªæ¨ï¬ áª«¥©ª¨ à á-

á¬®âà¨¬ ¬­®¦¥áâ¢®, ï¢«ïîé¥¥áï ­¥á¢ï§­ë¬ ®¡ì¥¤¨­¥­¨¥¬ ∪αUα × F . �¢¥¤¥¬ ­  íâ®¬ ¬­®¦¥áâ¢¥

®â­®è¥­¨¥ íª¢¨¢ «¥­â­®áâ¨,   ¨¬¥­­® ¯ àë (p, v) ∈ Uα × F ¨ (p′, v′) ∈ Uβ × F íª¢¨¢ «¥­â­ë ¥á«¨

p = p′ ª ª â®çª¨ B ¨ v′ = φβαv. �® çâ® ¢¥¢¤¥­­®¥ ®â­®è¥­¨¥ íª¢¨¢ «¥­â­®áâ¨ ª®àà¥ªâ­® á«¥¤-

ã¥â ¨§ (4.1). �¯à¥¤¥«¨¬ E ª ª ä ªâ®à ¬­®¦¥áâ¢®. �®¦­® ã¡¥¤¨âìáï çâ® E ¥áâ¥áâ¢¥­­ë¬ ®¡à §®¬

ï¢«ï¥âáï ¬­®£®®¡à §¨¥¬. �áâ¥áâ¢¥­­ ï ¯à®¥ªæ¨ï π :E → B á®¯®áâ ¢«ï¥â ª« ááã íª¢¨¢ «¥­â­®á-

â¨ á ¯à¥¤áâ ¢¨â¥«¥¬ (p, v) ∈ Uα × F â®çªã p ∈ Uα ⊂ B. �â®¡à ¦¥­¨¥, á®¯®áâ ¢«ïî¥¥ ª« ááã

íª¢¨¢ «¥­â­®áâ¨ ¥£® ¯à¥¤áâ ¢¨â¥«ï ¢ Uα × F (¥á«¨ ¥£® ¯à®¥ªæ¨ï ¯à¨­ ¤«¥¦¨â Uα) ®ç¥¢¨¤­® ª®à-

à¥ªâ­® ®¯à¥¤¥«¥­® ¨ ®¯à¥¤¥«ï¥â âà¨¢¨ «¨§ æ¨î à áá«®¥­¨ï (E,B, π). �¥âàã¤­® ã¡¥¤¨âìáï, çâ®

á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¥ äã­ªæ¨¨ ¯¥à¥ª«¥©ª¨ ¤¥©áâ¢¨â¥«ì­® á®¢¯ ¤ îâ á φαβ .

�ãáâì E′ ¨ Uα, φ
′
α ¤àã£®¥ à áá«®¥­¨¥ ¨ âà¨¢¨ «¨§ æ¨ï, á®®â¢¥âáâ¢¥­­®, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨¥ ãá«®¢¨î

¯à¥¤«®¦¥­¨ï. � áá¬®âà¨¬ ®â®¡à ¦­¨¥ h :E′ → E ®¯à¥¤¥«¥­­®¥ á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬: ¥á«¨ φ′αx =

(p = πx, v ∈ F ) â®£¤  hx ∈ E { ª« áá íª¢¨¢ «¥­â­®áâ¨ í«¥¬¥­â  (p, v) ∈ Uα × F £¤¥ Uα ª ª ï «¨¡®

®ªà¥áâ­®áâì á®¤¥à¦ é ï p. �ç¥¢¨¤­®, çâ® h ª®àà¥ªâ­® ®¯à¥¤¥«¥­® ¨ ï¢«ï¥âáï £®¬®¬®àä¨§¬®¬.

�à®¬¥ â®£®, ­¥âàã¤­® ¯®áâà®¨âì £®¬®¬®àä¨§¬ h−1. �¥¬ á ¬ë¬ h ï¢«ï¥âáï ¨§®¬®àä¨§¬®¬.
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5 �¢ï§­®áâ¨

5.1 �¢ï§­®áâ¨ ¢ ¢¥ªâ®à­ëå à áá«®¥­¨ïå

� ª ¦¥ ª ª ¨ ¢ á«ãç ¥ â¥­§®à­ëå ¯®«¥©, ¨¬¥¥âáï ¯à®¨§¢®« ¢ ®¯à¥¤¥«¥­¨¨ ¤¨ää¥à¥­æ¨à®¢ ­¨ï

á¥ç¥­¨ï ¢¥ªâ®à­®£® à áá«®¥­¨ï.

�ë å®â¨¬, çâ®¡ë ¤¨ää¥à¥­æ¨à®¢ ­¨¥, ¢®-¯¥à¢ëå, ­¥ § ¢¨á¥«® ®â ¢ë¡®à  ª®®à¤¨­ â (â.¥. ï¢«-

ï«®áì â¥­§®à®¬). � ­ á ã¦¥ ¥áâì ¯à¨¬¥à ®¯¥à æ¨¨ ¤¨ää¥à¥­æ¨à®¢ ­¨ï, § ¤ ­­®© ¢ ¨­¢ à¨ ­â­®©

ä®à¬¥, { ¯à®¨§¢®¤­ ï �¨. �¬¥áâ¥ á â¥¬, ¤«ï ®¯à¥¤¥«¥­¨ï ¯à®¨§¢®¤­®© �¨ ­ã¦­® § à ­¥¥ ¢ë¡à âì

¢¥ªâ®à­®¥ ¯®«¥, ¯® ª®â®à®¬ã ¡ã¤¥â ®áãé¥áâ¢«ïâìáï ¯¥à¥­®á (­ ¯®¬­î, çâ® ®¡ê¥ªâ LT § ¢¨á¨â ®â

¢ë¡®à  ª®®à¤¨­ â, â.¥. ­¥ ï¢«ï¥âáï â¥­§®à­ë¬). �â® ­¥ã¤®¡­®. �®íâ®¬ã ¢â®àë¬ âà¥¡®¢ ­¨¥¬ ¡ã¤¥â

¢®§¬®¦­®áâì ®¯à¥¤¥«¨âì ¯à®¨§¢®¤­ãî ¡¥§ ¯à¨¢ï§ª¨ ª ¯®«î (â.¥. «¨­¥©­®áâì ¯® íâ®¬ã  à£ã¬¥­âã).

�â®¡ë ®¤­®§­ ç­® (­¥§ ¢¨á¨¬® ®â ¢ë¡®à  âà¨¢¨ «¨§ æ¨) ®¯à¥¤¥«¨âì ¤¨ää¥à¥­æ¨à®¢ ­¨ï ­¥®¡å®¤¨¬®

§ ¤ âì ­  ¢¥ªâ®à­®¬ à áá«®¥­¨¨ ¤®¯®«­¨â¥«ì­ãî áâàãªâãàã { ª®¢ à¨ ­â­®¥ ¤¨ää¥à¥­æ¨à®¢ ­¨¥

¨«¨ á¢ï§­®áâì. �ãáâì (E,B, π) ¢¥ªâ®à­®¥ à áá«®¥­¨¥ ­ ¤ B ¨ Γ(E) ¯à®áâà ­áâ¢® £«®¡ «ì­ëå

á¥ç¥­¨©.

�à¥¤«®¦¥­¨¥ 5.1. �¢ï§­®áâìî (ª®¢ à¨ ­â­ë¬ ¤¨ää¥à¥­æ¨à®¢ ­¨¥¬) ¢ E ­ §ë¢ ¥âáï ¯®«-

ãâ®à «¨­¥©­®¥ ®â®¡à ¦¥­¨¥ ∇ : Γ(TB)× Γ(E)→ Γ(E), ∇ : (X, s) 7→ ∇Xs, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¥¥ á«¥¤-
ãîé¨¬ ãá«®¢¨ï¬:

• ∇fX+gY s = f∇Xs+ g∇Y s, ∀f, g ∈ C∞(B)

• ∇X(s+ s′) = ∇Xs+∇Xs′

• ∇X(fs) = f∇Xs+X(f)s (�à ¢¨«® �¥©¡­¨æ )

�¨­¥©­®áâì ¯® X ¯®§¢®«¨â ­ ¬ ®â¢ï§ âì ¥£® ®â ®¯à¥¤¥«¥­¨ï: à áá¬®âà¨¬ ∇s. �ç¥¢¨¤­®, çâ®
¯® á¢®¥© ª®­áâàãªæ¨¨

∇s : Γ(TB)→ Γ(E), X 7→ ∇s(X) := ∇Xs , (5.1)

â.¥. ∇s ∈ Γ(T ∗B ⊗ E). �®£¤  ¯à ¢¨«® �¥©¡­¨æ  ¡¥§ ¢¥ªâ®à­®£® ¯®«ï X § ¯¨áë¢ ¥âáï ª ª

∇(fs) = sdf + f∇s (5.2)

�«ï ­ £«ï¤­®áâ¨ ¯¥à¥©¤¥¬ ª ª®®à¤¨­ â­®¬ã à áá¬®âà¥­¨î. � ª á«¥¤ã¥â ¨§ «¨­¥©­®áâ¨ ®¯à¥¤¥«¥­¨ï,

çâ®¡ë §a¤ âì á¢ï§­®áâì, ¤®áâ â®ç­® ®¯à¥¤¥«¨âì ¥¥ ¤«ï ¡ §¨á­ëå á¥ç¥­¨© {ea}. �¥©áâ¢¨â¥«ì­®,

∇X(saea) = ∇Xi∂i(s
aea) = Xi∇∂i(saea) = Xi∇i(saea)

= Xi ((∂is
a)ea + sa∇i(ea)) .

(5.3)

� ¬¥â¨¬, çâ® ¯® ­ è¥© ª®­áâàãªæ¨¨,∇i(ea) ∈ Γ(E). � ª®­¥æ, ¯®áª®«ìªã E { ¢¥ªâ®à­®¥ à áá«®¥­¨¥,

â® «î¡®¥ á¥ç¥­¨¥ ¤®«¦­® à áª« ¤ë¢ âìáï ¯® ¡ §¨áã:

∇iea := Γbiasb, (5.4)
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£¤¥ Γbia ∈ R ­ §ë¢ ¥âáï á¨¬¢®«®¬ �à¨áâ®ää¥«ï á¢ï§­®áâ¨ ∇ ¢ «®ª «ì­ëå ª®®à¤¨­ â å {xi}.
�à¨¢¥¤¥¬ ¯à¨¬¥àë. �á«¨ ¢ ­ è¥¬ à áá«®¥­¨¨ á«®¥¬ ï¢«ï¥âáï R1, â® ¨­¤¥ªáë a, b ¯à®¡¥£ îâ ®¤­®

§­ ç¥­¨¥, ¨ Γbia ≡ Γi. � ¯à¨¬¥à, í«¥ªâà®¤¨­ ¬¨ª  á® áª «ïà­ë¬ ¯®«¥¬.

�á«¨ ¬ë à ¡®â ¥¬ á ª á â¥«ì­ë¬ à áá«®¥­¨¥¬, â® à §«¨ç âì ¨­¤¥ªáë á«®ï a, b ¨ ¨­¤¥ªáë ¡ §ë i,

­¥ ¨¬¥¥â á¬ëá« . �®£¤  ¨¬¥¥â á¬ëá« § ¯¨áì \Γkij".

� ¯¨áì∇bia = δba∂i+Γbia ­ §®¢¥¬ ®¯¥à â®à®¬ ª®¢ à¨ ­â­®© ¯à®¨§¢®¤­®© (¢ «®ª «ì­ëå ª®®à¤¨­ â å).

�ãáâì ∇s = 0, ¨«¨ ¢ «®ª «ì­ëå ª®®à¤¨­ â å ∂is
a+

� ¤ ç  5.2. �®«ãç¨âì § ª®­ ¯à¥®¡à §®¢ ­¨ï ª®¬¯®­¥­â á¢ï§­®áâ¨ ¯à® ¯¥à¥å®¤¥ ª ¤àã£®¬ã «®ª «-

ì­®¬ã ¡ §¨áã á¥ç¥­¨©. �àã£¨¬ ª®®à¤¨­ â ¬ ­  B.

�â ­¤ àâ­ë¥ ®¯¥à æ¨¨ «¨­¥©­®©  «£¥¡àë (¯àï¬ ï áã¬¬ , ¢§ïâ¨¥ á®¯àï¦¥­­®£® ¯à®áâà ­á-

â¢ , â¥­§®à­®¥ ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥ ¢¥ªâ®à­ëå ¯à®áâà ­áâ¢) ­¥¯®áà¥¤áâ¢¥­­® ®¡®¡é îâáï ­  ¢¥ªâ®à­ë¥

à áá«®¥­¨ï ­ ¤ ®¤­®© ¡ §®©. � ¨¬¥­­® á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¥ ®¯¥à æ¨¨ ¯à®¢®¤ïâáï ¯®á«®©­®, â.¥. ¢

á«®¥ ­ ¤ ª ¦¤®© â®çª®© ¡ §ë. � ç áâ­®áâ¨ ®ââ «ª¨¢ ïáì ®â ª á â¥«ì­®£® à áá«®¥­¨ï ¬®¦­®

®¯à¥¤¥«¨âì à §«¨ç­ë¥ â¥­§®à­ë¥ à áá«®¥­¨ï (¢ â® ¦¥ ¢à¥¬ï ¢á¥ â¥­§®à­ë¥ à áá«®¥­¨ï ¥áâì à á-

á«®¥­¨ï  áá®æ¨¨à®¢ ­­ë¥ á ª á â¥«ì­ë¬¨). � ç áâ­®áâ¨, à áá«®¥­¨¥ ¤¨ää¥à¥­æ¨ «ì­ëå ä®à¬

¤ ¥âáï Λ(B) = T ∗B ⊕ T ∗B ∧ T ∗B ⊕ . . .. � ª¦¥ ã¤®¡­® à áá¬ âà¨¢ âì à áá«®¥­¨¥ E ⊗ Λ(B), £¤¥

Λ íâ® à áá«®¥­¨¥ ¤¨ää¥à¥­æ¨ «ì­ëå ä®à¬. �¥ç¥­¨ï E ⊗ Λ(B) ¬®¦­® ¯®â®ç¥ç­® ã¬­®¦ âì (¢

á¬ëá«¥ ¢­¥è­¥£® ã¬­®¦¥­¨ï) ­  ¤¨ää¥à¥­æ¨ «ì­ë¥ ä®à¬ë.

�¤®¡­® ®¯à¥¤¥«¨âì ª®¢ à¨ ­â­®¥ ¤¨ää¥à¥­æ¨à®¢ ­¨¥ ¢ â¥à¬¨­ å ¤¨ää¥à¥­æ¨ «ì­ëå ä®à¬

á® §­ ç¥­¨¥¬ ¢ ¢¥ªâ®à­®¬ à áá«®¥­¨¨. �®£¤  ª®¢ à¨ ­â­ë© \¤¨ää¥à¥­æ¨ «" íâ® ®â®¡à ¦¥­¨¥

Γ(E ⊗ Λp(B))→ Γ(E ⊗ Λp+1(B)) ã¤®¢«¥â¢®àïîé¥¥

∇fψ = dfψ + (−1)pf∇ψ , f ∈ Λp(B) . (5.5)

�«ï ¢¥ªâ®à­®£® ¯®«ï V ¨¬¥¥¬ ∇V ψ = 〈V ,∇ψ〉. �¤®¡­® à áá¬ âà¨¢ âì ª®¥ää¨æ¨¥­âë á¢ï§­®áâ¨

ª ª 1-ä®à¬ã, ∇ea = Γbaeb = dxiΓbiaeb. � ¦­® ®â¬¥â¨âì, çâ® ª®íää¨æ¨¥­âë Γbiaeb ¢®®¡é¥ £®¢®àï ­¥

®¯à¥¤¥«ïîâ á¥ç¥­¨¥ à áá«®¥­¨ï Hom(E,E)⊗Λ1(B). �á«¨ ¦¥ Γ ¨ Γ′ ¤¢¥ á¢ï§­®áâ¨ â® ª®¬¯®­¥­âë

∆b
iaeb = Γbiaeb − Γ′

b
iaeb ï¢«ïîâáï ª®¬¯®­¥­â ¬¨ £«®¡ «ì­®£® á¥ç¥­¨ï Hom(E,E)⊗ Λ1(B).

�á«¨ § ¤ ­  á¢ï§­®áâì, â® ¬®¦­® ®¯à¥¤¥«¨âì ®â®¡à ¦¥­¨¥ R : VectB ×VectB × Γ(E)→ Γ(E):

R(V,W )ψ = ∇V∇Wψ −∇W∇V ψ −∇[V ,W ]ψ (5.6)

� ¤ ç  5.3. �®ª § âì çâ® ¤ ­­®¥ ®â®¡à ¦¥­¨¥ «¨­¥©­® (­ ¤ äã­ªæ¨ï¬¨) ¯® ¢á¥¬  à£ã¬¥­â ¬.

�á¯®«ì§ãï à¥§ã«ìâ â § ¤ ç¨ ¬®¦­® ¯®ª § âì, çâ® R ¥áâì £«®¡ «ì­® ®¯à¥¤¥«¥­­ ï 2-ä®à¬  á®

§­ ç¥­¨¥¬ ¢ Hom(E,E), â.¥. í«¥¬¥­â Γ(E ⊗ E∗ ⊗ Λ2(B)). nabla
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