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СТОХАСТИЧЕСКИЕ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ СИСТЕМЫ.  

АНАЛИЗ И ФИЛЬТРАЦИЯ 
Дается систематическое изложение современной теории стохастических 

дифференциальных систем. В основу построения теории положены уравнения для 
конечномерных характеристических функций случайных процессов, 
определяемых стохастическими дифференциальными уравнениями. Излагаются 
необходимые сведения по теории дифференциальных систем и теории случайных 
функций, общая теория стохастических дифференциальных систем, точные 
методы статистического анализа линейных систем, приближенные методы 
анализа нелинейных систем, теория оптимальной фильтрации, методы 
субоптимальной нелинейной фильтрации и теория условно оптимальной 
фильтрации и экстраполяции случайных процессов, определяемых 
стохастическими дифференциальными уравнениями. Для облегчения усвоения 
излагаемых методов в книге дано свыше 300 примеров и задач. 
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Глава 7. Теория оптимальной фильтрации. Линейная фильтрация  443 
§ 7.1. Задачи оценивания в стохастических системах  443 

7.1.1. Оценивание состояния системы (443). 7.1.2. Оценивание 
неизвестных параметров системы (445). 7.1.3. Распознавание 
сигналов (445). 7.1.4. Построение математических моделей 
систем (446). 7.1.5. Экстраполяция состояния системы (447). 
7.1.6. Постановка математических задач оценивания и 
экстраполяции (447). 

 

§ 7.2. Оптимальная фильтрация  450 
7.2.1. Общая формула для оптимальной оценки (450). 7.2.2. 
Вспомогательная задача (451). 7.2.3. Преобразование уравнений 
(451). 7.2.4. Стохастический дифференциал оптимальной оценки 
функции состояния системы (454). 7.2.5 . Уравнение для 
апостериорной характеристической функции (459). 7.2.6. 
Уравнение для апостериорной плотности (460). 7.2.7 . 
Стохастический дифференциал апостериорного математического 
ожидания (461). 7.2.8. Стохастический дифференциал 
апостериорного момента второго порядка (462). 7.2.9. 
Стохастический дифференциал апостериорной ковариационной 
матрицы (462). 7.2.10. Применение теории оптимальной 
фильтрации для оценивания неизвестных параметров в 
уравнениях (464). 7.2.11. Стохастические дифференциалы 
апостериорных вероятностей в задаче распознавания (464). 
7.2.12. О возможности решения задач оптимальной фильтрации 
при автокоррелированной помехе в наблюдениях (467). 

 

§ 7.3. Оптимальная линейная фильтрация  468 
7.3.1. Уравнения линейной фильтрации (468). 7.3.2. Фильтры 
Калмана — Бьюси (470). 7.3.3. Обновляющие процессы (472). 

 



7.3.4. Оптимальная линейная фильтрация при 
автокоррелированной помехе в наблюдениях (474). 7.3.5. Метод 
дифференцирования наблюдаемого сигнала (481). 7.3.6. 
Начальные условия в случае автокоррелированной помехи (485). 
7.3.7. Дифференцирующие свойства оптимального фильтра в 
случае автокоррелированной помехи (487). 7.3.8. Оптимальная 
линейная экстраполяция (490). 7.3.9. Случай уравнений, 
линейных относительно вектора состояния (491). 7.3.10. 
Оптимальное распознавание в линейных системах (495). 7.3.11. 
Оптимальное распознавание в случае уравнений, линейных 
относительно вектора состояния (496). 

Задачи  497 
Глава 8. Субоптималькая фильтрация  499 
§ 8.1. Метод нормальной аппроксимации  499 

8.1.1. Общая характеристика приближенных методов 
оптимальной фильтрации (499). 8.1.2. Параметризация 
апостериорных распределений (500). 8.1.3. Нормальная 
аппроксимация апостериорного распределения (500). 

 

§ 8.2. Методы, основанные на приближенном решении уравнений 
оптимальной фильтрации  

504 

8.2.1. Метод моментов. Начальные моменты (504). 8.2.2. Метод 
моментов. Центральные моменты (506). 8.2.3. Метод 
семиинвариантов (511). 8.2.4. Метод ортогональных разложений 
(514). 8.2.5. Метод квазимоментов (516). 8.2.6. Сокращение 
числа уравнений (517). 8.2.7. Эллипсоидальная аппроксимация 
апостериорного распределения (518). 

 

§ 8.3. Методы, основанные на упрощении уравнений оптимальной 
фильтрации  

522 

8.3.1. Способы упрощения уравнений оптимальной фильтрации 
(522). 8.3.2 . Обобщенный фильтр Калмана — Бьюси (523). 8.3.3. 
Фильтры второго порядка (525). 8.3.4. Гауссов фильтр (527). 
8.3.5. Априорная оценка точности фильтрации (528). 

 

Задачи  530 
Глава 9. Условно оптимальная фильтрация и экстраполяции  531 
§ 9.1. Задачи условно оптимальной фильтрации и экстраполяции  531 

9.1.1. Основная идея условно оптимальной фильтрации (531). 
9.1.2. Классы допустимых фильтров (533). 9.1.3. Классы 
допустимых фильтров при автокоррелированной помехе и 
наблюдениях (534). 9.1.4. Постановка задач условно 
оптимальной фильтрации и экстраполяции (535). 

 

§ 9.2. Решение задач фильтрации и экстраполяции  539 
9.2.1. Определенно коэффициентов уравнения условно 
оптимального фильтра (539). 9.2.2. Случаи винеровского 

 



процесса и линейного фильтра (541). 9.2.3. Случаи винеровского 
процесса и нелинейного фильтра (543) 9.2.4. Уравнения для 
оптимальных коэффициентов в общем случае (545). 9.2.5. 
Уравнения, определяющие условно оптимальный фильтр (548:). 
9.2.6. Уравнения, определяющие условно оптимальный 
экстраполятор (556). 9.2.7. Формула для производной 
ковариационной матрицы ошибки (560). 9.2.8. Применение 
условно оптимальной фильтрации к задачам распознавания 
(560). 

§ 9.3. Фильтрация и экстраполяция при автокоррелированной помехе  561 
9.3.1. Преобразование уравнений (561). 9.3.2. Определение 
коэффициентов уравнений условно оптимального фильтра (564). 
9.3.3. Оптимальные коэффициенты уравнения линейного 
фильтра (564). 9.3.4. Оптимальные коэффициенты уравнения 
нелинейного фильтра (565). 9.3.5. Уравнения, определяющие 
условно оптимальный фильтр (566). 9.3.6. Уравнения, 
определяющие условно оптимальный экстраполятор (571). 9.3.7. 
Формула для производной ковариационной матрицы ошибки 
(574). 

 

§ 9.4. Линейная фильтрация и экстраполяция  575 
9.4.1. Фильтрация (575). 9.4.2. Экстраполяция (579). 9.4.3. 
Фильтрация при автокоррелированной помехе (584). 9.4.4. 
Экстраполяция при автокоррелированной помехе (589). 

 

§ 9.5. Условно оптимальная дискретная фильтрация и экстраполяция  592 
9.5.1. Постановка задачи (592). 9.5.2. Классы допустимых 
фильтров (593). 9.5.3. Условно оптимальный дискретный фильтр 
(594). 9.5.4. Фильтрация в случае зависимых; ошибок измерения 
(597). 9.5.5. Условно оптимальный дискретный экстраполятор 
(599). 9.5.6. Экстраполяция в случае зависимых ошибок 
измерений (601). 

 

Задачи  602 
Приложения  603 
1. Полиномы Эрмита  603 
2. Полиномы, ортогональные по отношению к γ-распределению  609 
3. Уравнение Риккати  612 
4. Условные моменты случайного вектора, образованного частью 

компонент нормально распределенного вектора  
613 

5. Статистическая линеаризация типовых нелинейных функций  614 
6. Стохастические дифференциалы Ито типовых нелинейных функций 617 
Список литературы  620 
Список дополнительной литературы  623 
Предметный указатель  627 



  
ПРЕДМЕТНЫЙ  УКАЗАТЕЛЬ 

Аддитивность стохастической меры 
счетная 165 

Вектор состояния системы 20 
Дисперсия случайной величины 88 
— стохастического интеграла 153  
Дифференциал стохастический Ито 

194 
— — Стратоновича 206 
Задача фильтрации 450  
— экстраполяции 450 
Идентификация системы 447  
Интеграл средний квадратический (с. 

к.) 125 
— стохастический 152 
— — векторный 155 
— — Ито 188 
— — — векторный 191 
— — — общий 193 
— — Стратоновича 

симметризованный 192  
Интегрирование с. к. по частям 130 
— численное стохастических 

дифференциальных уравнений 
216  

Интенсивность белого шума 93 
— процесса с некоррелированными 

приращениями 150  
Интервал корреляции 93 
Квазимомент случайной величины 

109  
Квантор общности 87 
Математическая модель системы 21  
Математическое ожидание случайной 

функции 88 
— — — — обобщенной 135 
— — стохастического интеграла 153  
Матрица эрмитовская 247  
Мера 164 
— взаимно спектральная 242 
— спектральная 241 
— стохастическая 164 

— — пуассоновская 183 
Метод Брайсона — Иохансена 481 
— Гулько — Новосельцевой 474 
— квазимоментов 399, 516 
— моментно-семиинвариантный 391 
— моментов 365, 504 
— ортогональных разложений 395, 

514 
— Рунге — Кутта 217 
— семиинвариантов 387 
— сопряженных систем 46 
— субоптимальной фильтрации 500 
— формирующих фильтров 266 
— частотных характеристик 41 
— Эйлера 217 
— эллипсоидальной аппроксимации 

414 
Множество цилиндрическое с n-

мерным основанием В 86 
Модель системы дискретная 25 
— — непрерывная 25 
— детерминированной системы 23 
— математической системы 23 
— стохастической системы 23  
Момент начальный второго порядка 

98 
— порядка п 101 
— смешанный 101 
— центральный второго порядка 98 
— — порядка n 101 
— — смешанный 101 
Ожидание математическое 87 
— — обобщенной случайной 

функции 135  
Оператор ковариационный 99 
— — взаимный 99 
— момента второго порядка 99 
— — — — взаимный 99 
— системы 26 
— — линейный 28  
Оценивание 443 



Параметр управления 36 
Параметризация апостериорных 

распределений 500 
Переменные состояния системы 20 
Плотность взаимно спектральная 

компонент 242 
— спектральная 237 
Поведение системы 20 
Поле случайное 80 
Поля случайные однородные 222 
Полиномы биортонормальные 

согласованные 114 
— Эрмита 108 
Порядок квазимомента 109 
Последовательность с. к. сходящаяся 

119 
— — — слабо 133 
— случайная марковская 85  
Предел в среднем квадратическом 

132 
— — — слабый 133 
Представление интегральное 

каноническое 169 
Принцип суперпозиции 28 
Прогноз 450 
Производная средняя квадратическая 

122 
— — — слабая 134 
— — — р-порядка 123  
Пространство входных сигналов 20 
— выходных сигналов 20 
— основных функций 135 
— состояний 20  
Процесс случайный 80 
— — винеровский 181 
— — — стандартный 150 
— — марковский 85 
— — обновляющий 473 
— — общий пуассоновский 151 
— — пуассоновский 150 
— — с независимыми приращениями 

174 
— — с некоррелированными 

приращениями 147 
Процессы случайные стационарные 

222 
Разложение спектральное 

стационарной случайной 
функции 236 

Разложения согласованные 
ортогональные 116 

Распознавание сигналов 445 
Распределение безгранично делимое 

187 
— двумерное 81 
— каноническое Гиббса 314 
— Коши 179 
— многомерное 81 
— одномерное 80 
— n-мерное 81 
Реализация случайной функции 79 
Решение в реализациях 170 
— среднее квадратическое 170 
Ряд Фурье 233 
— Эджуорта 113 
Семейство согласованное 82  
Семиинварианты 102  
Сигнал входной 20 
— выходной 20 
— ошибки 36  
Система 19 
— детерминированная линейная 28 
— — нелинейная 29 
— — устойчивая в данном режиме 27 
— — физически возможная 26 
— дискретная 25 
— дифференциальная 36 
— — линейная 43 
— многомерная 25 
— непрерывная 25 
— обратная 51 
— одномерная 25 
— пар полиномов биортогональная 

102 
— — — биортонормальная 102 
— с распределенными параметрами 



25 
— стационарная 39 
— стохастическая дифференциальная 

60 
— — устойчивая в данном режиме (с 

вероятностью 1) 26 
— — устойчивая в данном режиме в 

р-среднем 27 
— — физически возможная 26  
Системы взаимно обратные 51 
— большие 24 
— интегро-дифференциальные 69 
— — — приводимые к стационарным 

69 
— полиномов согласованные 114  
Спектр частот случайной функции 

233 
Теорема Бохнера 238 
— Колмогорова 86 
— Лебега 240 
— о с. к. сходимости 121 
— Рисса 31 
— Фубини 239 
Теория случайных функций 

корреляционная 119 
Уравнение интегро-

дифференциальное 69 
— нелинейное стохастическое 209 
— Риккати алгебраическое 613 
— — матричное 612 
— стохастическое дифференциальное 

173  
— — — Ито 210 
— — — линейное 170 
— — — с θ-дифференциалом 213 
— — интегральное Ито 210 
— — — линейное 170 
— Стратоновича — Кушнера 461 
— Фоккера — Планка 299  
Уравнения Стратоновича 461  
Условия согласованности 

конечномерных распределений 

81  
Устойчивость асимптотическая по 

Ляпунову 27 
— в данном режиме 27 
— в среднем квадратическом 27 
Факторизация матрицы 274  
Фильтр второго порядка 

(модифицированный) 527 
— — — усеченный 527 
— Гаусса 527 
— Калмана — Бьюси 471 
— — — обобщенный 522 
— оптимальный по Парето 536 
— — условно 535 
— первого порядка 525 
— формирующий 169  
Фильтрация линейная 468 
— оптимальная 450 
— субоптимальная 500  
Формула Ито 196 
— — обобщенная 204  
Формулы Винера — Хинчина 242  
Функции неотрицательно 

определенные 100 
— случайные коррелированные 91 
— — некоррелированные 91 
— — r-мерные векторные 80 
— — стационарно связанные 225 
— — скалярные 80 
Функционирование системы 20  
Функция весовая 30 
— — линейной дифференциальной 

системы 43 
— — многомерной линейной 

системы 32 
— — с п входами и m выходами 33 
— единичная ступенчатая 45 
— импульсная переходная 30 
— ковариационная 88 
— — взаимная 91 
— — показательная 

(экспоненциальная) 227 
— — показательная косинусная 



(экспоненциально-косинусная) 
228 

— корреляционная 88 
— — взаимная 96 
— передаточная стационарной 

системы 39 
— — — — линейной 40 
— переходная импульсная 30 
— случайная 79 
— — векторная 80 
— — — с. к. дифференцируемая-123 
— — — с. к. непрерывная 121 
— — действительная 80 
— случайная ковариационно-

стационарная 222 
— — комплексная 80 
— — неотрицательно определенная' 

100 
— — нормально распределенная 97 
— — обобщенная 95 
— — — векторная 135 
— — — скалярная 135 
— — приводимая к стационарной 229 
— — с дискретным спектром 232 
— — с непрерывным спектром 233 

— — скалярная с. к. 
дифференцируемая 122 

— — — с. к. непрерывная 121 
— — стационарная 221 
— — — в узком смысле 221 
— — — в широком смысле 221 
— — — ковариационно 222 
— — центрированная 88 
— спектральная 237 
— финитная 133 
Характеристика частотная 

стационарной линейной 
системы 41 

Шум белый 92 
— — в строгом смысле 180 
Шум белый нормально 

распределенный 182  
— — стационарный 248  
Шумы параметрические 67 
Экстраполяция состояния системы 

447 
Эффект дробовой 82 
— Экстраполяция линейная 

оптимальная 490 
Ядро интегрального уравнения 69  
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	§ 2.1. Случайные функции и их характеристики 
	2.1.1. Определение случайной функции 
	2.1.2. Конечномерные распределения случайной функции 
	2.1.3. Марковские случайные процессы 
	2.1.4. Вероятности событий, связанных со случайными функциями 

	§ 2.2. Моменты случайной функции 
	2.2.1. Математическое ожидание 
	2.2.2. Ковариационная функция скалярной случайной функции 
	2.2.3. Взаимная ковариационная функция скалярных случайных функций 
	2.2.4. Ковариационная функция векторной случайной функции 
	2.2.5. Белый шум 
	2.2.6. Взаимная ковариационная функция векторных случайных функций 
	2.2.7. Корреляционные функции
	2.2.8. Нормально распределенные случайные функции 
	2.2.9. Начальные моменты второго порядка
	2.2.10. Операторы моментов второго порядка
	2.2.11. Свойства моментов второго порядка 
	2.2.12. Моменты высших порядков 

	§ 2.3. Ортогональные разложения конечномерных плотностей случайной функции 
	2.3.1. Ортогональное разложение плотности 
	2.3.2. Разложение плотности по полиномам Эрмита
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	Задачи 

	Глава 3. Стохастические интегралы, дифференциалы, дифференциальные уравнения
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	Задачи 
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	Глава 5. Теория стохастических дифференциальных систем. Линейные системы
	§ 5.1. Приведение :уравнений системы к стохастическим уравнениям 
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	6.7.2. Уравнения для параметров распределения
	6.7.3. Вычисление подынтегральных функций в уравнениях 
	6.7.4. Разложение одномерной, плотности по полиномам, ортогональным по отношению к х2-распределению 
	6.7.5. Вычисление типовых интегралов в уравнениях для параметров распределения 
	6.7.6. Моменты вектора состояния системы

	Задачи 
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	Задачи 

	Глава 8. Субоптималькая фильтрация 
	§ 8.1. Метод нормальной аппроксимации 
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