
М.Табор 
ХАОС И ИНТЕГРИРУЕМОСТЬ В НЕЛИНЕЙНОЙ ДИНАМИКЕ 

Настоящая монография является одним из классических обзоров по хаосу. 
Автор проводит читателя от традиционных курсов по дифференциальным 
уравнениям и классической механике к быстро развивающимся областям 
нелинейной динамики и хаоса, представляя при этом «старые» и «новые» понятия 
с единой точки зрения. В книге удачно сочетается одновременное рассмотрение 
проблем нелинейной динамики и хаоса с одной стороны, и вопросов 
интегрируемости динамических систем с другой стороны. Большое внимание 
уделяется хаосу в гамильтоновых системах, показываются взаимосвязи между 
классическим хаосом и соответствующим квантовомеханическим поведением 
систем, а также изучаются интегрируемые уравнения, обладающие солитонными 
решениями. Материал излагается с использованием современных геометрических 
и аналитических методов. 

Для студентов математических, физических и инженерных специальностей, а 
также всех, интересующихся проблемами хаоса в динамических системах. 
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в лагранжевой турбулентности 
150, 152 
их свойства 126, 
127  

завихренность 164  
задача двух тел 80 
— трех тел 80 
законы сохранения 244-245 
— — и уравнение Гарднера 

246  
замкнутые траектории 69 

— — и квазиклассическое 
квантование 225-232 

— — и спектральная 
жесткость 210  

затухающий осциллятор 8 
— — с вынуждающей внешней 

силой 33  
Захарова уравнения 271—272  
золотое сечение: 

и метод Грина 143 
и цепные дроби 98 

Излучение в нелинейных 
эволюционных уравнениях 258 

изоспектральная деформация 252  
изотропность пространства 42  
изоэнергетическая 

невырожденность 100  
инертные многообразия 181  
инерциальная система отсчета 42  
интеграл движения 6 
— действия 41 
—, зависящий от времени 9, 30—31 
интегралы эллиптические 9  
интегрирование в квадратурах 

5-8 
— дифференциальных уравнений, 

дальнейшие замечания 34-36 
интегрируемые гамильтоновы 

системы:  
и уравнения в частных 
производных 265-269 
их свойства 63, 66  
примеры 66-68 

иррациональные числа 98 
КАМ-теорема: 

для автономных систем 99 
для отображений 100 
для периодически 
возмущаемых систем 101 
для устойчивых точек 
равновесия 102 
основные понятия 93—
95  

камертона бифуркация 192  



каноническая теория 
возмущений: 
85-91 
высших порядков 89 
для большого числа степеней 
свободы 91-92 
для возмущенного осциллятора 
90 
и малые знаменатели 92 
первого порядка 87-89  

канонические преобразования 50-
57  

канторово множество 173, 174  
канторы 117  
Карри аттрактор 180  
касательная бифуркация 191 
касательное отображение 118 
— пространство 74 
— расслоение 44, 

74  
касательный вектор 

73  
катастроф теория 

234  
каустики 199 
— в квантовых отображениях 222  
квазиклассические волновые пакеты 

203-204  
квазиклассический предел: 

для задач, зависящих от 
времени 195-196 
как сингулярный предел 
196  

квазипериодические 
траектории 69  

квазиэнергетический спектр 
226  

квантовое отображение: 
квантование с использованием 
замкнутых орбит 229-232 
пропагатор 227-228 
формулировка 218-220 
эволюция состояний 220-224 

кинк 261 

Клеро уравнение 284  
Ковалевская Софья 276  
Ковалевской экспоненты 

282  
ковариантные величины 

44, 72  
Колмогорова энтропия 130 
консервативные системы 

18 
— —, их фазовые портреты 18—

20  
контравариантные величины 44, 

72  
Кортевега—де Фриза (КдФ) 

уравнение: 
93 
гамильтонова структура 267-
269 
двухсолитонное решение 255-
256 
обратное преобразование 
рассеяния 251-254 
основные свойства 240-247 
открытие солитона 239-240 
первоначальный вывод 
238  

Коха снежинка 173  
Коши—Ковалевской теорема 

300  
коэффициент отражения 250 
— прохождения 250  
кремоново преобразование 

112  
кризис 189 
Лагранжа многообразие 

203  
лагранжева турбулентность 

150  
лагранжиан: 

дискретный 116 
общие свойства 43-44 
переход к гамильтонову 
формализму 45-47, 72 
уравнения движения 42 



функция и принцип Гамильтона 
40-42  

лазерный измеритель скорости 
Допплера 165  

Лакса пара 258 
— — и свойство Пенлеве 279, 303  
Ландау—Хопфа теория 

турбулентности 168  
Лежандра преобразования 45, 71—72  
Ли алгебра 50 
линеаризующие преобразования 7  
линейный анализ устойчивости 

21—29  
линии тока 150 
— уровня 18  
Лиувилля теорема 

48 
— — в терминах дифференциальной 

геометрии 78 
— — и канонические 

преобразования 52  
логистическое отображение: 

бифуркационная диаграмма 
188—189 
его необратимость 191 
удвоение периода 185-
188  
феноменология 184  
эргодическое поведение 
190 

Лози отображение 184 
локальные представления решений 

дифференциальных уравнений 
280 

Лорана ряд 281-282 
Лоренца модель: 

зависящие от времени 
интегралы 296  
ее аналитическая структура 
293-296  
зависящие от времени 
интегралы 295  
и странный аттрактор 178-180  
классы интегрируемости 295  

основные свойства 175-180 
Ляпунова 

показатели: 
127 
для отображений 
128  
для потоков 129  
их расчет 130 

Малые знаменатели, проблема 92 
Маслова индексы 203 
матрица устойчивости 21 
маятник: 

его период 14  
сепаратриса 17  
фазовый портрет 
17 
и метод перекрытия резонансов 
137-138  
решение в терминах 
эллиптических функций 13-14 

мероморфные функции 13 
метод стационарной фазы 227, 232-

234 
микроволновая ионизации атомов 

водорода 217 
микроканонический ансамбль 66 
Миуры преобразование 245-246 
многопериодические траектории 69 
модифицированное уравнение КдФ 

(мКдФ):  
и преобразование Миуры 245  
обратное преобразование 
рассеяния 264  
простейшие свойства 259-260 

Навье—Стокса — 161  
неавтономные системы 31-

34 
— — с невырожденными 

гамильтонианами 67,70 
нелинейная обратная связь 33  
нелинейное преобразование 

Фурье 254 
— уравнение Шрёдингера 262, 

264  



необратимое отображение 191 
неподвижные точки: 

21 
их классификация:  
гиперболическая 22  
звезда, устойчивая и 
неустойчивая 23  
несобственный узел, 
устойчивый и неустойчивый 
23  
узел, устойчивый и 
неустойчивый 22  
фокус, устойчивый и 
неустойчивый 22  
эллиптическая 22 
несостоятельность линейного 
анализа 27  

примеры: 
затухающий линейный 
осциллятор 24  
маятник 25  

нерегулярный спектр:  
определение 205 
свойства собственных значений 
205-210  
свойства собственных функций 
211-217  

Нетер теорема 44 
неустойчивые многообразия 22, 

123-125  
неустойчивый узел 22 
— фокус 22 
нормировочная константа 250  
Ньюеля—Уайтхеда уравнение 272  
Ньютона уравнения движения 40  
Ньютона—Рафсона метод и 

суперсходящаяся теория 
возмущений 95 

Обобщенные импульсы:  
их свойства 44-45  
как градиент действия 45  
как ковариантные 
величины 43 
— координаты 40  

образование ударной волны 240  
обратимые отображения 113, 182  
обратная задача рассеяния 248, 250-

251  
обратное преобразование рассеяния 

(ОПР): 
254 
для нелинейного уравнения 
Шрёдингера 264 
для уравнения sin -Гордона 264 
для уравнения КдФ 251-258 
для уравнения мКдФ 264 
основные принципы 247-
251  

общие и особые решения 284  
однородность времени 42  
осциллятор: 

Ван-дер-Поля 28 
Дюффинга 33, 34 
гармонический 5—6 
затухающий линейный 8—9 
неавтономный 31-34  
с вынуждающей силой 32  
с кубическим потенциалом 20  
с потенциалом четвертой 
степени 19  

отображения, сохраняющие площадь:  
Хенона 112-114  
и гамильтонианы 115-116  
и поверхность сечения 108-110  
на плоскости 112-114  
поворота 110-112 

Параболическая неподвижная 
точка 120  

пекаря преобразование 146  
Пенлеве Поль 279 
— свойство:  

279  
для обыкновенных 
дифференциальных 
уравнений 282, 288-292  
для уравнений в частных 
производных 299-303 
и интегрируемость 296  



и пара Лакса 303  
и преобразование 
Бэклунда 303 

— уравнения: 
первого и второго типов 35, 244 
третьего типа 262 

первая вариация интеграла 
действия 41 

первый интеграл 6 перекрытие 
резонансов: 
для стандартного отображения 
138 
метод 133-139 
основная идея 134  

перемежаемость 173, 180  
переменные действие—

угол: 
в квазиклассическом 
квантовании 200, 201 
для большого числа степеней 
свободы 62-63, 66-68 
для одной степени свободы 
59-62  

перемешивание 144  
период колебаний 7  
плотность состояний: 

и квантование с 
использованием замкнутых 
траекторий 225-232 
формула Томаса—Ферми 
208  

поверхность сечения: 
в экспериментах по 
хаотической адвекции 151-156 
для систем, зависящих от 
времени 109 
для системы Хенона—Хейлеса 
106 
для цепочки Тода 107 
как симплектическое 
отображение 108-110, 157 
основные свойства 104—106  

подвижные особенности, 
определение 278  

понижение порядка 
дифференциального уравнения 
6 

предельные циклы 28-29, 168  
принцип соответствия 206 
производящие функции 53—57  
пространственно-временной хаос 162  
пространственные корреляции 

волновых функций 213 
прямая задача рассеяния 247, 250  
пси-ряд 283, 285-286  
Пуазейля течение 167  
Пуанкаре инварианты 51, 78  
Пуанкаре—Биркгофа теорема о 

неподвижной точке 120-123  
Пуанкаре—Картана инвариант: 

и поверхность сечения 157 
как дифференциальная 1-форма 
56, 75  

Пуассона распределение 
энергетических 

уровней 209 
— скобки:  

49 
в гамильтоновой механике 
49-50  
для уравнения КдФ 268 

— формула суммирования 227 
Равномерное приближение 199, 234  
распределение расстояний между 

уровнями 208-209 
Рассел Джон Скотт 237  
растяжение и складывание 172  
расширенное фазовое 

пространство 47  
регулярный спектр: 

определение 205 
свойства собственных значений 
205-210 
свойства собственных функций 
211-217  

резонансы в обыкновенном 
осцилляторе 33 



— и исследование аналитической 
структуры 282 

—, иллюстрация 134  
рекуррентные 

соотношения 281  
Реслера аттрактор 181  
решение типа бегущей 

волны: 
уравнения sin -Гордона 260 
уравнения КдФ 242 
уравнения мКдФ 
259  

Риккати уравнение 29, 
31  

Рэлея число 176 
Рэлея—Бенара конвекция: 

в модели Лоренца 175-176  
экспериментальные 
наблюдения 166-167 
— неустойчивость 167  

Рюэля—Тэкенса теория 171-
173 

Самофокусирующиеся 
сингулярности 270-271 

сверхкритическая бифуркация 170  
седло-узел бифуркация 192  
секулярные члены в теории 

возмущений 84  
сепарабельные системы 58, 62—63  
сепаратриса: 

17 
для осцилляторов с 
потенциалом третьей и 
четвертой степени 20 
маятника 17 
устойчивые и неустойчивые 
многообразия 123 

симплектическое многообразие 44  
сингулярные задачи теории 

возмущений 81 
— многообразия 299 
след пропагатора 229 
Смэйла отображение подковы 172 
солитон: 

первое наблюдение 237 
построение численного 
решения 239-240  

сохраняющие площадь 
отображения: 
и гамильтоновы системы 115 
и поверхность сечения 108 
на плоскости 112 
обратимое ИЗ 
отображения 
поворота 110  

спектральная жесткость 
210  

спектры мощности: 
131 
в гидродинамических 
экспериментах 166 
для классических траекторий 
131-132 
и принцип соответствия 
206  

стадион: 
собственные значения 207 
собственные функции 
214-216  

стандартное отображение: 
и метод Грина 141-143 
метод перекрытия резонансов 
138 
на фазовой плоскости 
116  

Стокса теорема 77  
странные аттракторы: 

для модели Карри 180 
для модели Лоренца 178-180 
для модели Реслера 181  
для осциллятора Дюффинга 
34  
для отображения Хенона 
181-184  
основные свойства 171-173 

структура особенностей: 
неинтегрируемых систем 
297, 298  



и Ковалевская 276-279 
субдукция 189 
субкритическая бифуркация 170 
суперсходящаяся теория возмущений 

95-96 
существенные особенности 278, 283 
Теорема о неподвижной точке 

Пуанкаре— Биркгофа 122 
— Пуанкаре—Хопфа 

64  
теоремы локализации 

216  
теория возмущений: 

для дифференциального 
уравнения второго порядка 84-
85 
для дифференциального 
уравнения первого порядка 82-
84 
и секулярные члены 84-85 
регулярная 81 
сингулярная 81-82 

— чисел и свойства частот 
96—99  

течение Куэтта 165-166  
Хода цепочка 107  
тождества соответствия 200  
торы: 

движение на них 69—70 
и интегрируемые гамильтоновы 
системы 64 
и определение переменных 
действия 64 
их сохранение при возмущении 
70, 94  

точечные вихри 164 
— преобразования 51 
точка неустойчивого равновесия 17 
— устойчивого равновесия 

17  
точки ветвления: 

логарифмические 286 
рациональные 292 

— равновесия маятника 17 

траектории с периодом 3, 3-циклы 
188, 191 

турбулентность, понятие 162 
Удвоение периода: 

бифуркационная диаграмма 
188—189  
в сохраняющих площадь 
отображениях 192 
основной механизм 185-188 

универсальность 184, 188  
узловые структуры собственных 

функций 216  
уравнения Гамильтона 47 
усреднение в канонической теории 

возмушений 88 
устойчивые многообразия 22, 123-

125 
устойчивый фокус 22 
усы: 

в лагранжевой турбулентности 
150, 152 
их свойства 126 
Фазовая плоскость 15 

— траектория 15  
фазовое 

пространство: 
15 
гамильтоновых систем 48 
его симплектическая структура 
44, 49, 72-78  

фазовый объем, его сохранение: 
в терминах дифференциальной 
геометрии 51, 78 
и теорема Лиувилля 48 
при канонических 
преобразованиях 51 

— портрет:  
15 
консервативных систем 18—
21  
маятника 17-18 

— поток 15 
Фейгенбаума число 184 
Ферми—Улама—Паста эксперимент: 



и статистическое распределение 
по энергии 93 
и уравнение КдФ 238 
фракталы 171, 173-175  

фундаментальная проблема 
Пуанкаре 93  

функции эллиптические 9  
функциональная итерация 185 
— ренормализация групп 

188  
функция тока 150, 163 
Фурье преобразование и линейные 

эволюционные уравнения 248 
Хаос, определение 32 
хаотическая адвекция 150 
характеристики 240 
Хаусдорфа—Безиковича размерность 

174 
Хенона отображение: 
сохраняющее площадь 112-114 
странный аттрактор 181-184  
Хенона—Хейлеса 

гамильтониан: 
аналитическая структура 288-
293 
поверхность сечения 106-107 
собственные функции 
214  

Хопфа теория бифуркации 
169-171  

Хопфа—Коле преобразование 
301 

Целые функции 13 
— — и интегрируемость 

296  
цепные дроби 97-98 
— — и метод Грина 140  
циклические координаты 43  
цилиндрический подшипник, 

эксперимент по хаотической 
адвекции 151 

Число Рейнольдса 151, 162  
чувствительность к возмущению 

207 

— к начальным условиям 32 
Шварца производная 188 
ЭБК-квантование 201-203  
Эйлера—Пуассона уравнение 276  
Эйнштейн и квазиклассическое 

квантование 201 
Эйри функция 7 
— — и равномерное 

приближение 234  
эллиптическая неподвижная 

точка 22  
эллиптические кривые 287 
— неподвижные точки и 

сохраняющие площадь 
отображения 119 

— — — и теорема Пуанкаре—
Биркгофа 117-123 

— функции: 
Вейерштрасса 10, 12-13 
Якоби 10-12 
и алгебраическая геометрия 10, 
287—288 
и решение уравнения маятника 
13-15 
их общие свойства 37-38 
их периодическая структура 13 
их аналитическая структура 287 

эллиптический интеграл первого 
рода 11 

энергетическая поверхность 66 
эргодичность 66 
Якоби тождество 50, 268  
якобиан преобразований 

51 
C-системы 148 
K -системы 148 
N-солитонное решение 258 
sin-Гордона уравнение: 

в поле внешней силы 272 
обратное преобразование 
рассеяния 264 
простейшие свойства 260—262 




























































































































































































































































































































































































































































































































































































































































