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Bu igdo Hiilten potensiali vo Yukava sinfi potensiali tigiin modifikasiya olunmus Kleyn-Fok-Qordon tonliyinin bagl
hallar tigiin halli tapilmigdir. Istonilon orbital kvant adadi iiciin enerjinin moxsusi giymotlori vo miivafiq radial dalga funksiya-
larinin analitik ifadslori alinmigdir. Alinan xiisusi funksiyalar hiperhondasi funksiyalar ils ifads edilir. Biz potensialin morkoz-
dongagma hissasinin ¢atinliklorini aradan qaldirmagq ti¢iin unikal yaxinlagma sxemini totbiq edilmisgdir. Potensial parametrlor-
don asili olaraq enerji soviyyaelorinin vo mexsusi funksiyalarin ifadslori gostorilmisdir.
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1. Giris

Kvant mexanikast uzun miiddot inkisaf edorok fi-
zikanin ayrica bir sahasing ¢evrilmisdir. Fiziki potensi-
allar ti¢iin daqiq holl oluna bilan masalalari hall etmok
oldugca vacibdir[1-2].

Relyativistik va geyri-relyativistik kvant mexani-
kas1 gorgivasinda niiva vo elementar zorraciklor fizika-
s1, homg¢inin atom va molekul fizikas1 sahasindoki tod-
giqatlarda potensial modellor hamigo miihiim hatta to-
mol rol oynayir. Potensial modellordo mikroobyektlarin
fiziki xassalori miixtalif dalga tonliklorindon istifados et-
mokla tasvir va sorh olunur, masalon, Sredinger, Kleyn-
Fok-Qordon, sonlu forq tonliklori vo Dirak tonliyi kimi
[1-2]. Bu zaman daqiq v ya fenomenoloji olaraq tog-
dim edilmis qarsiligh tesir potensiallarindan istifads
edilir. Bu tip potensiallar goxdur. Hom relyastivistik
hom do qgeyri-relyastivistik oblastlarda genis istifado
olunan an maghur potensiallar Morse, Eskart, Manning-
Rosen, Hilten, Vud-Sakson, Makarova, Yukava vo s.
potensiallaridir [3-10].

Potensial modelin shomiyyati, ilk névbads, onun
nazardan kecirilon fiziki sistemin miioyyon xassalorini
na doracads yaxsi tosvir etmasi ilo milayyan edilir. Mo-
delin bagqa bir cohati onun doqiq hall oluna bilmasidir.

Sredinger, Kleyn-Fok-Qordon vs Dirak tonliklori-
nin halli kvant mexanikasinda miithiim shamiyyaot kasb
edir, ¢iinki naticads alds olunan dalga funksiyasi kvant

[ v2+ (M +s(n) J(r.6.0)=[E-V (O Py(r.0,0),
(1)

burada M — skalyar hissaciyin siikunot kiitlasidir, E —
hissaciyin relyastivistik enerjisidir. (1) tonliyindoaki
Y(r, 8, ¢) dalga funksiyasi sferik koordinat sisteminda
asagidaki formada toqdim olunur:

7' +[E2=M2 —2(Ms(r) + EV (r))+{v 2(r) - $2(n) }- @} 2(s) = 0.
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sistemlorinin tam tosviri {i¢iin vacib moalumatlar verir.
Az sayda potensial var ki, hor hansi radial vo orbital
kvant adadlori tigiin KFQ tanliyi daqiq hall oluna bilir
[11-20]. Malumdur ki, kvant sistemlori miixtolif metod-
larla aragdirilir, o ciimlodon supersimmetriya, faktori-
zasiya metodu, laplas ¢evrilmosindon istifado etmoklo
yaxinlagsma, trayektoriya iizra inteqral vo Nikiforov-
Uvarov (NU) metodu. Sadalanan iisullar islenib hazir-
lanmis vo kvant dalga tonliyinin halline yonolmisdir
[11-20].

Hilten, Mors, Manning-Rosen, Vud-Sakson, Es-
kart, Rosen-Mors da daxil olmagla bir cox eksponensial
tip potensiallar | 0 hali {igiin yaxinlagma totbiq edi-
lorak todqiq edilmis, olaqgoli hallar ti¢lin bozi anailitik
hallor alds edilmisdir [11-20].

Bu igds Kleyn-Fok-Qordon tonliyi Hiilten poten-
sial1 vo Yukava sinif potensialinin xatti kombinasiyasi
tiglin orbital kvant ododinin ixtiyari sifirdan forgli
(L # 0) giymatlari tiglin Nikiforov-Uvarov metodunun
komaoyilo analitik holl edilmisdir.

2. Kleyn-Fok-Qordon tanliyinin alagsli hallarda
Hiilten va Yukava tip potensiallarin comi iiciin
analitik hoalli

S(r) skalyar va V(r) vektorial potensiallar iigiin

sferik koordinat sistemindo KFQ tonliyi (A =c =1)
atom odadlari {iglin bels toyin olunur:

r
van(r.0.0) =20y 0.0), 0

burada Y, (6, ¢) sferik harmonik funksiyadir.
(2) funksiyasini (1) tonliyinds avazlomokls, radial
KFQ tonliyini ndvbati formada yazmagq olar:

©)
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Bizim bu isdo asas magsadimiz Nikiforov-Uvarov I radial kordinatin kigik qiymatlori {iglin 6ziinii Kulon
metodundan istifado edorok slagoli hallarda Hiilten vo  potensiali kimi, boyiik qiymatlori {igiin iso eksponensial
Yukava tip potensiallarin xatti kombinasiyasi tigiin (1)  olaraq azalir, ona gora do onun bagli hal ti¢iin tosiri Ku-
tonliyinin analitik hallarini tapmaqdan ibaratdir. lon potensialindan azdir.

Hiilten potensialindan atom vo molekulyar fizika, Ikinci potensialimiz Yukava torafindon toklif edi-
kondensa olunmus madds vo elementar hissociklor fizi-  lon [10], nuklonlarin giiclii qarsiligh tosirini ¢gox yaxsi
kas1, niiva fizikas1 kimi miixtalif todqgiqat sahslorindo  tasvir eden effektiv geyri-relyativistik Yukava poten-
istifado olunur. Bu potensial altindaki bir hissacik tigiin ~ sialidir. Yukava potensiali eksponensial amil sababi ila
kvant effektlori shamiyyatli hal ala bilir, xiisusilo giicli 1/ r — dan daha tez azalir.

dlaga ila. ) Yukava sinif potensal agagidaki kimi toqdim edila
Hulten potensiali asagidaki kimi toyin olunur: )
[6.7]: —O a2
zee ™ v(n=-Yt_ Y% e ()
V(r)= —5 (4) r r
1-e
burada V,, V, - potensialin dorinliyini miioyyon edir.
Burada O - ekranlasma parametri, Z - iso atomun Hiilten vo Yukava sinif potensiallar1 imumilosg-
Mendeleyev codvalindaki sira némrosidir. dirmak {igiin Yukava potensialinin asagidaki formada
Hiilten potensiali fizikada ohomiyystli qisa mosa-  unikal yaxinlagmasin totbiq edirik[22-24]:
fali potensiallardan biridir. Bu potensialdan niivs fizi-
kasinda, elementar zorraciklor fizikasinda, atom fizika- 1 25 ¥
sinda vo bork cisimlor fizikasinda istifado edilmisdir. Iy (6)
Bu potensialin iimumi dalga funksiyalar1 atom fizikasi ro(d-e )
va bark cisimlar fizikasiin masalalorinds istifads olu-
nur. Bu potensial altindaki bir hissacik tiglin kvant ef- 1 45%e729
fektlori shamiyyatli hal ala bilir, xiisusils giiclii slage S R & (7

. .. . . oo r (1_9_25r)2
ila. Hiilten potensial1 Eskart potensialinin xiisusi halidir

[4]. Qeyd etmok lazimdir ki, Hiilten potensiali {igiin
KFQ radial tonliyini yalniz bucaq momentinin | =0 Beloliklo Hiilten vo Yukava sinif potensialin comi
halinda analitik yolla hall etmok olar. Hiilten potensiali I asagidaki kimi teqdim oluna bilor:

2Ze28e728T  28V,e720T 482y e~40T (A+B)e=287 Ce™ 407
V(?") = - 1—e—26r  {_g-26r (1—e—287)2 =- 1—e—26r (1—e—267)2 @)
burada
A=27e%5,B=26V,, C =45%,. )

Bu iki potensialin xotti kombinasiyasi potensial ! tonliyinin tadqiqindon dalga funksiyalar1 vo slagali,
sahodoki hissacik tiglin deformasiya olunmusg niivo ciitii  diskret, eloca do psevdoskalyar mezon sistemlari tigiin
va spin-orbital qarsiliqh slagesini 6yronmok Ugln isti-  enerjinin fiziki xassalori hagda daha dorin va daqiq qiy-
fads oluna bilar. matlondirms oldo etmak miimkiindiir. Bu istigamotdo

Bu potensialin digor shomiyyotli xiisusiyyoti arasdirmalara asaslanaraq biz bu mogalods Hiilten va
onun hadronik sistem daxilindoki dalgalari tosvir edor-  Yukava sinif potensiallarin xatti kombinasiyasi {i¢iin
kon istifads olunmasidir. Bundan basqa bu potensial di-  radial KFQ tonliyinin hallini toqdim edirik.
gor fiziki hadisalor tigiin do slverigli model rolunu oy- (8) potensialin1 (3) tonliyinds avozlomoklo radial
naya bilar. Potensialin xatti kombinasiyas1 U¢tin KFQ | KFQ tonliyi tiglin alinq:

2 2 26 26 ~4s

d Z(r)+ E2_M2_M+2(M+E)&+2(M+E)Ce—

2 26r\2 26 20ry2
(1—e2%) —e (1-e%)

}((r) =0 (10

dr

(10) tonliyindon aydimn olur ki, r — O yaxinlagdiqda morkazoaqagma potensialinin 6ziinomaxsuslugu var. Bu
tonlik | = 0oldugda daqiq hall olunur.

Hiilten potensialinin morkozoqagma hissasi vo Yukava sinif potensialinin comi {igiin | = 0 olduqgda analitik
hall almagq ti¢iin (7) ifadasini (10)-ds yerins yazirig. Naticado aliriq:

d2x(n) (oo 2 46201+ (A+B)e 2 ot
er +| E“=M _W+2(M+E)7+2(M +E)m

}z(r) =0 (1)
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(11) tenliyini Nikiforov-Uvarov metodundan istifado edorok holl etmok ii¢iin onu asagidaki kimi
hiperhondasi tip tonliya gotirmok lazimdir [21]:

O I O b
FO+ SO T a0 (12)

(11) tonliyini (12) goklinds hiperhondasi tip tonliys gotirmok tigiin S = e formasinda yeni dayisen daxil
etmoliyik

d_065d_ pgpewrd_ 50
dr dr ds ds ds’

4 (dsd\(dsd)_ _5e. 4 5o Ay er (d 4\ _ o 2.2 9%
drz_(drds)(drds)_ 265015( 26Sds)_465(ds+sdsz)_46 +46 ds?’ (13)

(13) -doki yeni doyisonlori (11) tonliyinds nazars alsaq, onda alariq:

(A+B)s 2(M+E)Cs?

(1-5)?

d*x(s) 1dx(G) 2 _ M2 — 4821(1+1)s

ds? s ds 4—62 2 [ (1-5)2 + Z(M + E)

+ ])((s) =0 (19

(14) diferensial tonliyini daha y1gcam soklo salmagq tigiin asagidaki kimi avazlomolor daxil etmaliyik:

2 \p2
_82:E |2\/| , azz(M +E)(2A+B)’ﬁ2:(M +2E)C. (15)
46 20 20
(15) do verilmis ifadolori (14) do nazors alaraq aliriqg:

2'(8)+

( );(() ﬁ[—gz(l—s)z—I(I+1)s+a25(1—s)+ﬁ252];((s):0 (16)

Biz indi (16) tonliyini hall etmak {igiin Nikiforov-Uvarov metodunu ugurla tatbiq eds bilarik.
(16) tonliyi ilo (12) tonliyini miiqayiso etmoklo 7 (S), o(S) vo o (S) iiciin alariq:

o(s)=@-9)s, 7(s)=1-5, &(s)=—’(1-5)*—1(1 +1)s+a>s(L—s)+ B°s>. (17)

o'()-%(s) S-F$)\° . ) L
n(s) = 5 + ( 5 ) — 6(s) + ko(s) - formulasindan va (17) ifadosindon istifado edorok JZ(S)

funksiyasi ii¢iin alariq:

7(s) = G(S);;(S) i\/(“'(s)z‘;(s))2 ~5(s) +ko(s) =

2
=—§i\/87+32(1—s)2+l(l 1 1)s—a®s(l-s)— %+ ks —ks? =

2
= —%i\/%-‘r £%82 —2e%+£% + %% —a’s— B2s% +ks—ks? +1(1 +1)s = (18)

:—gi\/(%+52+a2—ﬁz—k)sz—(252+a2—I(I+1)—k)s+52 -

=—§i\/(a—k)sz —(b-Kk)s+c,
burada

1
a=i+e+a’—ft b=2:"+al 1041, c=é’ (19)

k parametrini (18) ifadesindon asagidaki kimi tapmagq olar. (18) tonliyinds kokalt1 ifadonin diskriminantini
sifira borabar edarak tapiriq:
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(a—k)s?—(b—k)s+c=0, (20)
D =(b—k)?—4(a—k)c=k?+ (4c—2b)k + (b? —4ac),
k2 + (4c — 2b)k + (b® —4ac) =0, (1)

ko =(b—2c) £ 24/c® +c(a—b) .

(21) ifadoasini B (18)- da yazmaqgla 7 (S) funksiyasi ti¢iin aliriq:

5 (Ve —+vc+a-b)s—+/c, ona k=(b-2c)+2yc? +c(a—h)
2" |(Je+era—b)s—+/c, ona k = (b-2¢)- 2/c? + c(a—h)

(21) ifadasindon gorindiyd kimi m(s) coxhadlisinin dord mumkin qiymoti var, ancaq biz m(s)
funksiyasinin elo giymatlorini secirik ki, 7(s) funksiyasinin téromasi monfi olsun. Digor qiymatlorin fiziki monasi
yoxdur.

Belolikla, (S) Vo 7(s) funksiyalar1 miivafiq olaraq asagidaki kimi olur:

7(s)=— (22)

7Z(S)=\/_—S|:%+ c+\/c+a—b}, (23)
#@)z—%—k@+40+a—bL 24)
k=(b-2c)—24c?+c(a—b), (25)

7(s) = 7 () + 27(s) = (L- ) + 27(s) =1— |2+ 2Jc + e+ a-b s + 24C
7'(s) =2+ 2(Jc +cra-b)). (26)

Enerjinin moxsusi qiymatlari adston asagidaki ifadslorden tapilir:

A=k+7'(s), (27)
Vo

A, =-n'(s) —@U"(s) . 28)

Ogor (25) va (26) ifadslorini (28)-da yerino yazsaq, A lgiin alarq:

/lz(b—ZC)—Zw/c2+c(a+b)—%—(\/E+«/c+a—b), (29)
Digar torafdon A, bu sokilds tayin olunur:
' n(n _1) ”
Iy =n7(8) == o"(s)=n(2+2Jc +vJc+a—b)+n(n-1) (30)

(29) vo (30) ifadslorinin sol toraflori borabordir, buna géro do onlarin sag toroflorini boraberlogdirarok
asagidaki ifadeni aliriq:

(b—20)—2\/02+c(a—b)—%—(\/E+\/c+a—b)=n(n—1)+2n(1+\/3+«/c+a—b). (31)

Enerjinin moxsusi qiymatlorini tapmagq ii¢iin (31) tonliyini \/E -yo gora holl edorak, asagidaki kimi analitik
ifads alinq:
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b—2c—;—n(n+l)—(2n+1)«/c+a—b

c
1+2n+2Jc+a-b

, (32)

burada
b—2c=a?-1(+1)

\/chTz\EH(lH)—ﬁZ (33)

(33) ifadasini (32)-ds nazoars alsaq, alariq:

a? -l +1)—1—n(n+1)—(2n+1)‘/1+l(l +1)- B2
Je= 2 4 . (34)

1+2n+2\/i+l(l +1)—ﬂ2

(15) ifadassini (34)-do nazars alsaq, enerji spektri liglin agagidaki kimi analitik ifads alariq:

2
a2—|(|+1)—1—n(n+1)—(2n+1),/1+|(| +1) - p?
E2_M2=_4. 2 4 Sl=

1+2n+2\/i+l(l +1) - B2

2
a?—1(+1) - S —n(n+1)— @0 +1),| T +1(1+1) - 52
2 4 S

1 1 .
2+n+\/4+l(l+1) B

(35)

Hiilten tistogal Yukava sinif potensial sahads harokat edan zarraciyin radial funksiyasini tapmaq ligiin X(S)
radial funksiyasini asagidaki kimi faktorizasiyaya ayiraq:

7(5)=9()y(s). (36)

NU metodundan istifads etmoklo ¢(S) funksiyasi asagidaki sortdon tapilir:

6 _7(s)

= . 37
55)  o5) 37

Indi (37) tonliyini holl edorok ¢(S) funksiyasi iigiin tapiriq:

1 1 )
—+,[=+I(1+)-p ]
Ing(s)=1In s‘g(l—s){2 !
%Jr /i+|(l+1)—ﬂ2]

#(s)=s"-(1- S)( (38)

Y (S) funksiyas asagidaki Rodriges formulundan tapilir:

c, d

o(s) ds" [c"(s)p(s)]- (39)

Yn (S) =
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Burada C,, — normallagma sabitidir, p(s) -¢oki funksiyasidir v agagidaki kimi Pearson tonliyinin hallindon tapilir:
d
E(G(S) -p(8)) =7(s)- p(s) - (40)

(40) tonliyini p(s) - goro hall edarak aliriq:

1 2
p(s) =% (1—s) Ve (1)

(39)-da p(s) ¢oki funksiyasini avazlomokloy,, (s) funksiyasi tiglin tapiriq:

n n+ E+ +1)-p2
Y, (s) = C d snze(pog) Ve (42)

2 %+I(I+l)—ﬂ2 ds"

s*(1—5s)
Bunu nazars alaraq,
1 2 1 2 1 2
g" n+2,|=+l(1+1)-48 2\/7+I(I+1)—,B (25,2\/7+I(I+1)—ﬁ )
o s"t2E(1-g) V4 =52 (1-s) 4 p V4 (1-2s), (43)

Y. (S) funksiyalar1 iigiin alirq:

[25,2,/1+I(I+1)—,32 j

Yn (s)= Cn IDn (1-2s) (44)
Indi (38) vo (44) ifadolorini B (36)-do ovozlomoklo, % (S) radial dalga funksiyast {igiin alariq:

2n(8) = Cps° (1—8)* P2 2K (1 25) (45)

Burada K =%+\/%+I(I +1)—ﬂ2 .

Yakobi polinomlarmin xassalarindon va hiperhandasi funksiyanin komayi ilo y(s) radial dalga funksiyasini
ifada edirik [25]. Bunu agagidaki kimi edirik:

p{Pa(25) = Y a (L-s)P™" (1 +5)0*" (46)
" ni2"(1-s)P(L+s)% ds" ’
Nl
(p.a)q_ gy LM+ P+D) o .
PPV (1—-2s) = nC(p £ 1) SF(=np+qg+n+1p+1s).
(o) gy L(M+P+Y A
PP (s) = AL (p £ 1) 2 F( n,p+q+n+1,p+1,2(1 s)) (47)

Buhaldap = 2¢,q = 2K — 1,
Onday (s) funksiyast ti¢iin kompakt ifads bu formada olur:

gk T(n+2s+1)

7n(9)=Cos"A=9) nIC(2¢ +1)

s F(=n,2¢ + 2K +n,1+ 2¢;5) (48)
Burada C,,- normallasma sortindon tapilan normallasma sabitidir:
< 2 0. 7 2 11 2
[IR()|"rdr = [|x(r)"dr =25_[;|;((s)| ds=1 (49)
0 0 0

Inteqral formullarindan istifade edorok aliriq:
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1
j(l— 5)20 24 L E (-n,2(5 + A+1) +n, 22 +1;5) 2 ds =
0

(50)

(n+5+D)NT(n+26 + 2)I' (2T (24 +1)

T N+5+A+DI(N+ 24+ )25+ A+1) +n)

Bu hal tcin:

A=¢,0=K-1

onda
1

J52€—1(1_ $)2X[,F(-n,2¢ + 2K +n,1+ 2¢; 5)Pds =

0

(51)

(n+ K)NIT(n + 2K)T(2&)0(2¢ +1)

- (n+e+K)T(n+ 2 +1DT'(2¢ + 2K +n)

(n+ K)NIT(n + 2K)T(2&)0(2¢ +1)

2 r'(n+2e+1) Zi
" nIT(2s +1)

20 (N+e+K)['(n+ 2 +1)I'(2e + 2K +n) -

(52)

(83)

- \/25n!(n +K +&)['(2¢ + 2K + n)['(2¢ +1)
L=

(n+K)I'(n+2K)I'(2&)T'(n+ 2¢ +1)
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M.V. Gojayeva

ANALYTICAL SOLUTION OF THE KLEIN-FOCK-GORDON EQUATION FOR THE LINEAR
COMBINATION OF THE HULTHEN AND THE CLASS OF YUKAWA POTENTIALS

In this study, the bound state's solution of the modified Klein-Fock-Gordon equation is found for the new supposed
combined Hultén potential and the Yukawa class potentials. The analytical expressions of the energy eigenvalue and the
corresponding radial wave functions are obtained for any orbital quantum number. The obtained eigenfunctions are expressed
in terms of hypergeometric functions. We applied the developed approximation scheme to overcome the potential's centrifugal
part difficulties. It is shown that energy levels and eigenfunctions are sensitive depending on potential parameters.
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