AJP FiZiKA

2023

section C: Conference

H.A. Aliyev

KOORDINATDAN ASILI KUTLOYO MALIK YARIMSONSUZ HARMONIK
OSSILYATORUN su(1,1) DINAMIK SIMMETRIYA COBRININ DOQIiQ
REALIZASIYASI

S.M. NAGIYEYV, E.i. COFOROV
Elm va Tohsil Nazirliyinin Fizika Institutu
Cavid pr. 131, AZ1143, Azarbaycan
e-mail: sh.nagiyev@physics.science.az, ejafarov@physics.science.az

Kiitlosi koordinatdan asili olaraq doyison, bu sababdon do 6ziinii yarimsonsuz harmonik ossilyator kimi aparan kvant
sistemi ti¢tin su(1,1) dinamik simmetriya cobri qurulmus vo gapali cobri yaradan har {i¢ generatorun askar sokillori hesab-

lanmigdir.
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Miiasir fizikanin an calbedici mososlalorindan biri
stibhasiz ki, harmonik ossilyator masslasidir [1]. Qeyd
edilon moasslo ham Klassik, ham ds kvant mexanikasi-
nin fundamental qanunlari ¢ar¢ivasinds ¢ox maraqli vo
sonsuz sayda hadisslari elmi baximdan dolgun izah edo
bilan dagiq hallora malikdir [2,3]. Klassik mexanikada,
masala {igiin uygun Nyuton tanliyi yazilir vo mahdud
oblastda harmonik ossilyator masalasina uygun golan
fiziki sistemin horokoti ii¢iin trayektoriya funksiyalari
analitik sokilds tapilir. Kvant mexanikasi ¢ar¢ivasindo
iso, submikron olglido fiziki sistemin 6ziinii harmonik
ossilyator kimi aparmasi ideyasi, bu sistemi ya konfiqu-
rasiya, ya da impuls fozasinda bu sistemi xarakterizo
edo bilocok uygun kvant mexanikasi tonliyinin holli
tizarindon miimkiindiir. Bu tonlik geyri-relyativistik
kvant mexanikas1 masalasi ligiin Sredinger, relyativis-
tik kvant mexanikasi masalasi liglin iso sonlu-farg,
Kleyn-Qordon va ya Dirak tonliklaridir. Biitiin bu tan-
liklari miiayyon yanagmalarla harmonik ossilyator tigiin
doagiq hall etmok miimkiindiir. Lakin, burada bir sey na-
zoro alimmalidir ki, kvant mexanikasi klassik mexani-
kadan forgli olarag, impuls vo koordinat arasindaki
moveud Heyzenberg geyri-mitoyyanlik prinsipinin
movcudlugu ssbsbindan, mohdud oblastdaki harokot
yerina, adston, sonsuz oblastda harokoti todgiq edir.
Yani, todgiq edilon fiziki sisteminin koordinatinin vo
impulsunun askar qiymatlori yerina konfigurasiya vo ya
impuls fozasinda bu sistemin sonsuz oblastda olma eh-
timali anlayis1 daxil edilir. Bu zaman, yuxarida sadala-
digimuz tonliklori dagig ve ya tagribi hall etmakls hs-
min sistems uygun golon dalga funksiyasi va enerji
spektrinin miiayyon analitik ifadslori tapilir ki, bu ifa-
dalor do kvant sistemini tam olaraq xarakteriza etmok
tiglin kifayatdirlor.

Yuxarida da qeyd etdiyimiz kvant harmonik ossil-
yatoru mosalosi do geyri-relyativistik kvant mexani-
kasinda kanonik yanasma gorgivasindo koordinat vo
impulsun tizorino heg bir mahdudiyyst qoyulmagidi
toqdirde kvant mexanikasinin riyazi cohotdan on sads
va dagiq analitik hallorina malikdirlar. Bu hallar stasi-
onar hallarda ham koordinat, ham ds impuls tasvirinda
dalga funksiyas ii¢iin Ermit ¢oxhadlilarinden asili riya-
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zi ifadani verir, sistemin enerji spektri iso sonsuz sayda
Xatti vo ekvidistant soviyyslordon ibarstdirlor [3].

[4,5] mogalalori kvant harmonik ossilyatorunun
¢ox maraqli konfaynment modelini toqdim etmisdir.
Belo ki, dalga funksiyalar1 Ermit ¢oxhadlilori ilo ifads
olunan harmonik ossilyator mosolosi daha da timu-
milosdirilarak, belo ehtimal edilir ki, konfiqurasiya fo-
zasinda kvant ossilyatoru sistemi koordinatin har hansi
sonlu moanfi giymotinde mahdudlasdirilir, lakin, koor-
dinatin miisbot giymotlor oblasi tamamilo doyismoz
qalir. Daha sonra, bu kvant ossilyatoru modeli inkisaf
etdirilorak, onun faza fozas1 da qurulmus vo bu faza
fozasinda impuls va koordinatin birgo kvazi-paylanma
funksiyas1 olan Husimi funksiyasinin agkar sokli do
tapilmigdir [6]. Lakin, nazoro almaq lazimdir ki, hor
hansi yeni qurulan kvant sisteminin an asas xassalorin-
don biri do onun dinamik simmetriyasinin olub-olmadi-
ginin yoxlanilmasi va dinamik simmetriya cobrino uy-
gun golon generatorlarin agkar sokillarinin tapilmasidir.
Hal-hazirki mogalonin magsadi do, yuxarida qeyd edi-
lan koordinatdan asili kiitloys malik yarimsonsuz har-
monik ossilyator modelini tosvir eds bilon dinamik
simmetriya cabrinin generatorlarinin neco tapildigim
gostarmoak Vo coabri togkil edon hor ii¢ generatorun ana-
litik ifadslorini hesablamagqdir.

DALGA FUNKSiYASI ERMIT COXHODLILORI
ILO IFAD® OLUNAN QEYRIi-RELYATIVISTIK
OSSILYATORUN DiNAMIK SIMMETRIYASI

Bu bdlmads biz stasionar hallarinin dalga funksi-
yast Ermit ¢oxhadlilari ilo ifads olunan geyri-relyati-
vistik xatti harmonik ossilyatorun dinamik simmetriya
cabrinin generatorlari ila bagl qisa icmal toqdim edirik.

2,2
Belo ki, kanonik yanasmada V (x) = 722 po-

tensiali ilo ifads olunan geyri-relyativistik harmonik os-
silyator liglin stasionar Sredinger tonliyi asagidaki so-
kildodir:

|

Burada, m, — kvant harmonik ossilyatorunun bircins
kiitlosi, w — ossilyatorun bucaq tezliyi, 1 (x) — ikinci
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tortib diferensial tonliyin moxsusi funksiyasi olan sis-
temin dalga funksiyasi, E isa bu tonliyin moxsusi giy-
mati olan kvant sistemina uygun enerji spektridir.
Yuxaridaki (1) tonliyinin dogiq hoalli gostarir ki,
enerji spektri asagidaki sokildo sonsuz sayda ekvidi-
stant diskret saviyysalardon ibaratdir: |

P =y(x) =

Qeyri-relyativistik xatti harmonik ossilyatorun di-
namik simmetriya cabri Heyzenberg-Li cobridir vo aga-
gidakt sokildadir:

[H,a*

| = thwa®, 4a)

[a”,at] = 1. (4b)

Burada, H kvant ossilyatorunun (1) tanliyinden do go-
rliindityi kimi tam Hamilton operatorudur vo agagidaki
sokildadir

2

h? az mow?x

2mg dx? 2

H (5)
a® operatorlari isa kvant ossilyatorunun yiiksaldi-

ci vo endirici operatorlari adlanirlar va agagidaki birinci
tortib diferensial operator kimi tayin olunurlar:

a* = \/’ Ao (’10 %)'
(6)

(6) operatorlari (3) ilo toyin olunan stasionar hal-
larm 1, (x) dalga funksiyasina asagidaki sokilds tosir
edorok dalga funksiyasim bir soviyys yiiksoldib
endirirlor:

a_lpn(x) = \/ﬁl/)n_l(x), (7a)
a* P, (x) = Vn + 1P (). (7b)

1
1 (Ae3\¢ -1} 22
\/W(%) e 2 T H (Aox), Ag =

1
E=E, =hw (n + E)’ n=20,12,---. (2
Bu tonliyin agkar halli olan ¥ (x) dalga funksiyasi da
eyni gayda ilo diskret giymotlor alir vo Ermit ¢oxhad-

lilori ilo ifads olunan agagidaki analitik ifadeys malik-
dir [7]:

mow

o, )

I .
Buradan asanliqla tapmagq olar ki,

Y(0) = =@, ©®

. A .y d
Nozars alsaq ki, impuls operatoru p, = —lha,

onda (4) Heyzenberg-Li cobri kommutasiya miinasibat-
lorindon asagidaki Heyzenberq-Li tonliklorini alariq:

[, 5,] =
—~ h,\
[A,x] = —i-p,.

X, (9a)
(9b)

KOORDINATDAN ASILI KUTLOLI
YARIMSONSUZ HARMONIK OSSiLYATORUN
DINAMIK SIMMETRiYA COBRININ
QURULMASI

Indi iso, yarimsonsuz harmonik ossilyatorun dina-
mik simmetriya cabrini qurag. ©vvalca bir daha geyd
edak ki, harmonik ossilyator problemi tam sonsuz hal-
dan yarimsonsuz hala kegmosi iigiin, onun da kiitlasi
koordinatdan asil olaraq, koordinatin manfi sonlu giy-
matinds sonsuz agir olmalidir. Yani, baxilan geyri-rel-
yativistik kvant sisteminin hom Kinetik, hom ds poten-
sial enerji operatorlarina daxil olan bircins kiitlo m, ko-
ordinatdan asili kiitlo M(x) ilo avoz edilmalidir vo
M (x) koordinatin x = —a giymatinds sonsuz olmali-
dir. Kinetik enerji operatorunun isa konfiqurasiya foza-
sinda ermitlik sortinin saxlanmasi ti¢iin an sads Kinetik
enerji operatoru olan BenDaniel-Dyuk timumilogma-
sindon istifads edilir vo asagidaki Sredinger tonliyi ya-
zilir:

RZd 1 M(x)w x _
[_ 7EM(x) dx ] Y(x) = EP(x). (10)
M (x) funksiyasi tiglin
amg
M(X)Z{x+a' a<x<+e, (11)
+OO, X S _a,

soklindoki ifads daxil edilmokls, (10) tonliyi ikinci tortib diferensial tonlik olarag dagiq hall edils bilir vo tapilir
ki, onun enerji spektri (2) ilo tam olaraq Gst-tisto diisiir, yani

E=E) =ho (n + %) n=0,12,-,

(12)

dalga funksiyasi iso agagidaki sokilds imumilogmis Lager ¢coxhadlilari ila ifado edilirlor [7]:
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Y(x) = P25 (x) = Co240°alx + a)] o e‘uoza(”a)Lglmozaz) (Zloza(x + a)). (13)

Burada,

2n!
[(n+24,°a? + 1)

omsali LSI“)(Z) timumilagmis Lager ¢oxhadlilarinin molum ortoqonalliq sartindan tapilir. ©gar biz qurulacaq cabrin
bir generatorunun Hamilton operatoru oldugunu nazors alsaq, onda bu generator tigiin yaza bilarik ki,

n= (1"

h? _( +a)_ moaw?x?

2amg dx 2(x+a)

HYS = —

(14)

Olavas olaraq, agagidaki iki yeni operator daxil edok:

At = ( / X / ) (15a)
A \/_l </10 \’x+a \’x+a d> (15b)

(14) va (15) operatorlarinin garsiliql kommutasiyasi asagidaki miinasibatlora gatirib ¢ixaracaq:

A_ A 1 ~ A~
[A ,A+]:1—m(A++A ),

—~ ~ ~ hw AL oA ~ 2 hw ~ ~_
[HYS,A‘*'] = hwA™ — ZAON/Za(x+a) [A+A + (A+) ] - Sloza(x+a) (A+ +4 )’
[A75,47] = —howh™ + ——2 ZAOW Ah+ (A7)

Bu kommutasiya miinasibotlori aydin olaraq gostorir ki, H”S, A* vo A~ generatorlari birlikdo yarimsonsuz
kvant harmopnik ossilyatoru ii¢iin qapali dinamik simmetriya cobri togkil etmirlor. Bu model {igiin (9) Heyzenberq-
Li tonliklorinin hans1 imumilogmis soklo diisdiiyiinii yoxladiqda isa aliriq ki:

A 2

gvs 4 | = i 2 [ ] Dx
(A7, 8] = imohw?x |- + 5 pr— (163)
7y h x+a ih
ys - j—2""|H —
[H ’ x] ' my a [px 2(x+a)l’ (16b)
Ogor asagidaki yeni bir B, operatoru daxil etsok: ! K, = /102ax —AtA- =2
5 x+a i %)
Py = —Dx, (17) K, = 2 Py

h

onda alariq ki:
Sados hesablamalar apararaq, asanligla gostarmok
Ggys pl — i 2,0 _ §7YS olar ki, bu li¢ operator su(1,1) Li cobrinin generator-
[H 2E ] l(mow ax —H )’ (182) laridir, yani onlarin asagidaki kommutasiyalar1 qapali

cobri yaradir:
ys R (.5 1
[A7S,x] = ——(iB, +-). (180) ,

Mo 2 [Ko, K1] = iK5,
Belslikls, (18) tonliklarinin aslinds torafimizdon
dinamik simmetriyasi todqiq edilon yarimsonsuz kvant

[Kz' Ko] = iK;,

harmonik ossilyatoru modeli tigtin Hamilton-Li tonlik- (19)
lorinin imumilosmis sokillori olduglart malum olur. [Kl, Kz] = —iK,.
Novbati marhoalads, biz (15) va (17) operatorlar
osasinda asagidaki ii¢ yeni K operatorlart daxil edok: Olave olarag, su(1,1) Li cobrinin riyazi ssaslarin-
dan yaxs1 molum olan asagidaki iki K operatorlar1 da-
K, = AtA- + )102a2 + %1 xil edok:
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Ki = Kl i le (20)

Onda, Ky vo K, operatorlar1 arasindaki kommu-

tasiya miinasibotlori (19) kommutasiya miinasibatlorini
asagidaki sokilds gismon doyisocok:

[K_, K—+—] = ZKO’ [KOJK-L-] = iKi (21)|

K_ lprjlzs(x) = gn¢7¥i1(x)a K, - Zs(x) = gn+17~/’73;i1(x)-

Burada, &, =

—\/n(n +215°a?).

Buradan iss asanligqla molum olur ki, K. operator-
lar1 aslinds kiitlosi koordinatdan asili olaraq doyison
yarimsonsuz kvant ossilyatoru modelinin yiiksaldici va
endirici operatorlaridirlar va onlarin (13) dalga funk-
siyalarina tosirlori agagidaki cobri ifadays tabedir:

(22)

(22) miinasibatlorindan istifads edoarak, asanligla yazmagq olar ki,

(—)n
Yo (x) =

Basqa s6zlo, (23) ifadosi oslinds yarimsonsuz os-
silyator t¢iin ad1 harmonik ossilyatorun dalga funksi-
yast ti¢iin dogru olan (8) ifadssinin imumilogmasidir vo
a — oo limit hali ii¢iin bu ifadani tam barpa edir. Hom
do, asanligla gostormok olar ki, (21) miinasibatlori do

/n!(2102a2+1)n

(K)™py” (x). (23)

[
bu limitdo Heyzenberq cabrinin asasimi toskil edan (4)
miinasibatlorini tam olaraq borpa edirlor.
Bu is Azorbaycan ElIm Fondunun maliyys doastoyi
ilo yerina yetirilmisdir — Qrant Ne AEF-MCG-2022-
1(42)-12/01/1-M-01.
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EXACT REALIZATION OF THE su(1,1) DYNAMICAL SYMMETRY ALGEBRA FOR THE
SEMIINFINITE HARMONIC OSCILLATOR WITH THE POSITION-DEPENDENT MASS

The su(1,1) dynamical symmetry algebra is constructed and obvious expressions of all three generators forming this
algebra are computed for the quantum system behaving itself as a semiinfinite harmonic oscillator due to that its mass varies

with position.

II.M. Harues, J.U. /I:kadpapoB

TOYHAS PEAJIM3ALIUSA AJTEBPBI JUHAMUYECKON CUMMETPHUMU su(1,1) 1JIs
MOJYBECKOHEYHOI'O TAPMOHHYECKOT O OCIHAJIJIATOPA C MACCOM 3ABUCSIIENA OT
KOOPJIUHATBI

Arnrebpa muHamudeckoit cummerpun su(1,1) mocTpoeHa W sIBHBIE BHIBI BCEX TPEX IEHEPATOPOB 00pa3yrOYIIUX 3Ty
ajreOpy BBIYMCIIEHBI Il KBAHTOBOM CHCETMBI Beflylei ceOs Kak MoyOeCKOHEUHBIH rapMOHMYECKUH OCIUIIIATOP U3-3a TOTO

YTO €ro Macca MEHACTCA B 3aBUCUMOCTH OT KOOPJAUHATHI.

83



