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VON ROOS KINETIiK ENERJI OPERATORUNUN TOSIRI ALTINDA OLAN
POTENSIAL QUTUVARI KVANT HARMONIK OSSILYATORUNUN
DOQIQ HOLLI

E.I. COFOROV, A.M. MOMM®OSDOVA va N.F. MOMMODOVA
Azarbaycan Milli EImlar Akademiyasinin Fizika Institutu
Cavid pr. 131, AZ1143, Baki, Azarbaycan
E-mail: ejafarov@physics.science.az

Koordinat ilo doyison effektiv kiitlo formalizmi gargivasinds, birdlgilii kvant harmonik ossilyatorunun dogiq hall oluna
bilon modeli torofimizdon toklif edilmisdir. Koordinatdan asili effektiv kiitlonin analitik ifadasi elo yolla segilmisdir ki, o,
6ziindo kvantlanma effektini niimayis etdirsin va potensialin soklini harmonik ossilyatordan geyri-kvadratik profilo malik kvant
qutusuna gevira bilsin. Tadqiq edilon ossilyator modelinin stasionar hallarinin dalga funksiyalari sarbast Hamiltoniani von Roos
kinetik enerji operatoru ilo toyin olunan uygun Sredinger tonliyini dogiq hall etmoklo alinmigdir. Dalga funksiyasinin analitik
ifadasi psevdo Yakobi ¢oxhadlilori ilo ifado edilmisdir. Enerji spektrinin iso tapilmis ifadasi gostarir ki, o, diskretdir, geyri-
ekvidistantdir vo sonludur. Gostorilmisdir ki, ham enerji spektri, hom do dalga funksiyasi N—co limiti zaman1 Ermit ossilyatoru
da adlanan geyri-relyativistik kanonik kvant harmonik ossilyatorunun enerji spektri vo stasionar hallarinin dalga funksiyasini
tam barpa edirlor.

Acar sozlor: Koordinatdan asil effektiv kiitla, kvant harmonik ossilyatoru, psevdo Yakobi ¢oxhadlilori, geyri-ekvidistant
enerji spektri
PACS: 03.65.-w, 02.30.Hg, 03.65.Ge

1. GIRIS sayilan qadagan olunmus zonasi koordinatdan asili ola-
raq doyison sorbast ¢oxzarrocikli yanagma nozariyyasi
corgivasindoa toklif edilmisdir [4]. Mogalomizin osas
moqsadi koordinatdan asili olaraq doyison kiitloys ma-
lik geyri-relyativistik Kinetik enerji operatorunun ifads
olunmas iiciin von Roos yanagmasi ¢argivoasinds olda
edilmisdir [5]. Gostorilmisdir ki, koordinatdan asili ef-
fektiv kiitloya malik geyri-relyativistik kvant harmonik
ossilyatoru modelinin stasionar hallarinin ham enerji
spektri, ham do dalga funksiyalar ti¢iin Salis vo dagiq
hallor almaq miimkiindiir.

Biz mogalomizi asagidaki sokildo strukturlagdir-
migiq: 2-ci bolmo, stasionar hallariin dalga funksiya-
larinin analitik ifadslori Ermit ¢oxhadlilori ils ifads olu-
nan malum geyri-relyativistik kvant harmonik ossilya-
toru modelina hasr olunmusdur. Stasionar hallarin dal-
ga funksiyalar1 vo enerji spektrinin analitik ifadslarini
almaga imkan yaradan Nikiforov-Uvarov metodunun
bu malum model {iglin neca tatbiq oluna bilacayinin de-
tallarim1 da bu bélmods togdim edirik. Daha sonra, biz
koordinatdan asili effektiv kiitloys malik kvant harmo-
nik ossilyatoru modelinin von Roos kinetik enerji ope-
ratoru formalizminds dagiqg hallarine hasr olunmus ha-
zirki mogalanin asas naticalorini 3-cii bolmads toqdim
edirik. Burada biz stasionar hallarin dalga funksiyalari
Va enerji spektrinin agkar ifadslorini tapmagq tigtin yeni-
don Nikiforov-Uvarov metodundan istifads edirik. Ko-
ordinatdan asili effektiv kiitlonin analitik ifadasi says-
sinds tadgiq edilon harmonik ossilyator modeli 6ziinii
geyri-kvadratik profilo malik kvant qutusu kimi aparir.
Sonuncu bolma bu moegaleds alinmig naticalarin qisa
miizakirasini ohats edir.

Dalga funksiyalar1 sonsuzluqda sifra g¢evrilon
birél¢iilii harmonik ossilyator miiasir fizika vo texnolo-
giyalarin miixtalif istigamatlorinds 6ziiniin ugurlu tat-
biglari sobobils geyri-relyativistik kvant mexanikasinin
on colbedici problemlarindon hesab olunmaqdadir [1,
2]. Sabit mg effektiv kiitlasine malik stasionar Sredinger
tonliyi enerji spektri vo dalga funksiyasi vahidlorinds
bir6lgiilii harmonik ossilyator ii¢iin daqig hall oluna
bildiyindon, bu mosalo hom das riyaziyyat néqteyi-nozo-
rindan do maraqlidir. Bu baximdan yaxst malumdur ki,
enerji spektri tiglin alinan riyazi ifade onun diskret vo
ekvidistant xasssloro malik oldugunu gostarir. Uygun
dalga funksiyasinin analitik ifadasi iso Ermit ¢oxhod-
lilari ilo ifada olunur [3].

Asanligla miigahido etmok olar ki, mo sabit effek-
tiv kiitlays malik geyri-relyativistik kanonik kvant har-
monik ossilyatorunun Ermit ¢oxhadlilari ilo ifads olu-
nan dalga funksiyasi x— + o giymatlarinds sifra ¢evri-
lir. Kvant harmonik ossilyatorunun bu xassasini nazars
alaraq, 6ziini geyri-kvadratik profilo malik kvant qutu-
su kimi apara bilon kvant harmonik ossilyator modelini
todgiq etmok do fiziki sistemlar tigiin colbedicidir. Bu
effekts nail olmagq tigiin, avvalca tasovviir etmok lazim-
dir ki, adi harmonik ossilyator dziinii ganadlari X— =+ oo-
da sonsuzluga gedan parabola kimi aparir va daha sonra
da els bir yanagma istifads etmak lazimdir ki, bu para-
bolanin geyd edilon gqanadlarini x koordinatinin miiay-
yan bir noqtesinds ayib iifliqii sokle salmagla harmonik
ossilyatorun potensialindan miisyyan menada geyri-
kvadratik profilo malik potensial qutu diizoldok. Biz
todqiq etdiyimiz problemds bu magsadimizo sabit ef-

fektiv mp kitlosini koordinatdan asili olaraq doyise bi- 2. ERMIT COXHODLILORI VAHIDINDO
lon effektiv M(x) kiitlosi ilo ovoz etmok sayassinds nail  QEYRI-RELYATIVISTIK KVANT

ola bilmisik. _ ) HARMONIK OSSILYAORU POLYNOMIALS
Bu yanasma yeni deyil ve ilk dofo olaraq, ifratke- ) ) o )
ciricilords tunel effekti ilo bagli moshur tacriibanin fi- Bu bdlmads, geyri-relyativistik kvant harmonik

zika ganunlarina osaslanan doqiq izahi tigiin giiclii alot O_SSilyator problemi barads imumi malumat tagdim edi-
lir. Bu ossilyator modelinin stasionar hallarinin dalga
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funksiyalar1 vo enerji spektri Nikiforov-Uvarov meto-
dundan istifado etmokls tapilirlar [6]. Asagida toqdim
edilon stasionar Sredinger tonliyinin imumi sokli bizim
baslangic noqtoamizdir:

b
Zmo

V| p@ =EpG) . @

Bu tonlikds oavvoalco impuls operatoru p.-in va
daha sonra da V(x) potensialinin agkar gakillorini toyin
etmok lazimdir. Mohz kinetik enerji operatoru va po-
tensialin agkar gokillori (2.1) tonliyinds toyin edildiyi
toqdirds, bu tanliyin tobisti va onun hansi yollarla dagiq
hall edilocayi barodo miioyyan fikirlor irali siira bilorik.

Sadolik ti¢iin, biz biitiin hesablamalar1 kvant me-
xanikasina kanonik yanagma sarsivasinds hoyata kegi-
racayik. Bu halda, birdlgiilii impuls asagidaki kimi to-
yin olunmalidir:

~ . d
Dx = —ih—. (2.2)

Onda, biz kvant harmonik ossilyatoru problemini
todgiq etmoyi qarsimiza magsed qoydugumuzdan, bu
problemin potensialinin agkar sokli do malumdur v o,
asagidaki sokilds tayin olunur:

m0w02x2

V(x) = >

, (2.3)

Burada, m, vo w, geyri-relyativistik kvant har-
monik ossilyatorunun sabit effektiv kiitlosi vo bucaq
tezliklaridir. Novboti addim olaraq, (2.1) tonliyinin doa-
gig halli ¢argivasinds ehtimal edirik ki, (x) dalga
funksiyalar1 baghdirlar vo sonsuzlugda sifra yaxinlagir-
lar.

(2.2) va (2.3) ifadslorini (2.1) tonliyinds yerino yaz-
magla asagidaki ikinci tortib diferensial tonliyi almagq

olar:
(E Jw=o.

Indi iso biz Nikiforov-Uvarov metodundan istifa-
da etmakla bu tonliyin neca daqiq hall edildiyini goste-
racoyik. Bu metod asagidaki gostorilon soklo malik
ikinci tortib diferensial tonliklari dagiq hall etmak tigiin
totbiq edils bilor:

WY+ S =0,

2
ayp

dx?

Zmo

Mowo2x?
n2

5 (2.4)

(2.5)

Daqiq hallin tapilmasi tigiin T-nun maksimum birinci
tortib ¢oxhadli, o vo 6-nin iso maksimum ikinci tortib
¢oxhadli olmalarinin talob olundugu slavs sortlor 6don-
molidir. ©gar

_ [MoeWwo
Ao = P

hwg' (2.6)

€o

daxil etsok vo daha sonra da & = A4x 6l¢iisiiz dayisona
kegsok, onda

Y’ + (260 - §DP = 0. @7
alariq.

51

Bu tonlikdon asanligla gérmok olar ki,

f=0,0=1,6=2e,— &2 (2.8)
Bu da Nikiforov-Uvarov metodu ¢oargivasinds
(2.5) tonliyinin iizarina qoyulan gortlorlo tam olaraq uy-
gunluq toskil edir.
Biz (2.7) Sredinger tonliyinin doqiq hollarini asa-
gidaki sokilds axtarirq:

Y = p()y(E).

Burada, Nikiforov-Uvarov metoduna uygun olaraq,

(€

(2.9)

()
Fond

p)=e
kimi toyin olunur vo 7 (&) iso maksimum birinci tortib
coxhadlidir. Asan hesablamalar apararaq, miisahido et-
moak olar ki,

(2.10)

Y =y + -9y,
o 2
‘(/)” = (py” +%<py’ +m

o2

Ogor bu ifadslori (2.7) tonliyinds yerino yazsaq, onda
(&) tglin asanligla asagidaki tonliyi alariq:

g+n?+n(i-o')+n’c

2n+7
14 !
y

+ y =0.(2.11)

o o2

Indi asanliqla miisahido etmok olar ki, ¥ vo ¢’ pa-
rametrlori sifra borabor olduglarindan, ¥ —o¢' = 0.
Eyni zamanda,

T=2
Vo
G6=6+mn*+1o,

Daxil etdikdon sonra, (2.11) tonliyi asagidaki kimi
kompakt soklo diigiir:

y'+ gy’ + %y = 0. (2.12)

& do maksimum ikinci tortib ¢oxhadli oldugun-
dan, onda ehtimal edos bilorik ki, & = Ag. Bu ehtimal
(2.12) tonliyini asagidaki kimi miioyyon godar doyisir:

y”+zy’+iy=0 (2.13)
o o ' '

Bu ehtimal ham da talab edir ki,

= e\/fz +A-—1n"—2ey, =11 (2.14)

Onda, m-nin do maksimum ikinci tortib goxhadli
olmasi ilo bagli iizorina qoyulan baglangic sorti do noa-
zoro alaraq tapariq ki,

A=1"+ 2e,, (2.15)
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borabarliyi do 6danarse, 0 zaman 7 (&)-nin tizarine go- A=2ey—1,T=-2¢ (2.20)
yulan baslangic sort dogru olar. Bu da ($) igiin asa-  glariq.
gidaki ifadayo gotirib ¢ixarir: (2.20) sayasinds (2.13) tonliyi asagidaki soklo dii-
stir:
n(§) = €. (2.16) y"'(€) —28y'(§) + (20 — 1)y($) = 0.
2.21
Bu zaman, (2.8) vo (2.16) ifadslorini (2.10)-da (221
yerina yazmagla ¢ (§) tgiin Bu tonliyi H,(¢) Ermit ¢oxhadlilorinin &dodiyi
agagidaki ikinci tortib diferensial tonlik
@(§) = e/, (247)
y"'(§) =28y'(©) +2ny(§) =0, (222
alariq.
Buradaki inteqral da ¢ox asanliqla hesablana bilor va  ilo miiqayiso edarak biz geyri-relyativistik kvant har-
noticado monik ossilyatoru ti¢iin kanonik yanagma ¢argivasinds
8ﬁ agagidaki malum hallors golib ¢ixariq: (2.21) tonliyin-
pE)=e"z. (2.18)  don alinan E enerji spektri (2.4) diferensial tonliyinin
alariq. moxsusi giymotidir, o, diskret vo ekvidistantdir [3]:

Indi isa, golin (x) dalga funksiyasinin sonsuzluqda
sifra barabar olmasi kimi baglangic sortimizin méveud-
lugunu yada salaq. (2.18) ifadosindon miisahido etmok
olar ki, bu sort yalmz € = —1 oldugu toqdirdo dog-

E =E, = hw, (n + %) n=20,12,-- (2.23)

rudur. Onda Stasionar hallarin dalga funksiyalari
& Y(x) = p(x)y(x) (2.18) vo (2.21) tonliklorindan tapi-
p)=e 2, (2.19)  Tlirlar vo onlar asagidaki dogiq ortonormal ifadoys ma-

\& likdirlor:

1 2
- _MmowoXx
%@=éﬂ%WeZh%QT“) (2.24)

H,, (x) Ermit ¢oxhadlilori burada ,F, cirlagmus Ioperatorunu daxil edorkan, onun ermitlik xassasini go-
hiperhandasi funksiyalarin komayi ilo asagidaki kimi  ruyub saxlamaq iigiin ehtiyatl olmaq lazimdir. Hom da,
toyin olunublar [12]: daha sonra effektiv kiitlonin koordinatdan asili ifadasini

elo gayda ilo segmoliyik ki, bu ifado kvant harmonik
2 _m-1ny2, 1 ossilyatorunun parabolik profilini geyri-kvadratik qu-

Hn(x) = (2)"  2Fo ( z D, x_z) tuvari profilo gevir bilsin.
Magalomizin Giris bélmasinda torafimizdon geyd

(2.24) dalga funksiyalari (—oo,400) tam hagiqi  edilmisdi ki, ilk dofo olaraq, ifratkegiricilords tunel ef-

oblastda ortonormallasdiriliblar: fekti tocriibasinin nozari izah1 zamani sarbast coxzarra-
cikli yanagsma nazariyyssi ¢or¢ivasinds gadagan olun-

(00} . - o

f_oo 10 (x),pn (x)dx = Smn.- mus zonanin koordinatdan asili oldugu halin bu tacrii

boni daha dagiq tasvir eds bilacoyi gostorilmisdi. Qeyd
etmok lazimdir ki, daha sonra bu yanagma inkisaf etdi-
rilorak ehtimal olunmusdu ki, gadagan olunmus zona-
nin koordinatdan asili olaraq doyismasi eyni zamanda
effektiv kiitlonin do koordinatdan asililigina gatirs bilor
1 oo 5 Vo bununla slagedar olaraq, kiitlo koordinatdan asili ol-
N f_oo e* H,(x)H,(x)dx = 2™n! §,,,. dugu halda ermitlik sortini 6doyan vo daha sonra elmo

T BenDaniel-Dyuk sarbast kinetik operatoru kimi do mo-

. . . 1 1 gidaki sokilda sarbast Hamilton operatoru
3. PSEVDO YAKOBI COXHODLILORI d‘;ﬁfﬁ;ﬁiﬁi [a8]1 3ol 59109 P

VAHIDINDO VON ROOS KiNETIiK ENERJi
OPERATORUNUN TOSiRi ALTINDA OLAN
BIROLCULU POTENSIAL QUTUVARI _ Hy” = — LM ax (3.2)
KVANT HARMONIK OSSiLYATORU MODELI

Bu sortin dogrulugu H,, (x) Ermit ¢oxhadlilorinin
Odadiyi asagidaki ortoqonalliq sorti vasitasilo asanligla
yoxlanila bilar [7]:

Burada, M(x) — koordinatdan asili olan effektiv
kiitladir. Miioyyon miiddot sonra oxsar yanasma tarki-
bino gora zaif geyri-bircins olan yarimkegiricilordos yar-
dimg1 yiikdastyicilar vasitosila elektron kogilirmasi ha-
disasinin izahi ¢argivasinds Qora vo Uilyams torsfin-
don da irali siiriilmiisdii vo asagidaki Ermit sarbast Ha-
milton operatoru toklif edilmisdi [9]:

Bu b6lmoada, biz potensiali 6zlinii qutuvari aparan
kvant harmonik ossilyatorunun dagiq hall olunan mo-
delini quracagiq. Bu modelin effektiv kiitlosi koordi-
natdan asili olaraq doyisir. Ona géra do, avvalki bol-
mods miizakirs edilon malum geyri-relyativistik kvant
harmonik ossilyatoru problemindan forgli olaraq, bura-
da yalmz kinetik enerjiden asili olan sarbast Hamilton
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dogiqg izah etmok imkani yaradan Ju-Kroemer sorboast
~QU R2[ 1 d? az 1 Hamilton operatorunu [10]:

Ho" =T lhime T aenml G2
H]Kz_h_z 14 1 (3.3)
Ermitlik sortini 6dayan vo koordinatdan asili ef- 0 2 /M) dx?2 /M(x)’ '

fektiv kiitlo formalizmi ¢argivasinds daxil edilon diger

malum_sarbest Hanji.ltc.m operatorlara misal olaraq, .ik.i GaAs-AsxGay.xAs tipli model heterostrukturlarin miix-
miixtolif yarimkegirici arasinda koskin heterokegidin  tolif xassolorini daha soligali izah etmoyo imkan veran
dalga funksiyalar1 arasinda olago mexanizmlori dahaI Li-Kuhn sarbost Hamilton operatorunu [11]:

ﬁLK_thldl 1d1d]
k- _~|Z

4 |dx yM(xo) dx JMG) = M(x) dx yM(x) dx|’ (3:4)

(3.1)-(3.3) vo bir ¢ox digor oxsar yanagmalar1 da 6ziindo imumilogdiron Vo genislonmis Bargmann teoremi
cargivasinda daxil edilon von Roos sarbast Hamilton operatorunu [5]:

" = =5 (M2 S MPCO MY () + MY () MO Mo @9)

gostarmak olar. (3.5) ifadasindaki a, B vo y parametr- - (3.5) sarbast Hamilton operatoruna vs (3.6) poten-
lori arasinda a +  + y = —1 baslangic sortinin 6dan- sialina uygun golon (2.1) Sredinger tonliyi koordi-
moasi miitlaqdir. Biz do bu magalods avvalca von Roos natdan asili effektiv kiitlo M (x)-1n analitik ifadasi
sorbast Hamilton operatorunun tosiri altinda olan bir- tiglin daqiq hoall oluna bilmolidir.

olgiilii potensial qutuvari kvant harmonik ossilyatoru- Biz, yuxaridaki sortlori 6doyan koordinatdan asili

nun doqiq hall olunan modelini quracagiq vo daha sonra  effektiv kiitlo M (x)-1n analitik ifadosini asagidaki kimi
iso xuisusi hallar kimi BenDaniel-Dyuk, Qora-Uilyams,  toklif edirik:

Ju-Kroemer, Li-Kuhn modellarini vo limit halinda iso
2-ci bolmoados icmali verilon kanonik yanasmada qeyri-
relyativistik xatti harmonik ossilyatora kecid hallarinm
miizakira edoacayik. Onda, biz avvalca kvant harmonik
ossilyatoru potensialinin agkar sokli olan (2.3)-do
mg — M(x) kegidini hayata kegirok. Bu zaman tadqgiq . a?my
etmsk_lstsdiyimiz problemin potensiali asagidaki sokil- M(0) = mq Vo xl}-{rloo a?+x?
do tayin olunacag:

a’mg
a?+x?’

Sadolik {igiin hesab edacayik ki, a > 0. Onda,
asanlhqla gostors bilorik ki,

M=M(x)=

@.7)

=0, (3.8)
M(x)wo2x? yani, koordinatdan asili effektiv kiitlonin (3.7) analitik

V(x) = - 5 (36) ifadosi yuxarida onun toyini iigiin tizarina qoyulan ti¢

. Lo . sortden ikisini tam olaraq 6dayir. Sonuncu, {i¢iincii sor-

_ Nt‘)vb_stl addim kimi iso, M(x) funk51_yas1n1n askar  tin do dogrulugunu yoxlamaq iiciin, (3.5) sorbast Ha-
soklini toyin etmok mogsadilo onun tizerine asagidaki  pijton operatoruna, (3.6) potensialina va koordinatdan
sortlori qoyag: _ . asih effektiv kiitlo M (x)-1n (3.7) analitik ifadasine uy-
- Koordinatdan asili effektiv kﬁ‘gls M (x)_koordln_at gun golon (2.1) Sredinger tonliyini dagiq holl edarak
baslangict olan x = 0 ndqtesinde sabit effektiv  stasionar hallarin dalga funksiyalari v enerji spektrinin

kiitlo olan m,-a barabor olmalidir;  askar ifadolorini tapaq. (3.5) Vo (3.6) ifadolorini (2.1)
- Koordinatdan asil effektiv kiitle M(x) koordi-  tanliyinds nazers alsaq:

natin x = +oo giymatlorinds sifra ¢evrilmalidir;
|

2 2,2
— 5 (MG - MP ) MY (o) + MY () M GO M) | P () + S YR () = ETRYR (). (3.9)
9ZI rtyazi sadslosmolar apararaq (o. ton Iyini dana sads $oKIda ITads eda DIarIK:
Bozi riyazi sadol I 3.9 liyini daha sads sokilds ifads eds bilarik

d> M'd | a+tyM"” Mwg?x?

M2 VR VR VR, VR
——[————+———(a+ay+y)(ﬁ) ]zp () +——9" (x) = E""¢""(x). (3.10)

2M |dx? M dx 2 M
Indi koordinatdan asili effektiv kiitlo iigiin (3.7) analitik ifadedan istifade edorok asanligla tapa bilarik ki,

M’ 2x

TR (3112
M 2 8x2
M a?+x? + (a2+x2)?’ (3-110)

(3.11) ifadslorini (3.10) tanliyinds nozars aldiqda:
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h% [ d? 2x d a+y 4ayx? ] VR Mwo?x? | LR  LUR.1UR
2M [dx2 aZ+x2dx a?+x?  (a?+x2)2 ¥ (x) + 2 ¥ (x) =E™Y (x) (312)
Bozi olava sadslogmalor aparsaq, (3.12) tonliyini asagidaki sokilds yaza bilarik:
2 gUR 24502 g4
azpR | ox agr | (MU )(ated) ety YR = 0 3.13
dx? a?+x2 dx (a?+x2)2 - (3.13)
Ogor yeni Olgiisiiz & = x/a dayiganine kegsok va
2mga?EVR mo2we2a*
Co = th » €2 = > hzo ! (3.14)
daxil etsok, onda (3.13) tonliyindon alariq ki,
" 2§ 1, Co—a—y+(co—c;—a-y—4ay)§*
lp + 1+&2 ll} + (1482)2 ll} = 0. (3-15)
Burada, 1 = ¥R () - dalga funksiyasmm 6lgii- ' Y =y + T VY,
stiz ¢ doayigoni vahidlorinds ifadssidir. (3.15) va (2.5) o
tonliklorini miiqayiso etsok, gorarik ki, forma etibarilo , 5
bu iki tonlik bir-birino ekvivalentdir, yens do # mak- Y =@y + Z—H(,Dy' + MW.
o a2

simum birinci tortib ¢oxhadli, ¢ vo & iso maksimum
ikinci tortib ¢oxhadlilordir, lakin asagidaki riyazi ifa-
dolors malikdirlor:

t=280=1+¢&2 (3.16)

=cg—a—-v+(cg—c;—a—y—4ay)&?

Q

Bu, o demakdir ki, (3.15) tonliyi do dogiq hall olu-
na bilon hiperhandasi tip ikinci tortib diferensial tonlik-
dir va onun dagiq hsllinin tapilmasi {i¢iin B6lmos 2-do
istifado etdiyimiz Nikiforov-Uvarov metodunu tatbiq
edo bilorik [6].

Biz (2.9)-a analoji olarag, (3.15) Sredinger
tonliyinin do hallini asagidaki sokilds axtaririq:

Y = ()y(E).

Burada da ¢ (¢) asagidaki kimi toyin olunmusdur:

(3.17)

(&)
3%

p)=e

(&) yena do maksimum olaraq birinci tortib ¢ox-
hadlidir. (3.17)-nin @ (&) vo y(&) vahidlorinds birinci
Vo ikinci tortib téromolori yens do asagidaki sokildo
Bo6lmo 2-doki hesablamalari tokrarlayacaq:

(3.18)

Bu ifadslori (3.15) Sredinger tonliyindo nozara
alaraq, y(&) funksiyasi {iglin sokil etibarilo (2.11) ton-
liyi ilo {ist-listo diison asagidaki ikinci tortib diferensial
tonliyi alariq:

o, 2m+T

!
t—y +

g+l +n(i-o')+n'o
o2 y

=0. (3.19)

Asanligla yoxlamaq olar ki, yenidon T —o' =0
dogrudur. Onda, eyni gayda ilo

T=2n+7
Vo
G6=6+n*+1o,
daxil etmoklo, (3.19) tonliyi asagidaki sokilds yazila
bilor:

n z ! i =
y +Gy +02y 0. (3.20)
No6vboti addim kimi, yens do @ parametrinin mak-
simum olaraq ikinci tortib ¢oxhadli oldugunu nozars
almagla, ehtimal edos bilarik ki, & = Ag. O zaman biz
(3.20) tonliyini daha kompakt bir sokilds yaza bilarik:

y'+ gy’ + %y =0. (3.21)

Eyni zamanda, asanliqla miigahids etmak olar ki,

n=efuoc—G=eJ(u+ta+y—cy) +W+a+y+4day —co+c;)E2.

Burada, u = 1 — 7' vo &€ = +1. Indi, nozors alsaq
ki, m parametri aslinds maksimum olaraq birinci tortib
coxhadli olmalidir, onda gororik ki, bu sort yalmiz p
parametri ligiin u =cy—a—y,Voyau=cy,—a—
y —4ay —c, qiymatlorinds dogrudur. Bu isa 0
demokdir ki, biz 7 {igiin (e, u) ciitliiyii vahidlarinda

! agagidaki  dord holl tapiriq:  (+1,¢0 —a —y),
(-Lcg—a—-vy), (+l,co—a—y—4ay —c,) Vo
(-1,¢o —a—y —4ay —c;). Digor torofdon, ¢(¢)
doqgiq ifadasini hesablayarkon goriiriik ki, bu funksiya
yalnmiz (—1, ¢y — a@ — y) ciitli {igiin & = oo (x = )
sortini 6dayir. Bu zaman asanliqla tapiriq ki,
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2 VR - 7m0w0a2
j = 2mest /mO‘;OaZ tday —a—y, @@ =1+ T

Nozors alsaq ki, A vo T artiq melumdur, onda (3.21) tonliyi ds B, (¢, v, N) psevdo Yakobi ¢oxhadlilari tigiin
asagidaki molum ikinci tortib diferensial tonlik ilo birbasa miiqayiss edilmokls dagiq hall edils bilor [7]:

(1+&)y"—2v=NEYy+n@2N—n+ 1)y =0, y =P, v,N). (3.22)
Bu miiqayisadon asanligla tapa bilorik ki, EX® enerji spektri geyri-ekvidistantdir vo sonludur:

(N+1)(n+2)-("F1) 42X
( 2) ( 2 ) 2 n=012-,N. (3.23)
Jv+ D2 —aay

Enerji spektrinin moxracinds /(N + 1)2 — 4ay ifadosinin mdvcudlugu N > 2+/ay — 1 olave sortinin
meydana ¢ixmasina sorait yaradir.

Eyni zamanda, koordinatdan asil effektiv kiitlo M(x)-in (3.7) analitik ifadasi ilo birlikds daxil etdiyimiz >0
parametri ds asagidaki soklo diistir:

E—;{R = h(l)o

1
(N+1)2-4ay|*
[0ty 620

Stasionar hallarin dalga funksiyalar1 olan 'R(x) iso psevdo Yakobi goxhodlilori vasitasilo asagidaki
gaydada ifads olunurlar:

aEaN:

N+1
_ 2.2 2 Aox
VR(x) = cVR (1 +’10—x) Pi{———=,0,N|. 325
P (x) n (N+1)2-4ay " [(N+1)2—4“V]% o

Burada, P,(x,v,N) psevdo Yakobi goxhadlilori ;F1 hiperhandasi funksiya vasitasilo asagidaki kimi toyin
olunublar [7]:

Py, N) = SO, (T2 ) =012, N, (329)

P¥R(x) ortonormaldir vo normallasma parametri c28 psevdo Yakobi coxhadlilori iigiin asagidaki ortoqonalliq
sortindon tapilir:

F(2N+1-2n)T(2N+2-2n)22"~2N-1p

i _-'-::(1 + xZ)—N—leZV-arctanXPm(x, v, N)Pn(x, v, N)dx =

[(2N+2-n)|[T(N+1-n+iv)|? mn:
Onun askar sokli asagidak: kimidir: 4. MUXTOLIF XUSUSI HALLAR VO LIMIT
KECIDi
ciR = n_ll\“,(N—n+1) \/ r@N-n+1) 3 Owvalki bdlmoada garsimiza qoyulan mogsads gat-
2"NT(2N-2n+1) \[may (2N—2n+1)n! diq va von Roos kinetik enerji operatorunun tasiri al-

) . tinda 6ziinli qeyri-kvadratik profilo malik kvant qutusu

(3.24) ifadasindon gdriiriik ki, koordinatdan asili  kimj apara bilon geyri-relyativistik xstti harmonik os-
effektiv kiitlonin (3.7) ifadssi ilo birlikds daxil etdiyi- silyatorun dagig hall oluna bilon modelini qurdug. Bu
miz a parametri N kvant adadi vasitosilo kvantlanir vo  zaman, masaloni dagig holl etmok iiiin sarbast effektiv
eyni qayda ilo koordinatdan asili effektiv kiitlo M(x)-  kiitloni koordinatdan asil effektiv kiitlo ilo avoz etdik.
in N kvant adadi vasitasilo asagidaki sokildo kvantlan-  Ggstordik ki, tapilan enerji spektri (3.23) geyri-relya-

masina gatirib ¢ixarir: tivistik kvant harmonik ossilyatorun (2.23) xatti enerji
spektrindan forgli olaragq geyri-xatti vo sonlu tobiots

7% i, X b ) X ¥

My (x) = J(N+1)2-4ay my. (3.26) malikdir. Stasionar hallarin dalga funksiyalari iso psev

JIN+1D)Z—4ay+22x2 do Yakobi ¢oxhadlilori ils ifado olunurlar. Daxil etdiyi-
miz koordinatdan asili effektiv kiitls iso kvantlanir.

Sonuncu nhatica oldugca maragh vo gozlanilmoz- Bundan basqa, geyd etmisdik ki, von Roos kinetik

dir. Bu noticonin maraqli aspektlorini vo torofimizden ~ €nerji operatoru (3.5) digor malum BenDaniel-Dyuk

qurulan qutuvari kvant harmonik ossilyatorunun digor ~ Kinetik enerji operatoru (3.1), Qora-Uilyams kinetik

xassolorini sonuncu bolmade qisaca miizakiro edace- ~ €nerji operatoru (3.2), Ju-Kroemer kinetik enerji ope-
yik. ratoru (3.3), Li-Kuhn kinetik enerji operatoru (3.4) va
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basqga digor kinetik operatorlar1 6ziindo imumilogdirir.
Ona gors do xiisusi hal olaraq, yuxarida sadaladigimiz
modellars kegidi gisaca todqiq edak.

4.1. BenDaniel-Dyuk kinetik enerji operatorunun
tasiri altinda olan birélgiilii potensial qutuvari kvant
harmonik ossilyatoru modeli. BenDaniel-Dyuk kinetik
enerji operatoru (3.2) daha timumi kinetik eneji ope-

(a; B;v) = (0; —1; 0) giymatlorina uygun golon xiisusi
halidir. Ona goro do, BenDaniel-Dyuk kinetik enerji
operatorunun tosiri altinda olan birdlgiilii potensial qu-
tuvari kvant harmonik ossilyatoru modelinin enerji
spektri va stasionar hallarinin dalga funksiyalari tigiin
asagidaki analitik ifadslori alariq [12]:

ratoru olan (3.1) von Roos kinetik enerji operatorunun
|

EBP = huw, (n + %) — hw,g

P2 (x) = cfP (1+

4.2. Qora-Uilyams kinetik enerji operatorunun tasiri
alt:nda olan birol¢iilii potensial qutuvari kvant harmo-
nik ossilyatoru modeli. Qora-Uilyams Kkinetik enerji
operatoru (3.3) daha imumi kinetik eneji operatoru
olan (3.1) von Roos kinetik enerji operatorunun

(a; B;v) = (=1;0;0) vaya (a; B;¥) = (0,0, 1)

N+1

(";)

22 0 =0,1,, N, @)
, N

AO xz 2 lox

vy (e 0n)

Iqiymatleoring uygun golon xiisusi halidir. Ona gors do,
Qora-Uilyams kinetik enerji operatorunun tasiri altinda
olan birdlgiili potensial qutuvari kvant harmonik ossil-
yatoru modelinin enerji spektri vo stasionar hallarinin
dalga funksiyalari ligiin agsagidaki analitik ifadslori ala-

r1q:

E,?U = hw, (n+%) -

9200 = e (

4.3. Ju-Kroemer kinetik enerji operatorunun tasiri
alt:nda olan birol¢iilii potensial qutuvari kvant harmo-
nik ossilyatoru modeli. Ju-Kroemer Kkinetik enerji
operatoru (3.4) daha imumi kinetik eneji operatoru
olan (3.1) von Roos kinetik enerji operatorunun

(x;B;y) = (— %; 0;— %) giymatlorinoe uygun golon xii-

N+1

hwo =24 2n=0,1,-,N, (4.3)
N+1
Aozxz Tz ),ox
1+—) B, (\/N:H'O'N) (4.4)

Isusi halidir. Ona gora do, Ju-Kroemer kinetik enerji
operatorunun tasiri altinda olan bir6lgiili potensial qu-
tuvari kvant harmonik ossilyatoru modelinin enerji
spektri va stasionar hallarinin dalga funksiyalar {igiin
asagidaki analitik ifadslori alariq:

() (")

1

JK _ 2 4 =
ETL —_ ha)o \/m I n = Olll INI (45)
N+1
~ 252 2 Aox
JK (x =ch(1+—1"_"> P (—2%—,0,N). 46
l/) ( ) n N(N+2) n [N(N+2)]% ( )

(4.5) vo (4.6) ifadolorindon goriinir ki, N >0
baslangic sorti miitlaq 6donmolidir.

4.4. Li-Kuhn kinetik enerji operatorunun tosiri al-
tinda olan birdl¢iilii potensial qutuvari kvant harmonik
ossilyatoru modeli. Li-Kuhn kinetik enerji operatoru
(3.5) daha timumi kinetik eneji operatoru olan (3.1) von

|
(a;ﬂ;7)=(—%; —%;0) Vo ya (a; B;y) = (0;—§: —%)
giymatlarine uygun golon xiisusi halidir. Ona gors do,
Li-Kuhn kinetik enerji operatorunun tasiri altinda olan
birdlgiilii potensial qutuvari kvant harmonik ossilyatoru
modelinin enerji spektri vo stasionar hallarinin dalga
funksiyalar ti¢iin asagidaki analitik ifadoslori alariq:

Roos kinetik enerji operatorunun |
n+1),1
1 ("3 )+
EX = hw, (n+5)—ha)0%,n=0,1,--~,N, (4.7)
, . -l
TLK (4 — ~LK Ao xz) ( AoX )
WK (x) = ck (1+ 2t P (£, 0,N). (4.8)

(4.2), (4.4) va (4.8) ifadalorindon goriintr ki, enerji spektrlori arasinda miisyyon forq olmasina baxmayarag,
BenDaniel-Dyuk, Qora-Uilyams va Li-Kuhn modellorinin dalga funksiyalari {ist-iisto diisiirlar.
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a)
BenDaniel Dyuk

) 3

Qora-Uilyams

=
o

[

Sakil 1. Koordinatdan asih effektiv kiitlays malik (3.6) potensialinin vo bu potensiala uygun dagiq hollordan tapilan enerji

spektrlorinin N=3 giymati ti¢tin grafik tosviri:

a) BenDaniel-Dyuk modelinin enerji spektri (4.1);
b) Qora-Uilyams modelinin enerji spektri (4.3); ¢) Ju-Kroemer modelinin enerji spektri (4.5);
d) Li-Kuhn modelinin enerji spektri (4.5) (mg = wo = A = 1).

Sokil 1-da koordinatdan asili effektiv kiitloys ma-
lik (3.6) potensialinin va bu potensiala uygun dogiq hal-
lordon tapilan BenDaniel-Dyuk modelinin enerji spek-
tri (4.1), Qora-Uilyams modelinin enerji spektri (4.3),
Ju-Kroemer modelinin enerji spektri (4.5) va Li-Kuhn
modelinin enerji spektri (4.5)-nin N=3 giymati iigiin
grafik tosviri toqdim edilir. Miiqayisali sokildon gorii-
niir ki, asas forq yalniz enerji saviyyslarinin giymotlori
arasindadir. Lakin, osas halda geyri-relyativistik har-
monik ossilyatorun xotti spektri (2.23) ilo tam olaraq
ist-tista diigon BenDaniel-Dyuk modeli ilo diger g
model arasinda olsa da digoar hayacanlagmis enerji so-
viyyalarinds ¢ox boyiik forq miisahida edilmir.

Limit halinin hesablanmasina goldikds iss, nazors

almaq lazimdir ki,
N+1

)T:e_

Eyni zamanda, Stirlinq approksimasiya diisturundan

mowoxz
2h

2

f)

lim

N—-oo

(142

F(Z) = z_nezlnz—z
Z — 0 ’

|
vo psevdo Yakobi vo Ermit ¢oxhodlilori arasindaki

asagidaki molum [13]

lim N2P

N—ooo

(rNN> zlnH(x)

limit ifadasindon istifado etmoklo gdstormak olar ki,
lim iR (x) =1, (x).
N—-oo

Von Roos modelinin enerji spektri (3.23)-iin gey-
ri-relyativistik xatti harmonik ossilyatorun (2.23) enerji
spektrina limit kecidi iso daha sadadir. N - co zaman
sadoca birinci hodd sadoloasir, ikinci hadd isa sifra gev-
rilir.

Hesab edirik ki, qurdugumuz harmonik ossilyator
modeli colbedicidir geyri-kvadratik profilo malik kvant
qutular tiglin genis totbiq perspektivlari var.
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E.l. Jafarov, A.M. Mammadova and N.F. Mammadova

EXACT SOLUTION OF THE ONE-DIMENSIONAL QUANTUM BOX-LIKE HARMONIC
OSCILLATOR MODEL UNDER THE VON ROOS KINETIC ENERGY OPERATOR

We propose exactly-solvable model of the one-dimensional quantum harmonic oscillator in the framework of the
effective mass formalism varying with position. Analytical expression of the position-dependent effective mass is chosen by
such a way that it exhibits effect of quantization and can change behaviour of the potential from harmonic oscillator to quantum
box with non-quadratic profile. Wave functions of the stationary states of the oscillator model under study have been obtained
by solving exactly corresponding Schrédinger equation, which free Hamiltonian is defined via the von Roos kinetic energy
operator. Analytical expression of the wave function is described by the pseudo Jacobi polynomials, whereas obtained energy
spectrum is discrete, non-equidistant and finite. It is shown that both energy spectrum and wave function completely recover
known expressions of the so-called Hermite oscillator equidistant energy spectrum and wave function of the stationary states
under the limit N — oo.

J.U. Txadapos, A.M. MamenoBa, H.®. MamenoBa

TOYHOE PEIIEHUE MOJEJIX OJHOMEPHOI'O KBAHTOBOI'O AIIUKOIIOJOBHOI'O
TAPMOHMYECKOI'O OCHULISITOPA MO/ JEMCTBUEM OIIEPATOPA KUHETUUYECKOM
SHEPTYM BOH POOCA

MBI peiaraeM TO9HO-penIaeMyro MOJENb OJHOMEPHOTO KBAHTOBOTO TapMOHUYECKOTO OCHMILIATOpA B paMKax popma-
n3Ma 3¢ HEKTUBHON MacChl, MEHSFOLIECHCS B 3aBUCHMOCTH OT KOOPAWHATHL. AHATMTHIECKOE BEIpaskeHHE (P PEKTUBHON MacCh
3aBUCSIIEH OT KOOPMHATHI BEIOPAHO TAKUM 00pa3oM, YTOOBI TIOMEHSTH IIOBEJCHHE MOTEHIHANA C TApMOHUYECKOTO OCIIMILIS-
TOpa Ha KBAHTOBBI SIIMK C HEKBaAPAaTHIHBIM IIPpoduiioM. BonHOBBIE yHKINN CTAIIHOHAPHBIX COCTOSTHIN N3y4aeMOl MOEIN
OCIWJIIATOPA TOJIy4eHBI TOYHO pemnas ypaBHeHue lllpenuHrepa, cBoGomHBIN ['aMHIBTOHMAH KOTOPOTO OIpENENeH 4epes
orepaTop KMHETHUECKOH SHepTHy BOH Pooca. AHanMTHYeCKOE BBIpa)kKeHHE BOIHOBOH (D)YHKIINH OIIMCHBAETCS C MHOTOWIICHAMHU
niceBao SIkoOu, Toraa Kak, NOJTYYEeHHBIH CIIEKTP YHEPTHH JUCKPETHBIN, HEOKBHINCTAHTHBINA 1 KOHEUHBIH. [loka3aHo, 4To Kak
SHEPreTHYECKUH CIIEKTP, TaK U BOIHOBAs (PyHKIMS 00a MOTHOCTHIO BOCCTAHABINBAIOT H3BECTHBIE BBIPAXKEHHS SKBUANCTAHT-
HOTO SHEPreTHYECKOTO CIIEKTPa M BOTHOBOH (h)YHKIMH CTAIMOHAPHBIX COCTOSHHUHN, TaK HAa3bIBAEMOT'0 OCIIILIATOpa DpMHUTA B
ciryqae mpezena N — oo,
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