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QORA-UILYAMS KINETIK ENERJI OPERATORU iLO iFADO OLUNAN
KVANT HARMONIK OSSILYATORUNUN XARICi
QRAVITASIYA SAHOSINDO DOQIQ HOLLI
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Koordinatdan asili olaraq doyison kiitlo formalizmi ¢ar¢ivasinda xarici gravitasiya sahoasinds dagiq hall oluna bilon geyri-
relyativistik kvant harmonik ossilyatorunun konfaynment modeli toklif edilir. Baxilan ossilyator modelinin dalga funksiyalar1
tigiin dogiq ifadalor uygun Sredinger tonliyi hall edilorok tapilmisdir. Effektiv kiitlasi koordinatdan asili olaraq doyisdiyi zaman
harmonik ossilyator modelinin ermitlik xassasinin saxlanmast ii¢iin Qora-Uilyams kinetik enerji operatoru istifado olunmus vo
gostorilmigdir ki, todgiq edilon kvant sisteminin stasionar hallarinin dalga funksiyalarilar1 Yakobi soxhadlilori ilo ifado olu-
nurlar, enerji spektri iso geyri-ekvidistantligi gorumagla boarabar, hom do xarici gravitasiya sahasindon asili olur. Xiisusi halda
xarici gravitasiya sahosi sifra boarabar oldugda todgiq edilon model stasionar hallarinin dalga funksiyalar1 Gegenbauer ¢oxhod-
lilori ils ifado olunan geyri-relyativistik kvant harmonik ossilyatorunun konfaynment modelino gevrilir vo konfaynment para-
metrinin a — oo limitindo iso tadgiq edilon kvant sistemi xarici sahanin tasiri altinda olan vo stasionar hallarinin dalga funksi-
yalar1 Ermit coxhadlilori ilo ifado olunan geyri-relyativistik kvant harmonik ossilyator modelini tam olaraq borpa edir.

Acar sozlar: Qora-Uilyams kinetik enerji operatoru, kvant harmonik ossilyatoru, konfaynment modeli, xarici gravitasiya sahs-
si, koordinatdan asil1 effektiv kiitlo
PACS: 03.65.-w; 02.30.Hg; 03.65.Ge

1. GIRiS etmak lazimdir ki, sabit effektiv kiitlonin koordinatdan
asili effektiv kiitlo ilo avoz edilmasi naticoasinds ham
Son illards miixtalif kvant sistemlarins gravitasiya  ossilyator tipli, hom do daha forgli potensiala malik
sahosinin tasirinin dyranilmasi istigamotinds ¢oxlu el-  miixtalif kvant sistemlarinin dagiq hallori artiq elmi
mi-tadqiqat islori aparilir [1-3]. Bu tip elmi-todqiqatis-  adabiyyatda mévcuddur va bu hallor hom bark cisimlor
larino maragin artmasi ilk névbado, gravitasiya sahosi-  fizikasi, hom do fizikanin digar istigamotlarinds genis
nin kvant olgiilorinds ortaya ¢ixara bilocoayi bir ¢ox  totbigloro malikdir. Bu baximdan, biz do garsimiza
“gizli” xassolorin oynaya bilocayi shamiyyatli rol ilo  mogsad qoyduq ki, daqiq hallaro malik bu tip ossilyator
baghdir. Masalon, gravitasiya sahasinin kvant sistemi-  mosoalalorini genislondirok vo effektiv kiitlosi koordi-
no tosirinin 6yranilmasi naticasindo hidrogen atomu-  natdan asili olaraq doyison geyri-relyativistik harmonik
nun enerji saviyyslorinds amols golon siiriismolorin as-  ossilyatora gofildon xarici gravitasiya sahosi tosir etdik-
kara sixarilmasi boyiik maraga sobob olmusdur [4].  da, masalonin dagiqg hallarini taparaq, xarici qravitasiya
Homginin, gravitasiya sahasinin materiya ilo qarsiliglt  sahasinin tadgiq etdiyimiz kvant harmonik ossilyatoru-
tasiri vo bu sahonin miimkiin kvantlanmasi mithiim tad-  nun necs dayisdiyini miisahido edak.
gigat obyektlorindandir. Qravitasiya sahasinin kvant- Baxilan mogalodo Qora-Uilyams kinetik enerji
lanmasi, onun kvant nozariyyssinin qurulmasi t¢iin  operatorunun tesiri altinda olan kvant harmonik ossil-
miixtolif yanagmalardan, nazoriyyslordan istifads edi-  yatorunun gravitasiya sahasinds daqiq holli arasdirilir.
lir. Mosolon, klassik fonda kigik hayacanlanmalara  Moagalonin ikinci bélmasinds xarigi gravitasiya sahosi-
osaslanan perturbativ yanagsma [5], dinamik doyison-  nin tosiri altinda olan vo stasionar hallarinin dalga
lorin yenidon gruplasdirilmasina osaslanan halga (loop)  funksiyalar1 Ermit ¢oxhadlilori ilo ifado olunan geyri-
kvantlanmasi yanagmasi [6], tobii komponentlorin gqra-  relyativistik kvant harmonik ossilyator modeli gisa ola-
vitasiya sahosindo yeni usullarla hoyacanlanmasma  raq toqdim edilir. Kanonik yanasmada uygun Sredinger
asaslanan sim noazoriyyasi vo bagsqa bu gobildon olan  tanliyi holl edilir, stasionar hallarin dalga funksiyalari
nozariyyalar kvant nazariyyessinin komoyi ilo gravita-  va enerji spektri tigiin qravitasiya sahasinds ifadslor
siya effektlorinin izahina istigamotlonib. Bundan slave,  almir. Ugiincii blmoda Qora- Uilyams kinetik enerji
Avropa Kosmik Agentliyi Beynalxalg Kosmik Stansi-  operatoruna malik geyri-relyativistik kvant harmonik
yada (BKS) gravitasiya sahesinin kvant sistemlorina  ossilyator modelinin gravitasiya sahasi olmadan enerji
tosirinin aragdirilmas: sahosinds miihiim tedgigatlar  spektri va stasionar hallarin dalga funksiyalari haqqin-
aparir, daha doqgiq desak, dolasdirilmis fotonlardan biri  da gisa icmal verilir. Dérdiincii bolmads Qora-Uilyams
Yerds saxlanilmagqla, digari BKS-ya gondorilorok gra-  kinetik enerji operatoruna malik qeyri-relyativistik
vitasiya sahesinin kvant dolagigligina tosiri 6yranilir.  kvant harmonik ossilyator modelinin xarici gravitasiya
Bu hadisani 6yronmok figiin, homginin miixtolif nozori  sahasindo enerji spektri vo stasionar hallarin dalga
modellor toklif edilir. funksiyalar1 ti¢iin doqiq ifadalor alimmigdir. Sonuncu
Eyni zamanda, son illor effektiv kiitlosi koordinat- ~ b6lmado alinan naticalor vo miixtalif limit kegidlori
dan asili olaraq doyison kvant sistemloari do genis todqiq  arasdirilir.
olunan obyektlor sirasina daxil olmugdur [7-10]. Qeyd
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2. XARICI BIRCINS QRAVITASIYA Kanonik yanagmada birdlgiilii impuls operatoru
SAHOSININ TOSIRI ALTINDA OLAN QEYRI- 5 — 52 Kimi toyin edildiyindon, bozi hesablama-
RELYATIVISTIK KVANT HARMONIK dx

OSSILYATOR MODELIi lardan sonra asagidaki ikinci tortib differensial tonliyi

alariq:
Mogalonin bu bolmoasinds  geyri-relyativistik 2 2 2 2
kvant mexanikasina hasr edilmis bir ¢ox darslik vo mo- % 272—;}5 - % (x + XO)Z + %] Y = 0.

nografiyalarda genis miizakiro edilon fiziki sistem —
xotti harmonik ossilyatorun xarici bircins gravitasiya
sahosinin tosiri altinda dagiq hallori ilo bagl qisa icmal

(2.3)

Burada x,, sabiti agagidaki sokilds toyin olunur:

veracayik.
Tosavviir edok ki, baxdigimiz xatti kvant harmo- g
nik ossilyatoru xarici birins gravitasiya sahasinin tosiri Xo = PYs (2.4)
altindadir va onun potensialini asagidaki kimi yaza (2.3) tonliyinindo
bilarik: _ #2 gz
2,2 —
V(x) = m°“2) =+ mogx.  (21) E=E+ 2myw*

Burada m, vo w uygun olaraq geyri-relyativistik kvant  avazlomasini etsok, aliriq ki,
harmonik ossilyatorunun sabit effektiv kiitlasi vo dovri

Bu halda uygun Sredinger tonliyi ) [_hf - 22 (x + x0) ]l,b =0.(25)
Pz, mow’x? ] _ Bu tonliyi analitik olaraq holl edorok enerji spektri
[Zmo + =t mogx |Y(x) = EP(x) (Z'Z)I ficiin dogiq ifado ala bilorik:
soklindo olar.

h2 2
E = E;? = hw (n + l) -9 -n=012,... (2.6)
2 2mow

Uygun olaraq stasionar hallarin dalga funksiyalari asagidak: ifads ils toyin edilir:

2
% )
mow(x+-Z
Ow( w?

1
— 19 1 mow\s —— > @/ Mow g
V=Y () = \/Znn!( h ) € 2 Hy, h (X + wz) ' 2.7)

Xdisusi halda, g = 0 oldugda, bu hal xarici gravitasiya sahosi olmadigi halda adi qeyri-relyativistik xatti
harmonik ossilyatora uygun golir ki, bu zaman da enerji spektri

1

E=E}=ho(n+3)n=012,., 2.8)

stasionar hallarin dalga funksiyalar1 isa
1 2
= R0 = o () e (1
olur.
|
3. QORA-UILYAMS KINETiK ENERJI Baxilan harmonik ossilyatorun potensialini asagidaki
OPERATORU iLO iFADO OLUNAN sokilda yazsaq:
KOORDINATDAN ASILI EFFEKTIV
KUTLOYO MALIK KVANT HARMONIK M(x)w?2x? x| <
OSSILYATORU MODELI V(x) = { 2 X=a (3.2)
Bu bolmoads effektiv kiitlasi koordinatdan asili oo, |x| > a,

olaraq dayison va Qora-Uilyams kinetik enerji opera- o ) _
toru ilo ifads olunan kvant harmonik ossilyatoru barado ~ Bu zaman, faktiki olarag x = ta giymstlorinds kon-

imumi toqdimat verak. faynment effektino tabe olan vs effektiv kiitlasi koor-
Qora-Uilyams kinetik enerji operatoru Ermit dinatdan asili olan ossilyator modelini alacagiq ki,
operator olub asagidaki sokilds toyin olunur: konfaynment effektino do ossilyatorun koordinatdan

asili effektiv kiitlasi olan M(x) tiglin asagidaki askar
~QU K2 [ 1 d2 dz 1 sokili segmoakls nail olmaq olar:

Ho" =T luwze T e ne

]. (3.1)

4
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amo
a2—x2’

M=M(x) = (3.3)

Onda, (3.1) ifadasini, hamginin, kanonik

d . -
. . . anasmada impuls operatorunun p, = —ih— Kimi

Yoxlamaq olar ki, (3.3) ifadosi asagidaki sortlori yanaymaca mpuis op P dx
sdoyir: toyin edildiyini nozars alarag, baxilan kvant ossilyator

_ _ . _ modeli iigiin uygun Sredinger tanliyini asagidaki
M(xa) = o, M(0) =my, JEEOM(X) - mO'I kimi yaza bilsrik:

d? 2x 2myaE miw2a*x?
0 0

dx?  a?-x? dx a2—x2] v+ (hz(az—xz) B hz(az—xz)z) Yy=0 (3.4)

Bu tonliyin halli tadgiq edilon ossilyator modelinin enerji spektri tigiin

2
EEE,?U=ha)(n+%)+27:a2(n2+n+1), (3.5)

stasionar hallarin dalga funksiyalar1 liglin isa

mo(a)a2 mo wa? +1
2h C

Y=yl x) =’ (1 - Z—z) N g (5) (3.6)

a

ifadalorino gotirib ¢ixarir. Burada, C,(f Y normallasma faktoru

h+2

mowa 1
ou mog)azr.(mOwaz 1> (TL +—h +7> n!

Cn 2
mal’ (n +2m%+ 1)

C,EA) (x) isa ,F, hiperhandssi funksiyalari ilo toyin olunan Gegenbauer ¢oxhadliloridir:

(2) _(22), -nn+21 | 1-x =
Cn (X)—T 2F1(2+1/2 ,T), A+ 0. 3.7)
Asanligla gostormok olar ki, a = oo limitinds, ! Qeyri relyativistik kvant harmonik ossilyatorunun

yani konfaynment effekti yoxa ¢ixdiqda, (3.5) vo (3.6)  potensiali, qravitasiya sahasinin tasirini nazars alaraq
ifadslori uygun olaraq (2.8) vo (2.9) ifadslorini tam  asagidaki kimi yazila bilor:
olaraq borpa edir.

M(x)w?x?
4. QORA-UILYAMS KINETIK ENERJI V(x) = { Mg, Ixlsa
OPERATORU iL® iFAD® OLUNAN o0, x| > a.
KOORDINATDAN ASILI EFFEKTIV
KUTLOY9 MALIK KVANT HARMONIK Burada, M(x) baxilan ossilyatorun koordinatdan
OSSILYATORUNUN QRAVITASIYA astli olan kiitlosi olub (3.3) ifadasi ilo tayin edilir, m,
SAHOSINDO DIQIQ HIOLLI Vo w iSs uygun olaraq geyri-relyativistik kvant harmo-

o . . ) nik ossilyatorunun sabit effektiv kiitlasi vo dovri tezli-
Xarici sahonin kvant sistemlorine tosirinin Syra-  yjdjr,

nilmasins olan boyiik maraq sebabindoan bu sahados ¢ox- Qora-Uilyams kinetik enerji operatorunun (3.1) vo
lu sayda aragsdirmalar aparilmisdir. Biz bu bolmads gra- potensialin (4.1) ifadosini nozoro alaraq tam Hamil-
vitasiya sahosinin kvant sistemino, daha dogiq desok  tonjan agagidaki sokilds yaza bilarik:
Qora-Uilyams kinetik enerji operatorunun tasiri altinda
olan geyri-relyativistik kvant harmonik ossilyatoruna
tosirini aragdiracagiq. |

o n2 a2 M a 1M | (M\°] , Mw?x?
A = |t () [+ Meogx. 6

Onda baxilan harmonik ossilyator {igiin Sredinger tonliyi asagidaki kimi olar:
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n?2a?2 M a 1M’ M2 Mw3x?
L\ _ 7 = QU Z®% gQu — EF9QU,,9QU
2M |dx2  Mdx 2 M +(M) ]w (x)+( 2 +ng)¢ () =E 2 ().
(4.3)
Bu tonlikda
M_’ _2x
M~ az-x?
M" 2 8x?
M a?—x2 (a2—x2)2 (4.4)
ifadalorini yerino yazaraq, alirq:
d? 2x d 1 2M Mw?x?
£ = gou _ 2= (pgou _ 2% % g9QU —
[dxz a2—x2 dx az_xz] l/) h2 (E 2 ng) l/) 0 (45)
Indi, M(x) {igiin (3.3) ifadosini nozors alaraq, dl¢iisiiz & = E dayisoni daxil edak. Bu halda
d ddi d1
dx dédx déa
va
d? d d d1ld d? 1
dx?  dxdx dxadé d&2a?
oldugundan, (4.5) tonliyi asagidaki soklo diigor:
2£gQU 2.3 2,2 g4
oz, [ERE)ese e .
lp 1_{?2#} (1_52)2 l/} - Y- ( . )
(4.6) tonliyinda
2 moa2g9QUu 2m3ga’ miw?a*
Co = ohz -1 , 1 = }SLZ , C = th_ + Co
avazlomoalarini etsak,
"o_ 2¢ / co— 1§+ 82 _
l/J 1_{2#) + (1_52)2 l/) - 0 (4-7)

tonliyini alariq. Aldigimiz tonliyi dagiq hall etmok
tiglin, ikinci daracsli differensial tonliklars totbiq olu-
nan Nikiforov-Uvarov metodundan istifads edok [11].
Bunun {igiin (4.7) tonliyini

Y IY + Sy =0 (4.8)

tonliyi ilo mugayiss eds bilorik. Burada - maksimum

birinci daracali ¢oxhadli, o vo @ iso maksimum ikinci
tortib coxhadlilardir vo asagidaki kimi tayin edilirlor:

—2,

Co— 1€ + &2

Istifads etdiyimiz metoda uygun olaraq, (4.8) tonliyinin
hallini

T

o=1-¢&2 (4.9a)

o=

(4.9b)

@ i

Y = @®y(E),@ = o0

soklinds axtaraq. Burada mt(§) maksimum olarag birinci
tortib olan ixtiyari ¢oxhadlidir. (4.9) va (4.10) ifadslo-

(4.10)

[
rini (4.8) tonliyinds nazors alaraq, sads hesablamalar-

25

dan sonra agagidaki ikinci tortib differensial tonliyi ala-
riq:

" z l E —
y +0y +02y—0. (4.11)
Burada,
T=2m+ T,
g=6+n’+n(f—-o)+n'oc. (412
Homginin,

= Ao , A= const (4.13)
Onda, (4.11) tonliyini asagidaki hiperhondosi
tonlik soklinds yaza bilarik:
oy"+Ty'+ Ay =0. (4.14)
Bu tonliyi hall etmak ti¢iin (€) ¢oxhadlisini va A sabi-
tini tapaq. (4.13) ifadasini (4.12) tonliyinds noazars
alsaq,
m’+n(f-0)+6—A—n")o=0.

Bu ifadodo 7 — ¢’ = 0 oldugundan, aliriq Ki,
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n= 51\/(.“_6'0) + aé+(c; —wié*, & ==1

Bu tonlikdo u tigiin
U=A—m
isaralomasi abul etmisik.
(4.15) ifadossini agagidaki formada da yaza bilarik:

2
m=¢& [HWL—C — (\/Tf 2(c )

(4.15)

(4.16)

4.17)

(&) maksimum birinci tortib ¢oxhadli olmasi {igiin (4.17)-da kvadrat kokiin altindaki ifads sifra barabor

olmalidir. Bunun {igiin
2
C1

4(c2—p) -

H—==Co—

Bu tanliyi hall edorok u tiglin asagidaki ifadani aliriq:

cat+cote; /(cz—co)z—cf
= 82 = il

H - 2 !

C3—Co—&3 f(cz—co)z—cf
Co— U= >
(%), T Vo A ligilin asagidaki ifadslori alirig:

m(®) = & (VicE +5F)
= 2(eVK — 1)f+£15—1

cat+cotey /(CZ—CO)Z—Cf
)\ = l,[ + T[’ = + Slﬁ

2

Buradan,

L]l

Stasionar hallarin dalga funksiyasinin ifadssini almaq tigtin (4.9) tanliyinda

() 46
o = o _ VI

1- 52 e f 1- 52
oldugundan, sads hesablamalardan sonra aliriq:
e=>0-=-8"1(1 -8,
o=t (2.

(&) lgiin EliTl @(&) = const sortinin 6danilmasi ligiin:

81282:_1,K>0, Kl,ZSO'
Onda, u Vo  tiglin aling:
ca+co— ,(cz—co)z—cf
U= > :

™= Vi

Cp—Co+ ,(cz—co)z—cf

K = )
2

Burada, eyni zamanda
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(4.18)

(4.19)

(4.20)

(4.21)

(4.22)

(4.23)

(4.24)

(4.25)

(4.26)
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VK= —Kk; — Kk, , (4.27)
1 L
Kiz = —3 (\/E + zﬁ)' (4.28)
Aldigimiz ifadalori nazors alaraq dalga funksiyast ¢ (), vo 7 ti¢iin agagidaki ifadolori alariq:
Yp=0@y=>0-9 11 +8) "2y, (4.29)
T = (K1 +K)E + et (4.30)
- _ Cq
T=2(k;+Kk, —1)¢+ . (4.31)
cyt+co— /(Cz—co)z—cf
= + Kq + K;.

2

Aldigimiz ifadalori (4.14) tanliyinda nozars alsaq, tonliyimiz asagidak: soklo diisor:

jk(1—¢&2)y" + [2(1{1 +K, —1)E+ C—l]y’ +Ay=0.

K1t+Ky

Bu tanliyi Yakobi ¢oxhadlilori tigiin agsagidaki ikinci tortib differensial tonliklo miiqayiso edoak:
A=x2)y"+[f—a—(a+p+2x]y +n(n+a+p+1)y=0.

Burada, y = Pn(a'ﬁ)(x) hiperhondasi ,F; funksiyalari ilo

PP () = Dl (mmsanpon, 1) g g

n! a+1 !
kimi tayin olunan Yakobi soxhadliloridir vo

C1

a+pf=-2(k +Ky), a+pf=

K1+K2l

Sado hesablamalardan sonra harmonik ossilyatorun enerji spektri ii¢iin asagidaki ifadeni aliriq:

— poQu _ |1 1 g ( 1) h? 2 _ mew?a® [ _ 497

E=E]" = S+ ,4 a2w4ha) n+- +2m0a2(n +n+1) > 1 1 e
(4.32)

Stasionar hallarin dalga funksiyalari iss asagidaki formada olar:
_ U u x\ 1 X\ 72 o (=21q,-215) (X
l/) = ﬁQ (X) = C,‘?Q (1 - E) (1 +Z) Pn ! 2 (Z) . (4.33)
Burada, ¢V
2n+2 1)r 2 1)n!

CSQU __1 (2n+2vr+1)r(n+2vk+1)n (4.34)

2\/E+% alr(n-2x,+1)I'(n—2k,+1)

normallagma faktoru olub, Yakobi ¢oxhadlilarinin ortoqonalliq sartinden agagidaki kimi tayin edilir:

1.\« g p@p (a,B) _ 2%B*1 T(nia+D)I(nt+f+1)
f—l(l 0% (L +x)" By () By (x)dx_2n+a+[3+1 In+a+B+1)n! Omn.

. , |
Belalikla, biz artiq baxilan konfaynment masslo-  E9°V enerji spektrinin (4.32) ils ifade olunan, hom do

sini xarici qravitasiya sahosinin tosiri altinda dagiq hall 9QU (1) dalga funksivasinin (4.33) ilo ifads olunan as-
edarok, bu kvant sisteminin stasionar hallarda hom Yo () dalg Y (4.33) ¥
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kar sokillorini tapdiq. Sonuncu bélmads iss, bu ifads-
lorin miimkiin limit vo xiisusi hallaramna qisaca olara
nozor salacagiq.

5. MUMKUN LIMITLOR VO XUSUSIi HALLAR

Owvalki bolmads do geyd etdiyimiz kimi, biz ilkin
olarag todqiq etdiyimiz Qora-Uilyams kinetik enerji
operatoru ils ifads olunan kvant harmonik ossilyatoru
tiglin xarici qravitasiya sahasinin toesiri altinda uygun
Sredinger tonliyinin daqiq ifadesini yazdiq ve bu mo-
delin effektiv kiitlasini koordinatdan asih olaraq gotiir-
moklo vo onun agkar ifadasini daxil etmaklo bu tonliyi
dogiq hall etdik. Effektiv kiitlonin koordinatdan asili
analitik ifadasi sayasinds ossilyator modelimiz har iki
torofdon konfaynment effektins tabe oldu. Tanliyi hall
edorkan, magsads nail olmaq ticiin Nikiforov-Uvarov
metodundan istifads etdik. Son natico olaraq aldiq ki,
xarici gravitasiya sahasinin tosiri altinda olan kvant
harmonik ossilyatorunun stasionar hallarinin enerji
spektri EZ%Y enerji spektrinin (4.32) ilo, %Y (x) dal-
ga funksiyalari iso (4.33) ilo ifads olunurlar. Biz, aslin-
do, bu mogalods dord enerji spektri vo dord do dalga
funksiyalar1 analitik ifadslori togdim etmisik. Bunlar,
kanonik yanasmada qeyri-relyativistik xatti harmonik
ossilyatorun (2.8) ilo ifado olunan enerji spektri E2, ey-
ni ossilyatorun xarici qravitasiya sahasinin tosiri altinda
(2.6) ilo ifado olunan enerji spektri E, Qora-Uilyams
kinetik enerji operatoru ilo ifads olunan kvant harmo-
nik ossilyatorunun (3.5) ilo ifads olunan enerji spektri
E2Y vo eyni ossilyatorun xarici gravitasiya sahasindo

(4.32) ilo ifado olunan enerji spektri E;?QU-dur, Vo
albotts ki, uygun dalga funksiyalar1 da (2.9) ilo ifads
olunan 3 (x), (2.7) ils ifads olunan ¥ (x), (3.6) ilo
ifado olunan ¥2Y(x) vo (4.33) ilo ifado olunan

90U (x)-dir. Biz bu bdlmado qisaca olaraq qeyd etmok
istayirik ki, bu modellor arasinda limit miinasibatlori vo
xtisusi hallar mévcuddur. Ovvalca geyd edok ki, (4.32)
ilo (3.6) arasinda ¢ox asan xiisusi hal miinasibati moév-
cuddur. Bels ki, bu ifadalor har ikisi n-don asili olaraq
geyri-ekvidistantdir,

EZ%g=0 = Ex"

yani, g = 0 olduqda, va ya xarici gravitasiya sahosi yox
olduqgda, (4.32) ils ifads olunan enerji spektri (3.6) ilo
ifado olunan enerji spektrini ¢ox asanliqla barpa edir.
Eyni seyi dalga funksiyalar ilo bagli da qeyd etmok
olar. Bels ki,

9% ()| g=0 = P27 (x)

Bu xiisusi halin dogrulugu asanligla Yakobi vo
Gegenbauer ¢oxhadlilori arasindaki miinasibat vasite-
silo gostorila bilor.

Digor torofdon, (4.32) ifadasinds kokalt1 ifadaya
Makloren sirast metodunu totbiq etmoklo gostormok
olar ki, a = co zamani (4.32) enerji spektri (2.6) enerji
spektrini tam olaraq borpa edir, yoni geyri-ekvidis-
tanthiq aradan qalxir. Dalga funksiyasinin da limiti buna
oxsar qaydada, lakin Yakobi vo Ermit coxhadlilori ara-
sinda limit miinasiboti Vo gamma funksiyalar ti¢lin Stir-
ling approksimasiya metodundan istifads etmoklo gos-
torilo bilar,

lim 7% () = ¥ ()
a—oo
Belaliklo, sonda geyd etmak istoyirik ki, biz qarsi-
miza qoydugumuz moagsads nail oldug, yani Qora-Uil-
yams kinetik enerji operatoru ilo ifado olunan kvant
harmonik ossilyatoru iigiin xarici qravitasiya sahasinin
tosiri altinda dagiq hallori tapdiq vo onlarin miimkiin
limitlorini vo xtisusi hallarini qisaca olaraq analiz etdik.
Mogalonin giris hissasinds bu tip xarici sahslorin miix-
tolif fiziki sistemlor Gigiin shomiyyatini qeyd etmisdik.
Son olaraq bildirmok istayirik ki, bu shomiyyat, sldo
olunan hallar dogiq analitik ifadoys malik olduqda,
daha da artir ki, biz do burada kvant sisteminin daqiq
hollarini almisiq.
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QORA-UILYAMS KiNETiK ENERJi OPERATORU iLO iFADD OLUNANKVANT HARMONIK OSSILYATORUNUN...

A. M. Mammadova

EXACT SOLUTION OF THE QUANTUM HARMONIC OSCILLATOR DESCRIBED BY GORA-
WILLIAMS KINETIC ENERGY OPERATOR IN THE EXTERNAL GRAVITATIONAL FIELD

An exactly-solvable confined model of a nonrelativistic quantum harmonic oscillator is proposed in the framework of
the formalism of an effective mass varying with position. Exact expressions for the wavefunctions of the considered oscillator
model have been obtained by solving the corresponding Schrodinger equation. When the effective mass varies by position, in
order to preserve the Hermitian properties of the harmonic oscillator model, the Gora-Williams kinetic energy operator is
employed, and it is shown that the wavefunctions of stationary states of the studied quantum system are described by Jacobi
polynomials, and the energy spectrum is discrete, non-equidistant, finite and depends on the external gravitational field. In the
special case, when the external gravitational field equals to zero, the model under the study reduces into a confined model of a
nonrelativistic quantum harmonic oscillator, the wavefunctions of which are described by Gegenbauer polynomials, and in the
limit case, when the confinement parameter a — oo, the quantum system under study completely restores the nonrelativistic
guantum harmonic oscillator in the external field, wavefunctions of stationary states of which are described by Hermite
polynomials.

A. M. MamenoBa

TOYHOE PEHIEHUE KBAHTOBOI'O TAPMOHHUYECKOI'O OCHUJIJIATOPA BO BHEITHEM
TPABUTAIIAOHHOM IOJIE ONTMCBIBAEMOI'O OITEPATOPOM KMHETUYECKOM SHEPT A
I'OPA-YRJIbBAMC

TIpemnaraercst TouHO-penraemMasi KoH(GaHHMEHTHast MOJEIb HEPEISITUBHCTCKOTO KBAHTOBOTO TapMOHHYECKOTO OCIIMILIS-
Topa B paMKax (opmanusma 3pQeKTHBHOI Macchl, MEHSIOIIEHCS B 3aBUCHMOCTH OT KOOPAWHATHL. TOYHBIE BBIPAKEHHS VIS
BOJIHOBBIX (DYHKIIMH paccMaTpUBaeMOl MOENH OCIIIIATOPA OBUTH HAalIEHBI IIyTEM PEIICHUsI COOTBETCTBYIOIIETO YPABHEHHS
Hlpenunrepa. [Ipu n3menennn 3pdekTHBHOI Macchl B 3aBUCUMOCTH OT KOOPJIHMHAT, [UIS COXPAaHEHUS! CBOWCTBA 3PMUTOBOCTH
MOJI€HM TapMOHHUYECKOT0 OCLUJUIATOpA, MCIOJIb30BajCA ONeparop KMHeTuueckoil sneprun ['opa-Yunbsmc. [lokazano, uto
BOJIHOBBIE (DYHKIIMU CTAI[IOHAPHBIX COCTOSIHUH HCCIIeTyeMOH KBAaHTOBOH CHCTEMBI ONHUCHIBAIOTCS MHOTOWIeHaMHU SIkobu, a
SHEPreTHYECKUH CIIEeKTP SIBISIETCS AUCKPETHBIM, HE-9KBHIUCTAHTHBIM, KOHEUHBIM H 3aBHCHUT OT BHEIITHETO IPaBUTALHIOHHOTO
nomns. B wacTHOM cirydae, korja BHEIIHEE IPAaBUTALIOHHOE IOJI€ PABHO HYIIO, UCCIeAyeMas MOJEb IPEBPAIAETCs B KOH-
(alfHMEHTHYIO MOJIENb HEPEISTUBUCTCKOIO KBAHTOBOI'O FAPMOHMYECKOTO OCHUIUIATOPA, BOJHOBEIE (PYHKIIMH KOTOPOH OIH-
CBIBAIOTCS MHOTOWIeHaMH [ erenbayspa. B nmpenensHOM cirydae KoH(paifHMEHTHOTO mapaMeTpa a — oo, HcciaeayeMast KBaH-
TOBasl CUCTEMA MOJHOCTBHIO BOCCTAHABIMBAET HEPEJIATUBUCTCKUN KBAHTOBBIM TapMOHNYECKUI OCLMILIATOP BO BHEIITHEM I10JIE,
BOJIHOBBIE (DYHKIIMH CTAIMOHAPHBIX COCTOSIHHH KOTOPOTO, OITMCHIBAIOTCSI MHOTOWICHAMH DPMUTA.
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